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ff  enn  man  einem  Mathematiker  gewohnlichen  Schlages 
die  Forderung  stellt,  mit  kurzen  Worten  den  Zweck  der 
höheren  Analysis  zu  bezeichnen  und  die  Bedeutung  zu 
charakterisiren,  welche  dieser  Calcül  für  unsere  Erkennt- 
niss  überhaupt  gewinnt,  so  erhält  man  in  der  Regel  eine 
Antwort  9  als  hätte  man  einen  Freimaurer  gefragt ,  was  die 
Manrerei  sei*  Die  ganze  Auskunft  besteht  nämlich  in  bei- 
den Fällen  darin,  dass  man  nach  einigen  unbestimmten 
Redensarten  ermahnt  wird,  sich  in  die  Geheimnisse  dieser 
Künste  bis  zu  einem  gewissen  Grade  einweihen  zu  lassen, 
weil  vorher  das  Wozu  nur  sehr  schwer  deutlich  gemacht 
werden  könne.  Nicht  geringe  Schuld  an  dieser  nichtssa- 
genden Rede  trägt  wenigstens  in  der  Mathematik  (ob  auch 
in  der  Maurerei,  weiss  ich  nicht)  die  Vielheit  der  Systeme, 
welche  geschichtlich  hervorgetreten  sind,  und  unter  denen 
es  in  der  That  solche    giebt,  die  ganz  eigens  zur  Yer- 
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schleierung  des  sehr  einfachen  Wesens  der  Differenzial- 
und  Integralrechnung  aufgestellt  zu  sein  scheinen.  Es  ist 
diese  Thatsache  um  so  schwerer  und  vielleicht  nur  aus 
der  dem  Deutschen  angeborenen  Systematisirsucht  erklär- 
bar, als  es  eine  ganz  leichte  rein  empirische  Methode 
giebt,  um  den  Sinn  der  höheren  Analysis  zu  erkennen. 
Betrachtet  man  nämlich  die  erste  beste  Reihe  von  Aufga- 
ben irgend  welcher  Art  und  gruppirt  sie  nach  der  sehr 
naturlichen  Unterscheidung,  ob  ihre  Losungen  den  höhe- 
ren Calcul  nothwendig  erfordern  oder  nicht,  so  bedarf  es 
nur  geringer  Beobachtungsgabe,  um  sich  zu  versichern, 
dass  alle  diejenigen  Aufgaben  in  das  Gebiet  des  Elemen- 
taren fallen,  worin  die  zu  betrachtenden  Grössen  entwe- 
der als  schlechthin  unveränderlich  oder,  falls  sie  Aende- 
rnngen  unterworfen  sind,  als  aus  diskreten  Theilen  zu- 
sammengesetzt angesehen  werden,  dass  sich  hingegen  die 
Analysis  des  Unendlichen  da  mit  gebieterischer  Nothwen- 
digkeit  aufdrängt,  wo  stetig  veränderliche  Grössen  in 
den  Kreis  der  Betrachtungen  gezogen  werden.  Will  man 
Beispiele  und  Belege  hierzu,  so  braucht  man  nur  auf  solche 
Probleme  der  Geometrie  hinauszusehen,  in  welchen  einer- 
seits der  Zusammenhang  zwischen  den  Bestandtheilen  einer 
aus  geraden  und  gebrochenen  Linien  constniirten  Figur 
oder  andererseits  Beziehungen  zwischen  geraden  und  krum- 
men Linien  gesucht  werden;  hier  hat  man  schon  den  Un- 


terschied;  in  der  gebrochenen  Linie  —  und  jede  aus  Gre- 
raden  bestehende  Figur  kann  als  solche  gelten  —  gesche- 
hen die  Richtungsyeränderungen  sprungweis  und  das  Ganze 
besteht  aus  diskreten  Theilen,  die  Curve  dagegen  ändert 
in  jedem  Punkte  oder  stetig  ihre  Richtung.  So  scharf 
diese  Gränze  ist,  so  leicht  überschreitet  man  sie  übrigens 
auch,  ohne  es  zu  bemerken.  Sehen  wir  z.  B.  in  einer 
algebraischen  Gleichung  die  mit  einem  der  letzten  Buch- 
staben des  Alphabets  bezeichnete  Grösse  als  Mose  Unbe- 
kannte an,  so  stehen  wir  noch  im  Bereiche  des  Diskreten, 
lassen  wir  aber  die  Unbekannte  zu  einer  Unbestimmten, 
d«  h.  zu  einer  willkührlich  veränderlichen  Grösse  werden 
und  fragen  etwa,  bis  zu  welcher  Stelle  der  ganze  Aus- 
druck wächst,  dann  wieder  abnimmt  u.  s.  w.,  so  kommen 
wir  schon  auf  unausgesetzte  Aenderungen  und  hiermit  in 
das  €rebiet  des  Stetigen.  So  werden  wir  durch  rein  em- 
pirische Beobachtung  a  posteriori  zu  einem  Resultate  ge- 
fuhrt y  das  sich  auch  a  priori  ableiten  lässt,  wenn  man 
philosophisch  eine  Orientirung  des  Grössenbereiches  über- 
haupt unternimmt,  was  weiter  auseinanderzusetzen  hier 
nicht  meine  Absicht  sein  kann.  Haben  wir  uns  nun  auf 
diese  Weise  überzeugt,  dass  der  Zweck  der  höheren  Ana- 
lysis  kein  anderer  ist,  als  die  Betrachtung  stetig  veränder- 
licher Grössen,  so  wird  es  sich  blos  noch  um  die  Mittel 
handeln,  dergleichen  gewissermassen  im  Zustande  der  Flüs- 
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sigkeit  befindliche  Wesen  so  anzufassen,  dass  sie  nach  be- 
stimmten  Regefai   behandelt    werden   können,    ohne   ihre 
charakteristische  Eigenthümlichkeit  einzubussen.  Hier  giebt 
es  nun  eine  doppelte  Schwierigkeit:    eine  philosophische 
und  eine  mathematische,  oder  wenn  man  will,  eine  mate- 
rielle und  formelle.     Die  erstere  liegt  in  der  Begreiflich- 
keit des  Stetigen  überhaupt;  rein  anschaulich  werden  uns 
die   continuirlichen  Grössen   gegeben,  wir  finden  sie  vor 
als  einen  der  Bestandtheile  unserer  Anschauung  nach  den 
Formen  des  Raumes  und  der  Zeit,   und  wenn  wir  daher 
auch  wissen,   dass  ein  Continuum  möglich  ist,   so   bleibt 
doch  noch  die  Frage:  wie  ist  ein  solches  möglich.     Die 
zweite  Schwierigkeit  betrifft  die  Bearbeitung  des  vorhan- 
denen Materiales  nach  den  Regeln  der  Rechnung  mit  dis- 
kreten Grössen,  und  hier  steht  die   Frage:  in   wie  weit 
lassen  sich  die  Operationen,  welche  zur  Verknüpfung  dis- 
kreter Grossen  dienen,  auf  stetig  veränderliche  Grössen 
ausdehnen?    Der  Mathematiker  befindet  sich,    wenn    er 
seine  Sphäre  nicht  verkennen  will,  bei  diesen  zwei  Schwie- 
rigkeiten in  einem  sehr  glücklichen  Falle;  die  erste  näm- 
lich geht  ihn  gar  nichts  an;   so  wenig  der  Geometer  die 
Frage  stellt,  was   ist  der  Raum,  eben   so  wenig  braucht 
der  Analytiker  sich  um  die  innere  Natur  des  Stetigen  zu 
bekümmern;  genug  für  ihn,   dass  die  Existenz  desselben, 
gerade  wie  jene  des  Raumes ,  eine  unmittelbare  und  nnbe- 
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zweifelte  Thatsache  der  Selbstbeobachtung  ist.  Die  zweite 
Schwierigkeit  dagegen  darf  der  Mathematiker  nicht  von 
der  Hand  weisen,  da  sie  recht  eigentlich  in  sein  Fach 
gehört;  aber  er  besiegt  sie  auch  sehr  leicht,  indem  er 
fflch  den  Begriff  der  Gränze  bildet,  gewissermassen  die 
Bracke,  welche  aus  dem  Gebiete  des  Diskreten  in  das 
des  Stetigen  überfShrt;  die  genauere  Nach  Weisung  hiervon 
^ebt  die  zweite  Hälfte  der  Einleitung  S.  2 — 8,  die  auf 
weiter  kein  Verdienst,  als  das  einer  Uebersetzung  New- 
ton'scher  Betrachtungen  in  die  jetzige  Sprache  der  Wis- 
Mnschaft  Anspruch  macht  Die  Yerkennung  der  philoso- 
phischen und  mathematischen  Rechte  an  den  Begriff  der 
Stetigkeit  hat  übrigens  einige  Confusion  in  die  Bearbeitung 
der  höheren  Analysis  gebracht;  nur  eine  lächerliche  Furcht 
vor  jenem  Begriffe  war  es  bei  Lagrange,  Arbogast 
nnd  einigen  untergeordneten  Geistern,  die  allen  Forderun- 
gen nach  natürlichem  und  heuristischem  Gedankengange  zum 
Trotz;  die.  f  ganze  .Lehre  auf  den  Kopf  stellen  und  sie  zu 
einer  blosen  Ableitnngsrechnung  werden  liess,  welche  dem 
Spiele  eines  müssigen  Kopfes  ähnlicher  sah,  als  einer 
notfawendigen  Entwickelungsstufe  in  der  fortlaufenden  Aus- 
falldiuig  der  Chrossenwissenschaft. 

Man  wird  es  nach  diesen  Bemerkungen  sehr  natürlich 
finden,  wenn  ich  die  schon  mehrmals  ausgesprochene  Mei- 
nung, dass  man  die  höhere  Analysis  gleich  auf  die  elemen- 
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taren  Lehren  der  Buchstabenrechniuig  und  ebenen  Trigo- 
nometrie folgen  lassen  könnte,  nicht  nur  theile,  sondern 
diesen  Weg  sogar  für  den  einzig  wissenschaftlichen  halte, 
und  ich  habe  daher  das  vorliegende  Werk  mit  einer  Ein- 
leitung versehen,  welche  da  anhebt,  wo  der  gewohnliche 
Schulunterricht  aufhurt  und  alles  Das  enthält,  was  man 
später  braucht  und  nicht  gerade  voraussetzen  darf«  Dem 
übrigen  Inhalte  habe  ich  die  möglichste  Vollständigkeit  zu 
geben  gesucht  und  ausserdem  manches  Neue  hinzugefugt, 
was  der  sachkundige  Leser  von  selbst  finden  wird« 

Besonderen  Dank  endlich  schulde  ich  noch  Herrn 
Prof.  Grunert  fiH-  die  Uebemahme  der  ersten  Correiktur, 
dem  Ilerrn  Verleger  für  die  nette  Ausstattung  des  Ba- 
ches und  Herrn  Mädel  U.  in  Weimar  für  die  sorgfiU- 
tige  Ausführung  der  Figurentafeln. 

Jena   im  November  1846. 
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9 

V.  u. 

15 

5 

V.  u: 

17 

8 

V.   0. 

19 

11 

V.  0. 

21 

9 

V.  n. 

81 

8 

r.  0. 

91 

8 

V.  0. 
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V,  u. 

Einleitung. 


xmlle  in  der  Mathematik  vorkommenden  höheren  Rechnungsweisen 
unterscheiden  sich  von  den  elementaren  Betrachtungen  hauptsächlich 
durch  das  Gepräge  grosser  Allgemeinheit >  weiches  ihnen  eigenthümlich 
ist.  Diese  ausgezeichnete  Eigenschaft  verdankt  man  der  Einführung 
eines  einzigen  Begriffes ,  weicher  selbst  den  höchsten  Grad  der  Allge- 
meinheit enthält,  den  man  einer  mathematischen  Abstraktion  geben 
kann;  es  ist  diess  der  Begriff  der  Funktion  einer  veränderlichen 
Grosse.  Sind  nämlich  zwei  der  Veränderung  fähige  Grossen  so  an 
einander  geknüpft ,  dass  die  Aenderung  der  einen  nothwendig  eine 
Aenderung  der  anderen  nach  sich  zieht ,  so  nennt  man  die  eine  eine 
Funktion  der  anderen.  Bezeichnen  wir  also  z.  B.  eine  ganz  willkühr- 
lich  veränderliche  Grösse  mit  x^  so  sind  die  Ausdrücke  wie  a*,  3*, 
log  or,  sin  x  etc.  sämmtlich  Funktionen  von  .r,  die  sich  hier  nur  da- 
durch unterscheiden  3  dass  jede  von  ihnen  x  in  anderer  Weise  enthält, 
oder  anderer  Natur  ist.  Setzt  man  eine  solche  Funktion  einer  anderen 
Grösse  gleich,  etwa  loga?  =  3^,  so  hat  man  jetzt  zwei  Veränderliche,  x 
und  y,  von  denen  die  erste  die  unabhängige,  die  zweite  die  abhän- 
gige Variable  heisst,  weil  die  Aenderungen  der  letzteren  durch  die 
Natur  der  Funktion  selbst  von  denen  der  ersteren  abhängen.  Im  All- 
gemeinen bezeichnet  man  die  Funktionen  durch  die  Buchstaben  F,  f, 
€p,  Hr  und  ähnliche,  denen  man  die  Veränderliche,  in  Parenthesen  ein 
geschlossen,  beisetzt,  also  mit  F(x),  fix),  g>(x),  t(;(^)  etc.  Eine 
Gleichung  wie  yz=zf(x)  bedeutet  demnach :  die  abhängige  Variable  y 
ist  durch  irgend  welche  Rechnuogsoperationen  so  an  die  unabhängige 
Variable  geknüpft,  dass  sie  sich  mit  jener  gleichzeitig  ändert. 

Es  giebt  auch  Funktionen  zweier  oder  mehrerer  Variablen;  in 
der  Gleichung  ^=ff;r^-f  cz^  z.  B.  hängen  die  Aenderungen  des  y  von 
denen  der  x  und  z  gleichzeitig  ab;  man  bezeichnet  diess  mit  y=Lf{x,i) 
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II 

oder  ;y  =  i(;(A',  2).  Ebenso  würden  die  Symbole  y=F(x,  2,  f),  y  = 
q>(x,z,t,v)  Funktionen  mehrerer  Variablen  andeuten. 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  kann  man  sieh  sehr  leicht 
ein  Bild  jeder  Funktion  einer  oder  zweier  Variablen  Terschaffen.  Denkt 
man  sich  nämlich  in  einer  Gleichung  wie  y=f(a:)  die  unabhängige 
Variable  a:  als  Abscisse ,  die  abhängige  y  als  Ordinate  und  den  ganzen 
Ausdruck  y=:f{x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  giebt  die  letztere 
unmittelbar  ein  anschauliches  Bild  von  dem  Verlaufe  der  Funktion  f{x). 
So  würde  z.  ß.  y-zzzax^  eine  Parabel  bedeuten ,  wobei  der  Scheitel  der 
Anfangspunkt  der  rechtwinklichen  Coordinaten  und  die  Achse  der  Pa- 
rabel die  Ordinatenachse  ist,  ebenso  11'=—  eine   gleichseitige  Hyper- 

X 

bei,  wenn  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  genommen  werden* 
Um  Funktionen  zweier  Veränderlichen  zu  construiren,  muss  man  in 
den  Raum  hinausgehen  und  sich  x,  y,  z  als  räumliche  CoordinateD 
denken,  dann  bedeutet  eine  Gleichung  wie  yz=.f{x,z)  geometrisch  eine 
FISehe,  z.  B.  yz=zW r^ — x^ — z^  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  i*. 

Da  über  die  VVerthe  der  unabhängigen  Variablen  ganz  und  gar 
keine  Bestimmung  gemacht  ist,  so  steht  es  uns  auch  frei,  dieselbe 
sich  so  ändern  zu  lassen ,  dass  sie  von  irgend  einer  Stelle  an  entweder 
beständig  ins  Unendliche  hinaus  wächst,  z.  B.  für  x=l,  2,  3,  4  u. 
s.  f.,  oder  unausgesetzt  verringert  wird,  wie  z.  B.  wenn  K(ian  x=l, 
Va*  Vs  ®*c«  nimmt.  Hierdurch  wird  offenbar  auch  eine  beständige 
Aenderung  in  den  Werthen  der  abhängigen  Variablen  hervorgerufen, 
die  sich  zwar  wegen  der  grossen  Allgemeinheit  im  Begriffe  der  Funktion 
geradezu  nicht  angeben  lässt,  für  welch»  wir  aber  wenigstens  drei  Fälle 
unterscheiden  können.  Entweder  nämlich  durchlaufen  die  Werthe  der 
Funktion  das  ganze  unendliche  Gebiet  der  Zahlen  oder  ein  abgeschlos- 
senes Stück  desselben,  oder  sie  nähern  sich  einer  bestimmten  angeb- 
baren Grosse  als  G ranze.  Als  Beispiele  für  diese  drei  Falle  betrach- 
ten wir  die  Funktionen 

<p(x)  =  a;2,  ip(x):=  cos;r,  f(x)  = 


a+x 

für  ins  Unendliclre  wachsende  x.  Die  erste  nimmt  offenbar  mit  x 
gleichzeitig  unausgesetzt  zu  und  durchläuft  das  ganze  Gebiet  der  posi- 
tiven Zahlen;  die  zweite  oszillirt  beständig  zwischen  den  Gränzen  -f  1 
und  -rl  hin  und  her,  durchläuft,  also  immer  fort  gei^4ssermassefi  im 
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Kreise  hemm  ein  bestimmtes  Intervall;  die  dritte  endlieh  nähert  sich 
einer  bestimmten  Gränze.    Denn  es  ist  auch 

und  wenn   nun  x  ins  Unendliche  wächst ,  so  kann  man  offenbar    — — 

kleiner  als  jede  noch  so  kleine  angebbare  Zahl  machen ;  es  nähert  sich 

folglich  — ^   der  Gränze  Null  und  mithin  fix)  der  Gränze  Eins.    Die 

Gränze  selbst  wird  zwar  nie  erreicht,  aber  man  kann  ihr  f{x)  so  nahe 
bringen  9  als  man  nur  will.  Man  bezeichnet  einen  solchen  Gräoziverth 
durch  die  vorgeschriebene  Sylbe  Lim,  also  oben 

Jjim  — - —  =  r ,  für  unendlich  wachsende  o?. 
a'\-x 

Gränzwerthe  für  unausgesetzt  wachsende  od.  abnehmende  Variable 
lassen  sich  übrigens  leicht  auf  einander  reduziren.  Bezeichnet  nämlich* 
CO   eine  beständig  wachsende,  8   eine  beständig  abnehmende   Grosse, 

so  kann  man  —  =d  setzen,  weil  jetzt  d  continuirlich  abnimmt,  so  wie  o 
wächst.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber  <3t>  =  t-  und  durch  diese  Substi- 
tution verwandelt  sich  die  Gränzbestimmung  für  wachseirde  Wertbe  in 
eine  für  abnehmende  Werthe. 

Wir  wollen  uns  nun  mit  der  Aufsuchung  einiger  Gränzwerthe 
beschäftigen  9  welche  für  unsere  weiteren  Untersuchungen  von  der 
^(issten  Wichtigkeit  sind,  da  die  Operation  des  Gränzen Überganges 
ein  Hauptmoment  des  höheren  Caiculs  ist,  wie  sich  aus  der  zweiten 
Hälfte  dieser  Einleitung  in  die  Differenzialrechnung  bald  ergeben  wird. 

Eine  der  einfachsten  Angaben  dieser  Art  ist:  die  Gränze  das 
Quotienten  ^^    zu  finden ,  wenn  wir  8  unausgesetzt  abnehmen   oder, 

0 

was  das  Nämliche  ist,  sich  der  Gränze  Null  nähern  lassen.  Man  ge- 
langt zu  der  Lösung  dieses  Probiemes  leicht  durch  folgende  Betracli- 

tuDgen.    Bedeutet  8  irinen  Bogen  <-5>  so  ist  d>  sind,  folglich  ^!S£ 

<  1,  ferner  tand  >  d,  folglich,  wenn  man  mit  beiden  in  sind  dividirt, 

1* 
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5I5L  ^  ?!?-.  oder  cos  ö  <  ?!^.  Wir  haben  so  zwei  Grossen  gefun- 
tan  0  0  o 

den 9  zwischen  denen  der  fragliche  Quotient  liegt;  es  ist  nämlich 

1».    sin^  ^         i 
>  -T—  >coso. 

Lassen  wir  jetzt  d  der  Gränze  Null  zueilen,  so  rücken  die  Grossen  I 
und  cos ^9  zwischen  denen  unser  Quotient  enthalten  ist,  immer  näher 
an  einander  und  fallen  für  d=0  zusammen;  da  aber  der  Quotient  nicht 
ausserhalb  derselben  liegen  kann ,  so  muss  er  jetzt  ihrem  gemeinschaft- 
lichen Werthe  l  =  cosO  gleich  sein.  Wir  haben  demnach  die  wichtige 
Gleichung 

Lim^i^=l.  (1) 

Wir  können  daraus  gleich  noch  eine  zweite  ableiten,  welche  so  lautet : 

Lim*^  =  l.  (2) 

0 

Denn  es  ist 

tan  ö       sin  d       1 


ö  d    '  cosd  ' 

*     A  1 

und  da  sich  hier  für  abnehmende  ö  jeder  der  Quotienten  — =—  und » 

**  0  coso 

der  Einheit  nähert ,  so  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  genannten 

Theorems. 

Mwa  überzeugt  sich  ebenso  leicht  auch  von  der  Gültigkeit   der 

olgenden  Gleichungen: 

^    Lim  -r—s  ==  1  und  Lim  r — «  =1, 
sino  tano 

die  man  auch  noch  unter  einer  anderen  Form  darstellen  kann.  Setzt 
man  nämlich  in  der  ersten  sind  =  d',  so  folgt  ö=:Arcswö',  wobei  un- 
ter Aresin  d'  der  kleinste  unter  allen  zu  einem  Sinus  =d'  gehörenden 
Bögen  verstanden  wird.  Da  derselbe  mit  ö  gleichzeitig  bis  zur  Gränze 
Null  abnimmt,  so  ist  jetzt  für  unausgesetzt  abnehmende  d" 

*  .      x\rcsin  ^       i  /  o  \ 

Lim  — j, =  1-  (3) 

Nimmt  man  ebenso  in  der  zweiten  der  obigen  Gleichuugen  tan  d  =  d', 
also  ö  =  Arctan  ö',  wo  wieder  Arctan  ö'  den  kleinsten  aller  zu  einer 
Tangente  =^  gehörigen  ßögen  bezeichnet,  so  ist  für  unbegränzt  ab- 
nehmende 9^ 


Um^IS^  =  i.  (4) 

Die  beiden  8o  gewonnenen  Sätze  (3)  und  (4)  bilden  die  Umkeh- 
rungen der  unter  (1)  nnd  (2)  verzeichneten. 

Ein  sehr  fruchtbares  Theorem,  weiches  ebenfalls  unter  die  Be- 
trachtungen über  die  Gränzen  der  Funktionen  gehurt,  ist  das  folgende: 
,,  wenn  die  Grosse  (i  nach  irgend  einem  Gesetze  ins  Unendliche  wächst^ 
so  nähert  sich  der  Ausdruck 

einer  festen  Gränze ,  welche  zwischen  den  Zahlen  2  und  3  liegt. '' 

Sei  zuerst  (i  eine  ganze  Zahl  =:m,  so  lässt  sich  leicht  «eigen, 
dass  der  fragliche  Ausdruck  zwar  immer  zunimmt,  wenn  m  wächst, 
dass  er  aber  trotz  seines  beständigen  Wachsthumes  nicht  einmal  die 
Zahl  3  erreichen  kann.  Denn  es  ist  nach  dem  Binomialtheorene,  wel- 
ches wir  hier  bloss  für  ganzj^  positive  Exponenten  in  Anspruch  nehmen"^). 


*)    Dasselbe  lässt  sich  sehr  einfach  auf  folgende  Art  beweisen.    Es  sei 

"WO  Sm  die  als  unbekannt  vorausgesetzte  Summe  .d^r  Reihe  rechts  bezeichnet. 
CSbenso  ist  analog 

^«-i-i+-y-j:+ — j—g- — X  +        rr:! ^  +  • 

\ind  durch  Subtraktion 

d.  i. 

Sm^^Stn-'  1  =  XStn-^  l , 
woraus 

Sm  =  (\  far)Äm-l 
folgt.    Setzt  man  der  Reihe  nach  m,  m  — 1,  m—^^  ...2,  1  für  m,  so  erhält 
jnan  die  tn  Gleichungen 

5m-«  =  (l-f^)5m-3 

5,  =  (l+ar)Äo. 
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,  m(m-l)(i»-2) (1— m— 1)/1\- 

'^  l.:2.3 m  V«/ 

wofür  auch  i^escIiriebeD  weideo  kaoo: 

1  1  -> 

^+«>  =^  +  r+-r:r+-T3:3— + 

(i-^)a~) 0-^) 

J.  •  ^  •  V  •••••  ilt 


Ebenso  wurde  sein 


1       (1-1)0-.  ^ 


ri-l-      '    r^'  -1  I  '  nt+1  /       m  +  r^       m4^r 

^  +iii+r     -*+r+    0"+         17273        +•• 

1.2-3 (m  +  1) 

Vergleichen  wir  zwei  €rlieder  gleicher  Nummer  aus  beiden  Reihen  etwa 
die  ^en  Glieder,  so  ist  das  Ate  Glied  der  ersten  Reihe: 

a--)a-~)(i--) (1-— -) 

m            m  m^  m 

1.2.3 (it— 1) 

offenbar  kleiner  als  das  kte  Glied  der  zweiten  Reihe 

<i-;^i><'-A^^^-A> <'-^> 

1.2.3 (k-^l) 

weil  wegen  m<iit<f-l 


MaUit»lizirt  man  diese  m  Gleichongen  mit  einander  und  bemerkt»  dass   dar 
orcprunglichen  fiedeutong  von  Sm  nach  <^o  ==  ^  i^^?  ^^  ^^^ 

womit  die  gefachte  Swnme  gefoodea  und  zugleich  das  Binomialtheorem  für 
l»ositlTe  ganze  Exponenten  bewieaen  ist 


vn 


i-i<i-  J 


7/1 -fl 


m  iw  +  l 

folglich  auch  der  Zähler  dort  kleiner  als  hier  ist.  Ausserdem  aber, 
dass  jedes  Glied  in  der  Reihe  (5)  kleiner  ist»  als  das  entsprechende 
in  (6)9  enthält  auch  die  letzlere  Reihe  noch  ein  Glied  mehr  als  die 
vorhergehende,  folglich  ist  um  so  stärker 

m  m-f-1 

Da  offenbar  nun  wieder 

ist 9  so  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck 

m 

beständig  zunimmt,  wenn  m  wächst.    Die  Zunahme  fängt  an  bei  dem 

Werthe  2,  welcher  m=-l  entspricht,  aber  sie  geht  nicht  ins  Un- 

1        2 
endliche  fort.    In  der  Reihe  (5)  nämlich  sind  die  Grössen   —      — , 

^   '  mm 

3  m      1 

— ,...  ächte  Brflche  und  mithin  sind  es  auch  die  Differenzen 

m  m 

,_i,  i_a,  i_3 ,_2L=1 

m  m  m  m 

wenigstens  übersteigen  sie  die  Einheit  nicht,  wie  gross  auch  m 
werden  möge.     Daraus  folgt,  dass  auch  die  Produkte 

(l-l)(l-|),(l-i)(l_|)(l-i)  etc. 
mm  m  m  m 

d.  h«  die  Zähler  der  Reiheoglieder  in  (5)  die  Eaoheil  nicht  überstei- 
gen können;  es  kann  mithin  der  Ausdruck  (l-f-^)"*   nicht    grosser 

77t 

werden,  als  die  8umme  der  Reihe 

^  +  r+0+ I72"3  + 17074+     •+l.i,3..,iii'         ^^^ 
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wenn  auch  in  unbegränzt  zuniiiiint.     Es  ist  aber 


2— 2^.i.  <(iy 


folglich 


2.3.4^  2.2.2 
u.  s.  f. 


+1  ^1.2^  1.2.3+ +  1.2.3...I« 


<'+-4^a)+ H0 


l\m— I 


oder  nach  der  Summen  form  el  für  die  geometrische  Progression 

1+1+ J_+    i_+      ■       1 


1  ^  1.2^  1.2.3  ^■•'   ^  1.2.3 

IN« 


1- 


1 


<1+ ^d.  i.  <3-5j^ 

^"2 


Weil    aber   der   Ausdruck    (!  +  —)"•    oicht  grösser    als    die  Summe 

m 

der  Reihe  (7),  diese  aber  kleiner  als  3 — ö^rri  ^***»  ®^  ^*^*g*  j«*** 
gauz  sicher 

(1  -f  i)m  <;3-_.,J_«^  mithin  auch  <  3, 

und  diess  gilt,  wie  gross  auch  m  sein  möge.    Da  nun  (1  +  — )"»mit  vi 

gleichzeitig  immer  zunimmt,  gleichwohl  aber  immer  kleiner  als  die  Zahl 
3  bleibt,  so  muss  sich   der  fragliche  Ausdruck  einer  bestimmten  und 

zwar  festen  Glänze  <  3  nähern,  weil   ein  Oszilliren  von  (1 -f — )"* 

m 

durch  den  Nachweis  seines  beständigen  Wachsthums  ausgeschlossen 
ist.  Man  hat  für  diese  Gränze  den  besonderen  Buchstaben  e  einge- 
führt, welcher  in  der  Analysis  ebenso  ausschliesslich  zur  Bezeichnung 

von  Lim  (1 -| — )"»  gebraucht  wird,  wie  in  der  Geometrie' der  Buch« 

Stabe  n  für  die  Ludolphsche  Zahl.  Es  ist  übrigens  vermöge  der  De- 
finition von  6,  nSmlich 


IX 

C==:Lilll  (1+  ^)"  (8) 

sehr  leicht  einen  Näherungswerth  für  e  zu  finden ,  indem  man  fSt  m 
eine  ziemlich  grosse  Zahl  setzt  und  die  Pötenzirung  wirklich  ausführt; 
so  erhält  man  z.  ß.  für  m— 1000600,  c  =  2,71828.  Eine  bequemere 
Methode  für  die  Berechnung  von  e,  welches,  beiläufig  gesagt,  eine 
irrationale  Zahl  ist,  werden  wir  später  unter  Anwendung  d^r  DjUlbreii- 
zialrechnung  kennen  lernen,  wobei  sich  ergiebt:  e= 2,7182818284590452... 

Es  lässt  sich  nun  auch  leieht  zeigen,   dass  die  Gränze,  welcher 

sich  der  allgemeinere  Ausdruck  (1  -f  - )  ^    ^^i*  Q^ch  ii^end  einem  Ge- 

setze  ins  Unendliche  wachsende  ft  nähert,  ebenfalls  die  Zahlte  ist. 
Wäre  nämlich  fi  ein  ins  Unendliche  zunehmender  Bruch  (wie  z.  B.  wenn 
man  der  Reihe  nach  |x  =  V"2",  2V2i  3V^2,  4V2^  etc.  setzte),  sogiebt 
es  doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  Zahlen  m  u.  9t=in-|-l, 
zwischen  denen  in  jedem  Falle  der  Werth  von  |li  enthalten  ist.  ^Vegen 

w  <  tt  <  «  ist  dann   i.  >  L  >  L,  ebenso  l+l>l+l>l+i:  und 
m       fi,       n  m  (i  n 

folglich  auch 


Da  aber  fi  zwischen  m''und  »  =  m  +  1  liegt,  so  können  wr  fi  =  m-f  a 
und  fiz=  n  —  ß  setzen,  wo  a  und  ß  jedenfalls  ächte  Brüche  sind;  wir 
haben  daher  auch 

m  fi  n 

oder,  was  offenbar  das  Nämliche  ist, 

[<.+ir]-=>ati)'>[a+i)"].-i 

Lassen  wir  nun  ft  ins  Unendliche  zunehmen,  so  wachsen  auch  m  und 
und  n  über  alle  Gränzen  hinaus  und  wir  haben  daher 

Lim  (1  +  ~f =e,  Lim(l  + 1)"  =  e. 
m)  n 

Ferner  nähern  sich  die  Exponenten  1+—  und  1— -^dergemeinschaft- 
liehen  Gränze  Eins,  mithin  haben  die  beiden  Ausdrücke,  zwischen  denen 


1 

(IH — f*  immer  liegt,  den  gemeinscbaßliehen  Gränzwerth  6*  =  c  und 

folglich  muss  auch 

Lim(l  +  if=e  (9) 

sein  9  wo  nun  ft  irgend  eine  positive  unausgesetzt  wachsende  Grosse 

bezeiclmet.   —    Wäre  endlich    ft  negativ^  also    der  Gränzwerth  vqo 

1  "^l^ 
(1 )        aufisusuchen^  so  bemerke  man,  dass 

(-i)-''=c^)-'=(^r 

ist  und  setze  jetzt  |li  =  1-f-A,  so  wird 

Nimmt  nuo  ft  ins  Uoendliobe  zu,  so  ist  dtess  offenbar  auch  mit  X=3 
tt-1  der  Fall,  folg!.  Lim  (1  +  \)^=e  nnd  Lim  (1  +1)  =  1,  mithin 

Lim  (1-1)"'*=  cj.  (10) 

Fassen  wir  nun  die  unter  (8),  (9)  und  (IQ)  gewonnenen  Resul- 
tate zusammen ,  so  ergiebt  sich  für  j  e  d  e  s  nach  irgend  einem  Gesetze 
ins  Unendliche  wachsende  ft  die  wichtige  Gleichung 

Lim  (1  + V=6.  (11) 

Nehmen  wir  -  =  d  also  f^=^9  so  stellt  sich  dieselbe  in  folgender 
Form  dar: 

Lim  (1  +  6)J^  =  6,  (12) 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  die  unausgesetzte  Abnahme  von  d 
bezieht. 

Mau  kann  hieraus  auch  leicht  den  GrSnzwerth  von 

(l  +  acJ)J 

ableiten,  wenn  man  voraussetzt,  dass  sich  die  Grosse  a  während  der 
unbegränzten  Abnahme  von  d  nicht  ändert.    Man* hat  nämlich 

i  JL 

(l  +  aÄ)^=5[(l+afJ)"^«. 


M 

Hier  nimmt  die  Grosse  aö  mit  d  gleidizeitig  bis  zur  Null  ab ,  und  folg- 
lieh' ist  auch 

Lim  (l+a5)*^=6, 
mithin  nach  Ann  Vorigen 

Lim  (l+aS)i^e^.  (13) 

Grossen   von  der   Form  e^  kommen    in  der  Analysis  häufig   vor  und 
führen  da  den  Namen  EzponenziaigrOssen. 

Man  hat  die  Zahl  e ,  welche  in  den  vorigen  Untersuchungen  eine 
so  wichtige  Rolle  spielte  ^  auch  zur  Basis  eines  logarithmischen  Syste- 
nies  gemacht,  dessen  Logarithmen  man  die  natürlichen  nennt  und 
mit  log  nat  oder  einem  blossen  l  bezeichnet  Es  gilt  von  denselben 
ein  sehr  bemerkenswerther  Satz,  zu  dem  man  auf  folgende  Weise 
gelangt.  Bezeichnet  log  den  Logarithmen  irgend  eines  Systemes,  so 
ist  offenbar 

folglieh,  wenn  wir  zur  Gränze  für  abnehmende  8  übergehen. 

Lim  !2S(H:^  =  löge. 

Da.  es  für  das  Bestehen  dieses  Satzes  ganz  gleichgültig  ist,  nach  wel- 
chem Gesetze  8  abnimmt,  wenn  man  es  nur  der  Null  so  nahe  bringen 
kann,  als  man  will,  so  hindert  nichts ,  8=za^  —  1  zu  setzen,  wo  a  die 
Basis  der  mit  log  bezeichneten  Logarithmen  und  e  eine  bis  zur  Null 
abnehmende  Grösse  bezeichnet.  Es  ist  dann  die  einzige  dem  i  aufer- 
egte  Bedingung  erföllt  und 

Lim    sl^\^  ^^8  ^»  ^^®  ^ 
od^r,  wenn  wir  umkehren  und  8  für  b  schreiben. 

Lim  — ^^^^  =  I ,  bas  «. 

0  löge 

Vermöge  der  Bedeutung  von  a  ist  aber 

folglich >  wenn  man  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen  nimmt, 

log  c  W  =  fe  =  1 , 


XU 


mitbin 


und  jetzt  nach  dem  Vorigen 


1     =la 


löge 


Lim2irJ=/«.  (14) 

•O 

Die  beiden  unter  (13)  und  (14)  gefundenen  Gleichungen  haben, 
abgesehen  von  ihrer  Wichtigkeit  für  die  Differenzialrechnung ,  schon 
an  sich  eine  ganz  eigen thümliche  Bedeutung.  Sie  zeigen  uns  nämlich, 
dass  die  Operation  der  Gränzbestimmung  zu  einem  Uebergangsmittei 
werden  kann,  tun  aus  dem  Bereiche  der  einen  Funktion  in  den  einer 
anderen  zu  gelangen.  So  giebt  uns  die  Formel  (13)  ein  Mittel  an  die 
Hand,  um  aus  einer  Potenz  wie  6>^  eine  Exponenzialgrüsse  abzuleiten, 

indem  man  nur  6  =  l-f-ad,  |Lt  =  -s-  zu  setzen  und  zur  Gränze  fSr  ab- 

o 

nehmende  d  überzugehen  braucht;  ebenso    würde   man    nach  Formel 

(14)  aus  6^  für  6  =  a,    fi=  d  mit  Hülfe  einer  Subtraktion,   Division 

und  eines    Gränzenüberganges    Logarithmen  aus  Potenzen    berechnen 

können.    Wir  thun  hier  also  einen  tieferen  Blick  in  das  Gewebe  der 

Funktionen,  indem  wir  die  Potenz   als  die  gemeinschaftliche   Quelle 

der  Exponenzialgrossen  und  Logarithmen  und  zugleich  auch  die  Ope- 

rationen  kennen  lernen,  durch  welche  der  Uedergang  vermittelt  ^rd. 

Die  Wissenschaft  ist  dem  allgemeinen  Gedanken,  welcher  sich 
hier  ausspricht,  nämlich  Beziehungen  zwischen  anscheinend  ganz  ver- 
schiedenen Funktionen  aufzusuchen  und  hierdurch  den  Zusammenhang 
zwischen  den  letzteren  aufzudecken,  noch  weiter  nachgegangen  und 
ist  so  glücklich  gewesen,  auch  zwischen  der  Exponenzialgrösse  und 
den  goniometrischen  Funktionen  einerseits^  so  wie  zwischen  dem  Lo- 
garithmus und  den  cyklometrischen  Funktionen  andererseits  Relationen 
zu  entdecken,  welche  die  nämlichen  Dienste  leisten  wie  oben  die 
Gleichungen  (13)  und  (14).  Das  verbindende  Mittelglied  ist  hier  nicht 
ein  Gränzenübergang,  sondern  das  eine  numerische  Unmöglichkeit:  be- 
deutende Symbol  V~ — 1,  und  diess  hat  zur  Folge,  dass  die  betreffen- 
den Relationen  nicht  wie  jene  zur  numerischen  Berechnung  taugen ;  da 
s!6  aber  analytisch  uns  sehr  wichtig  werden,  so  möge  hier  eine  Ent- 
wickelung  derselben  folgen. 


iih 


Bezeichnen  wir  die  unmögliche  oder,  wie  man  auch  sagt,  ima- 
ginäre Zahl  V — 1  der  Kürze  wegen  ein  für  allemal  mit  i,  so  dass 

i»  =  — i,  t*  =  +/,  V  =^i,  ... 

ist,  und  multipliziren  die  beiden  ähnlich  gebildeten  Binome  cosor^-t 
sinor  und  cos^-^^'^in^  mit  einander,  so  ergiebt  sich  leicht 

*■  (cos  js  + 1  sin  a)  (cos  y  +  tsin  y) 

*^  =  cosjrcosy  —  sinari$in^4-2'  (cosarsiny  +  sinarcosy) 

^  d.  i.  nach  zwei  bekannten  Formein  der  Goniometrie 

(cos^r 4-tsin äs)  (cos^4- 1 siny)  =  cos (x+y)+i8m (a:+y). 

Multipliziren  wir  beiderseits  mit  cosz  +  isinz  und  wenden  auf  der  rech 
ten  Seite  das  gefundene  Theorem  selbst  wieder  an,  so  wird 

(cos X  + 1 sin 07)  (cos^  +  tsin^)  (cos z  +  tsin z) 
iielt  =  coB(x+y+z)  +  is\n(x-{-y  +  z). 

'^  I  Beiderseitige  Multiplikation  mit  cosu-\-ia\nu  gäbe 
.  (cos  x  +  i  sin  an)  (coBy  +  i  sin  ^)  (cos  z-\-i  sin  2)  (cos  u  +  i  sin  ü) 

11^  =  co8(a:+y+z+u)  +  isin(a;+y  +Z  +  U). 

^  Man  übersieht  leicht ,  wie  sich  dieses  Verfahren  beliebig  weit  fortsetzen 

^,  Hesse  und  dass  für  m  willkührliche  Bogen  6x,  G^^  ^s>***  ^m  die  Glei- 
chung gilt 

^  (cos  Bi  + 1 sin  0i)  (cos  G^  +isin  62)  —  (cos  Bm  +  i sin  Gm) 

«■-  =cos(©i  +  ea  +  ...  +  ©m)  +  /sin(0i  +  0a  +  ...  +  0m). 

^  Von  diesem  Satze  ist  hauptsächlich  derjenige  spezielle  Fall  wichtig, 

.  in  welchem  die  Grössen  Gi,   G^y.Gm  sämmtlich  einander  gleich  und 

etwa  =  G  sind;  es  geht  dann  unsere  Gleichung  in  die  folgende  über 

(cos  G-\-i  sin  G)^  =  cos  mG  +  i  sin  mG ,  ( 15 ) 

die  unter  dem  Namen  des  Moivre'schen  Theoremes  bekannt  ist. 

Man  kann  aus  demselben  leicht  zwei  schöne  Sätze  ableiten ,  mit- 
tebt  deren  man  cosmO  und  sin  mG  durch  Potenzen  von  cos  8  und 
sin  8  ausdrücken  kann.  Wendet  man  nämlich  auf  die  linke  Seite  das 
Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten  an  und  berücksichtigt 
die  oben  angegebenen  Werthe  von  i*,  P,  t\  i*  etc.,  so  findet  man  leicht 


w^>f^  <iie  #fi^r  Reifte  aadb  gteratkii,  &^  aweä»  nadk  «ngsfaiiM  P«- 

ttlW3S€^  von  otA  9  RMftMiHiniftr      DwiOTK   HMI    mIbk   %iK1BIHB^IB   «■Rb 

eA»"^^^  M^erlbÜC  man  nödb  ifie  M^emdea.  hrmm^mxwwrdtat BcwJlaite : 
^^  =  i«^-«,t»*r +-i^laf*^-_  (18) 

???^  =  ii«|tMi;r— JN,tai|3;r'|'fli^lsui^^'-...  (19) 

Ell»«  »n^ere  »klbt  «mder  widb^;e  ABwcilMg  des  Meivrescken 
Tli«<yr«iMrs  m4  di«r  fo%e«d^.    l>a  w  no.  (15)  £e  Grosse  6  »aBz  b^dbi^ 

M,  UhnU^A  <r»  fr«f^  9=  --  zo  »dknieD^  wotaas  sidi  ergebt 
tu 


ttA^ 


(eOS l-fflVfl — )       =  COSJT-f  tSlDJr 


(«o«  £.)"  ( 1  4-  /tan  ^)"  =  «war  +  ivnx . 


ffM  w#fin  trif -^  =s^  M>tM»n,  wo  '^  eioeo  Bruch  mit  dem  Zähler  1  aber 

in 

h«(t«(itg«fv  P(f«iift<rr  bedeotei, 

i  1 

(CO»  dir)  ^(1+itan  dar)  ^  =  cos  o:  + 1  sin  a:.  (20) 


«)  Ah«  Dtfi6f  Oleldiung  wlo  ;4-f  ^/=  rz-f  ^/  fel^t  nftnlick  inmer  j4==a 
titld  /^-rr^.  1)«^nn  man  hat  »iinftchat  .4  —  «=  {b  —  B)i  and  durch  beiderseitige 
HrhotfiiNg  niiffl  Quadrat  unter  der  Bomerkong,-  das«  /^  =  — i  itt, 

(y<^/l)«  =  -.(*-/?)«  oder(^  — «)«  +  (^-.5)«=.0. 
Quadrat«  ihid  tiunier  poiilttve  Gr^itson;   dfe  Snmme  zweier  positiren  Grossen 
katlH  Mtl^r  HUf  dann  ^ull  iraln,    wenn  Jede  für  sich  =0  ist     balier  must 
(4^ff)«  rrttl  lind  {ß  —  M)^  —0  sein,  woraa«  A^a.  B=:b  folgt,  w.  z.  b.  w. 
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t>a  tion  die  vorig»  GMchmig  fär  jedM  aacfa  aoch  so  grosse  m  gilt  und 
nie  zu  gelten    aufhört^  so  muss  sie  auch  daun  tiooh  ricbtig  Meibeu, 
weoD  mau  m  unbegränzt  zuuehinen,  folglich  ^  sich  der  Null  nähern 
^  lässt  und  die  Gränze  suchte  welcher  sich  in  diesem  Falle  der  ganze 

Ausdruck  links  in  (20)  nähert.  Wir  betrachten  zu  diesem  Zwecke  Je- 
den der  Faktoren  einzeln. 

\  Zuvorderst  ist 

(cos  »xf  =  (1  —  sin  ^x)  ^ 

dl  .  _  [(1  -sln^o;)»*^^^^  '^        S      , 

wovon  man  sich  durch  Multiplikation  der  beiden  Exponenten  ilberzen- 
gen  kann.  Nimmt  nun  ^unausgesetzt  ab,  so  vermindern  sieh  anch'&^r 
810 ^ar  und  sin^or  bis  zur  Gränze  Null.  Es  ist  daher  nach  Formel  (13) 
für  a= — 1,  d=sin^ar 


N2 


m  ^  Lim  (1  —  sin  «^ar)  »*"  *'^'  ==  c-i  =  i ; 


ferner  nach  no.  (1)  für  d  =  ^x 

T  •     sin  '^•'^        1 

nnd  weil  ausserdem  Limsin<&:r  =  0  ist,  so  wird  jetzt 

x.O 


Lim  (cos^a:)^=ril  =  1 , 


womit  der  Gränzwerth  des  ersten  Faktors  in  (20)  gefunden  ist. 
Was  den  zweiten  Faktor  in  (20)  anbetrifft  >  so  ist  offenbar 

1  1  tan^jr 

(1  +  itan  d'x)'»  =  [(1  +  i tan  d'x) '*«"^'  ]"S^  '*  . 

Die  Grössen  d'o;  und  tan  da?  nehmen   hier  mit  «&  gleichzeitig  bis  zur 
Null  ab;  es  ist  daher  nach  Formel  (12) 


Lim  (l+itan'dar)'»«'»^^=  e 

und  zwar  reell,  obgleich  die  Funktion  imaginär  ist,  weil  it&n&s^  mit 
^  gleichzeitig  verschwindet  und  es  also  fflr  den  Endeffekt  gleichgilltig 
sein  muss,  ob  die  Grösse  d  in  (12)  aus  einer  reellen  oder  imaginären 
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Gegend  her  bis  zur  Stolle  Null  gdumimefi  ist    Ferner  habeo  wir  nack 
Fornel  (2)  fiSr  6  x=  ^jr 


mlthio 


Lun  — =  1 , 

9x 


BeDutzen   wir   dud  die  gefandeDeD  Resultate  für  die  Gleichung  (20), 
so  ergiebt  sieb  die  formell  sebr  merkwürdige  Relation 

e^'=  cos^r^-tsinjTy  (21) 

welebe  uns  ein  Mittel  giebt,  am  von   der  Exponenzialgrusse  awf  den 
Cosinos  und  Sinus  zu  kommen« 

Diese  Gleicbung  gilt  übrigens  ebenso  allgemein,  als  die  gonio- 
metriscben  Formeln,  von  denen  wir  ausgegangen  sind;  man  darf  daher 
auch  — o:  an  die  Stelle  von  x  setzen,  wodurch  man  findet 

«— **  =  cosjr — tsin^r. 

Combinirt  man  diese  Gleichung  mit  der  vorigen  durch  Addition  und 
Subtraktion,  so  gelangt  man  leicht  zu  den  beiden  Formeln 

cosj:= — ^Y~~'  ^^^ 

sina:= — -^—'*  (^) 

welche  häufig  gebraucht  werden.  Es  würde  hiernach  auch  leicht  sein, 
alle  übrigen  goniometrischen  Funktionen  durch  Exponentialgrussen  mit 
imaginären  Exponenten  auszudrücken. 

Die  Gleichung  (21)  lässt  sich  leicht  in  einige  andere  Formen 
bringen,  welche  uns  später  ebenfalls  von  Wichtigkeit  werden.  Multi- 
plizirt  man  nämlich  beiderseits  mit  e^  =  r,  so  ist 

«*■+*»  ==rcos:r+^sinj:,  (24) 

wobei  man  auch  rcosar=  a  und  rsinj;  =  /?  setzen  kann,  woraus  folgt* 

(r  cos  ar)*+  (r  sin  ar)*  =  a«  -|.  /3* 
oder 


femer 


rcos;r  o 
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mithin 

X  ==  Arctan  S^  +  kn , 
a 

ß 

wo  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet.    Vermtige  der  neuen 
Werthe  für  rcosor,  rsin^^  r  und  a:  ist  nun  nach  Formel  (24) 

e  *        ..  =  « -|-  pi. 

Da  aber  für  /}  =  0  die  Gleichung  sich  auf  die  Identität  6^^  =  o  redu- 
ziren  muss ,  so  folgt  A:  =  0  und  mithin  einfacher 

i/(«» +/**)  + »Arclaii- 

ä  +  ßi=ze  «,  (25) 

wonach  man  jedes  aus  einem  reellen  und  imaginären  Theile  bestehende 
Binom  in  Form  einer  Ezponenzialgrosse  darstellen  kann. 

Man  kann  die  gefundene  Gleichung  auch  umkehren ,  wenn  man 
bemerkt»  dass  aus  einer  Gleichung  wie  A^:^e^  immer  folgt  lA=za, 
was  bekanntlich  die  Definition  des  Logarithmus  ist.  Behalten  wir  diese 
Definition  auch  hier  bei ,  so  folgt  jetzt 

l(a+ßi);=:  4/ (««+  ß^  + 1  Arctan  &.  (26) 

Ebenso  leicht  würde  man  für  negativ  ß  finden 

l(a-^ßt)=  J/(a2  +  |S«)— tArctanJ, 

Qnd  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  subtrahirt  und 
mit  2t  dividirt 

^[/(«  +  /30~/(«-/3»)]  =  Arctan^.  (27)" 

Hier  lässt  sich  die  in  Klammem  siehende  Differenz  nach  der  Regel 
Ix — /y  =  /~  zusammenziehen 9  weil  diese  Regel  auch  für  imaginäre 
X  und  y  gilt  Der  Grund  hiervon  ist  leicht  einzusehen.  Die  Formel 
Ir.— /V  =  /-  ist  bekanntlich    eine  unmittelbare  Folge  der  Gleichung 

y 

e* .  ^:=ze*^9,  sobald  man  auf  diese  die  Definition  des  Logarithmus 
e&  =  2  anwendet.  Die  Gleichung  e'.^  =  e'+y  gilt  aber  auch  für 
imaginäre  x  und  y ;  denn  man  hat 

6*«.«»*=  (cosjr+  isinar)(cosy+tsinf) 

==cos(ar+^)+tsin(a:  fy)=3«<*^»^'; 
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da  nuD  die  Definition  des  imaginären  Logarithmus  der  des  reellett 
log  gebildet  ist,  so  mnss  die  Reg«l  £r— /y  =  /?  anch  für    imaginäre 
X  md  y  getten.    Demnadi  ist  aw  Fomel  (37) 

wodurch    der  Uebergang    vom    Logarithmus    zu   den   cyklometrischen 
Funktionen  überhaupt  hergestellt  ist,   da  man  die  übrigen  FunHlonen 

Aresin  &,  Arceos  ^  etc.  leicht  durch  Arctan  ^  ausdrucken  kann. 

Eia  Blick  auf  den  ganzen  Gedankengang  zeigt  uns  nun  den  Zu- 
sauMttenliakig  der  Tersduedenen  Funktionen  nach  folgendem  «Schsma; 

Potenz 

^  \^ 

ExponenziaJgrusse  Logarithmus 


GonioBietrische  CyUometrische 

Funktionen.  Funktionen. 

Der  erste  Uebergang  von  der  Potenz  zur  Exponenzialgrosse  und 
zum  Logarithmus  geschieht  mittelst  einer  Gränzbestimmung ;  von  da 
fuNBuneB  wir  mit  Hülle  der  imaginären  Beziehungen  auf  der  linken  Seite 
zu  den  goniometrischen ,  auf  der  rechten  zu  den  cyklometrischen  Funk- 
tionen. Zugleich  sind  die  einander  gegenüberstehenden  Funktionen  die 
Umkehmngen  von  einander. 

¥7ir  k^üitten  tros  jetzt  leicht  einen  Begriff  von  dem  nütaiieUa 
Gebrauche  des  obigen  Schema's  machen ,  wenn  es  auch  hier  nicht  mög- 
lich ist,  ein  Beispiel  davon  zu  geben.  Gesetzt,  man  hätte  die  Potenz 
für  jeden  Werth  des  Exponenten  in  eine  Reihe,  ein  Produkt,  einen 
KetteidMrach  verwandelt ,  oder  in  sonst  eine  andere  analytische  Form 
gebracht,  so  wäre  es  sehr  leicht,  für  die  übrigen  Funktionen  des  obi- 
gen Schema's  die  entsprechende  analytische  Form  aufeufinden.  Man 
brauchte  nur  auf  jedes  Glied  der  ReHie ,  des  Kettenbmches  etc.  ganz 
dieselben  Operationen  anzuwenden,  dtfrch  weiche  man  die  neue  Ptmk- 
tion  aus  der  altto  ableitet.  So  würde  man  s.  B.  aus  einer  Reihe  für 
6^  eine  Reihe  fähr«*  dadurch  entwickeio«  das»  man  in  jedem  einzelnen 
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Reihengliede  l  +  ad  für  b,  ^  für  f&  setzte  und  dann  zur  Gränze  für  un- 
ausgesetzt abnehmende  d  überginge.  Die  wirkliche  Ausführung  dieses 
Gedankens  bei  verschiedenen  analytischen  Formen  ist  das  Geschält 
des  speziellen  Theiies  der  algebraischen  Analysis,  welchem  der  oben 
schematisch  angegebene  organische  Zusammenhang  einer  gewissen  Reihe 
von  Funktionen  als  leitender  Faden  zu  Grunde  liegte  woran  sich  die 
verschiedenen  Resultate  anfreihen.  Indiessen  ist  das  Detail  hierven 
fär  unsere  Zwecke  nicht  ni^thig»  und  wir  verlassen  daher  diese  Be- 
tmchiungen ,  um  uns  dagegen  einem  anderen  Kreise  von  Untersuchungen 
zuzuwenden,  work  wir  den  huberen  Reehnungsweisen  näher  treten  und 
uns  über  Mittel  und  Zwecke  derselben  viiUig  verstäniitgen  können. 
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Uie  grusste  Schwierigkeit^  welche  die  Mathematik  im  Verlaufe  ihrer 
stufenweisen  Ausbildung  zu  überwinden  hatte ,  war  die  Losung  des 
Problemes:  das  Gesetz  der  Stetigkeit,  nach  welchem  sich  alle 
in  Raum  oder  Zeit  ausgedehnten  Grössen  bilden,  auf  mathematische 
Begriffe  zu  bringen  und  es  hiermit  entweder  durch  Construktion  oder 
durch  Rechnung  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zu  verflechten.  Schon 
in  der  Arithmetik  kommen  einige  Fälle  vor,  bei  welchen  sich  die  genannte 
Schwierigkeit  fühlbar  macht  (z.  B.  bei  den  periodischen  Dezimalbrü- 
chen und  irrationalen  Wurzeln)  und  noch  häufiger  begegnet  man  ihr 
in  der  algebraischen  Analysis,  die  sich  zur  Ueberwindung  derselben 
den  eigenthümlichen  Begriff  der  Gränze  bilden  muss.  Theilen  wir 
z.  B.  eine  Grösse  nach  irgend  einem  Theilungsgesetze ,  etwa  durch 
fortgesetzte  Halbirung,  in  immer  kleinere  Theile  und  versuchen  wir 
nachher  dieselbe  wieder  aus  ihren  Theilen  zusammenzusetzen ,  so  stossen 
wir  auf  das  für  den  ersten  Anblick  paradoxe  Problem  der  Summirung 
einer  unendlichen  Menge  immer  kleiner  werdender  Grössen  (der 
einzelnen  Theile);  hier  liegt  die  Schwierigkeit  blos  in  der  vermöge  des 
Geseiltes  der  Stetigkeit  unbegränzten  Theilbarkeit  der  ursprünglich 
vorgenommenen  Grösse;  denn  wenn  man  im  Verlaufe  der  successiven 
Theilung  auf  ein  untheilbares  Letztes  käme,  so  würde  die  entspre- 
chende Reihe  eine  endliche  sein.  In  weit  verwickelterer  Gestalt  aber 
erscheint  die  Forderung,  sich  des  Stetigkeitsgesetzes  mathematisch  zu 
versichern,  da,  wo  wir  es  nicht  mit  einer  Grösse  allein,  sondern  mit 
einem  System  zweier  oder  mehrerer  Grössen  zu  thun  haben,  in  wel- 
chem die  eine  Grösse  den  stetigen  Aenderungen  der  anderen  ihre  Exi- 
stenz zu  verdanken  hat.  Betrachtungen  dieser  eigenthümlichen  Art 
kommen  ganz  besonders  häufig  in  der  Mechanik  vor  und  geben  dann 
immer  zu  eisigen  Aufgaben  Veranlassung,  deren  hauptsächlichste  im 
Allgemeinen  so  Jautet:  welcher  ist  der  Totaleffekt  einer  Ursache, 
welche  eine  gewisse  Zeit  lang  wirksam  gewesen  ist,  vorausgesetzt, 
dass  man  entweder,  wenn   die  Intensität  der  Ursache  während  jener 


Zeit  constant  bleibt,  diese loteositftt  selbst  keDDt»  oder,  wenn  sich  die 
Intensität  mit  der  Zeit  ändert,  ihren  anfänglichen  Grad  und  das  Gesetz 
ihrer  Aenderung  weiss?  Es  giebt  aber  auch  Probleme  der  Geometrie, 
welche  ganz  das  nämliche  Gepräge  tragen  und  namentlich  gehören  hie- 
her  alle  Aufgaben  über  die  Quadratur  und  Rektifikation  der  Gurven, 
di^  CubatuT  und  Complanation  der  Flächen.  So  kOnnen  wir  uns  z.  B. 
in  fig.  1  die  von  der  Geraden  ABy  den  Senkrechten  APy  BQ  und  der 
Curve  PN1N2 ...  0  eingeschlossene  Fläche  dadurch  entstanden  den- 
ken, dass  eine  auf  OX  senkrechte  Linie  XY  ans  der  Lage  ^Pparai» 
lel  miit  sich  selbst  bis  BQ  stetig  fortgerückt  ist,  während  der  End- 
punkt F  auf  ilir  selbst  stetig  auf  und  abstieg  und  so  die  begränzende 
Curre  erzeugte.  Natürlich  muss  in  jedem  bestimmten  Falle  das  Ctesetz 
bekannt  sein,  nach  welchem  der  Punkt  F  auf-  und  absteigt,  wenn  er 
gerade  diese  oder  jene  bestimmte  Curve  beschreiben  soll.  Dieses  Bei- 
spiel bildet  ein  vollkommenes  Analogon  zu  dem  obenangeführten  Pro- 
bleme der  Mechanik,  welches  man  sehr  leicht  dadurch  auf  dasselbe 
reduziren  kann,  dass  man  sich  die  Zeit  auf  der  Geraden  OX  ausge- 
dehnt, die  veränderliche  Ursache  als  die  variabele  Ordinate  XY  und 
die  während  einer  bestimmten  Zeit  AB  hervorgebrachte  Wirkung  als 
die  überstrichene  Fläche  ABQP  denkt.  Wir  können  demnach  die 
Quadratur  einer  krummen  Linie  als  das  allgemeine  Schema  dieser  ganzen 
Klasse  von  Aufgaben  gelten  lassen*). 

Vei^leichen  wir  mit  dieser  Entstehungsweise  einer  Grosse  die 
anfangs  betrachtete  in  der  algebraischen  Analysis  vorkommende  ,>»  so 
inden  wir  einen  wesentlichen  Unterschied.  Dort  würden  wir  die  Fläche 
aus  ihren  Theilen,  etwa  ihrer  Hälfte,  dem  Viertel,  Achtel  etc.,  also 
wieder  aus  Flächen  zusammensetzen,  oder  überhaupt  irgend  eine 
Grosse  als  Aggregat  ihrer  mit  ihr  selbst  gleichartigen  Theile  an- 
sehen ,  hier  aber  lassen  wir  die  Fläche  durch  stetige  Bewegung  einer 
Geraden,  und  überhaupt  eine  Grösse  durch  stetige  Veränderung  einer 
mit  ihr  ungleichartigen  entstehen.  Während  sich  also  die  alge- 
braische Analysis  vorzüglich  mit  Beziehungen  zwischen  gleichartigen 
Grossen  beschäftigt,  bekommen  wir  es  auf  unserem  Felde  mit  Rela- 
tionen zwischen  solchen  Grössen  zu  thun,  welche  entweder  geradezu 


*)  Sehr  schöne  synthetische  Betrachtungen  dieses  Genre's  kommen  in  New- 
tons Principiis  philos.  nat.  vor  (de  motu  corporum  liher  primus  Sectio  I), 
womit  man  überhaopt  diese  ganze  Einleltong  zusammenhaUen  möge. 


ungleichartig  sind^  oder  e»  wenigstens  werden,  sobald  man  Ihnen  eine 
geometrische  oder  physikalische  Bedeutung  noterlegt. 

Treten  wir  jetzt  näher  an  die  vorhin  angeregte  Aufgabe  über  die 
Quadratur  einer  Curve,  die  wir  als  allgemeinen  Typus  unserer  sämmt- 
liehen  Aufgaben  anzusehen  haben.  Für  die  Elementargeometrie  ist  die- 
selbe ohne  Zuziehung  eines  neuen  Prinzipes  offenbar  ganz  unlösbar ^ 
well  vermöge  des  Gesetzes  der  Stetigkeit  kein  Theil  einer  krummen 
Linie  5  sei  er  auch  noch  so  klein «  eine  Gerade  ist  und  folglich  kein 
Theil  der  fraglichen  Fläche  als  geradlinig  begränzt  angesehen  und  da- 
nach seine  Grösse  berechnet  werden  könnte.  Wenn  wir  nun  aber  auch 
vor  der  Hand  auf  eine  vollkommen  genaue  Losung  unserer  Aufgabe 
Veizicht  leisten  müssen  >  so  wäre  es  bei  der  Wichtigkeit  derselben 
doch  wohl  der  Mühe  werth,  wenigstens  eine  angenäherte  Bestimmung 
der  unbekannten  Fläche  zu  versuchen ,  was  für  manche»  namentlich  prak- 
tische Zwecke  y  schon  hinreichen  könnte.  Hierzu  bietet  sich  ganz  von 
selbst  ein  sehr  einfacher  Gedanke  an. 

Theilen  wir  die  Basis  AB  unserer  Fläche  in  beliebig  viele  Thelle 
Aflfi,  MiM^,  M.j^M^,...Mn—iB,  deren  Anzahl  tz  betragen  möge»  und 
ziehen  wir  durch  jeden  der.Theilpunkte  M^y  M^i,.,.  Mn^i  eine  Senkrechte 
auf  AB,  so  zerfallt  die  ganze  Fläche  in  eine  Reihe  von  Streifen,  welche 
wir  mit  einiger  Aufopferung  der  Genauigkeit  als  Rechtecke  ansehen 
und  danach  ihre  Inhalte  berechnen  können.  Lassen  wir  ferner,  um  eine 
bestimmte  Bezeichnung  einführen  zu  können,  ^  =  f(a)  die  Gleichung 
der  Curve  bedeuten,  wenn  für  O  als  Anfangspunkt,  der  Coordlnateii 
OX=  Xy  XY=^y  und  f(a:)  eine  beliebige  Funktion  von  x  ist,  setzen 
wir  endlieh 

OA^  a,  OB  =  6,  mithin  AB^b-a 
und 

AMi  ^:^^i,  -Sfj  Tlfa  =  ^2 >  M^M^zz: 6^ y . .. Mn—iB  =  ön, 
also 

SO  ist  vermöge  der  Gleichung  der  Curve 

^«-1  iV»-i  =  f(a  +  8i  +d^  + . ..+Ä,^i),  BQ=f(b); 
und  folglich  haben  wir  näheruogsweis : 


und  durch  Additioo  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  jetzt  folgende  Nä- 
herungsforBiel  für  die  FlScbe  ABQP: 

wobei  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  die  Bedingung 

'  ^1  +  ^  +  *s  +  •  •  •  +  *«-i  =  &— « 
erfüllt  sein  muss. 

^  Aber  diese  Näherung  muss  als  eine  noch  ganz  rohe  bezeichnet 
werden,  da  wir  nicht  im  Stande  sind,  den  Grad  derselben  zu  beur- 
theilen,  oder,  was  auf  das  Nämliche  hinauskommt,  da  wir  die  Gränsen 
nicht  Jcennen ,  zwischen  denen  der  begangene  Fehler  liegt.  Wir  wer- 
den daher  genuthigt  sein,  diesen  Mangel  durch  eine  schärfere  Auffas- 
sung unseres  Problemes  zu  ergänzen ,  was  vielleicht  sogar  die  MogHch- 
keit  gewähren  konnte,  uns  von  einer  ungefähren  Angabe  des  gesuch- 
ten Flächeninhaltes  zu  einer  vollkommen  genauen  Berechnung  desselben 
zu  erheben.  Hierzu  führen  die  folgenden  Untersuchungen.  Die  in  den 
Entfernungen  d^,  d«,  d^,  etc.  gezogenen  Ordinaten  M^Nn  M^N%, 
J^  i^s,  etc.  kann  man  immer  so  legen,  dass  die  begränzende  Gurve 
zwischen  je  zweien  von  ihnen  entweder  blos  steigt  oder  blos  füllt.  In  der 
That  ist  hierzu  weiter  nichts  nothig,  als  dass  man  zuerst  von  den  hoch« 
sten  und  tiefsten  Punkten  der  krummen  Linie  (in  fig.  1  z.  B.  Ni ,  N^y 
etc.)  Perpendikel  auf  die  Basis  AB  herablässt  und  zwischen  diesen 
dann  beliebig  viele  andere  Ordinaten  einschaltet.  Unter  allen  den  ver- 
schiedenen, theils  positiven,  theils  negativen  Differenzen,  welche  diese 
Ordinaten  bilden,  also  unter  den  Grössen 

muss  es  nun  nothwendig  eine  absolutgrusste  geben,  welche  etwa  durch 
zwei  in  der  Entfernung  Sk  von  einander  stehende  Ordinaten  gebildet 


wird,  irobei  dk  eine  aoter  den  Grusseo  d|,  ds,...6ii  bezeicliiiet.  Neo- 
Deo  wir  p  die  Eotfemiii^  des  Fasspuiiktes  der  erateo  dieser  Ordinateo 
vom  Ao&Dgspuiikte  O,  so  sei 

das  Haximum  der  OrdioateDdiffereozen.  Ist  ferner  in  üg.  2.  Mit 
QQ  irgend  einer  der  Streifen ,  in  weiche  bei  der  vorigen  Con- 
stniktion  die  krammliuigbegränzte  Fläche  zerlegt  wurde,  und  AM:=. 
A+^2+!-««+Ä*-i,  MM'zzzSk,  so  nehme  man  Ton  Q  aus  QL^=:>  QL' 
=^lund  vollende  das  Rechteck  LGG'L';  hier  liegt,  weU  rff  ideiner 
als  das  Ordinatendifferenzenmaximum  2*6  =  1  ist,  der  Punkt  G  jeden- 
falls fiber  Q",  und  G'  unter  Q',  ebenso  L  über  Q,  und  L'  unter  Q. 
Da  nun  die  Curve  während  des  Intervaües  MM  entweder  bios  steigt 
oder  blos  fällt,  so  muss  das  Stück  QQ'  derselben  ganz  innerhalb 
des  Rechteckes  LGG'L'  liegen^,  und  hieraus  folgt  unmittelbar 

MM'QQ  <  MM' GL  und  MM'QQ  >  MM'G'V 

oder 

MHTQQ  <  MM'.  ML  und  MM'QfQ  >  MM'.  ML', 
oder  wenn  man   für  MM'  seinen  vorher  bestimmten  Werth  setzt  und 
bemerkt,  dass  MLz=:MQ+l,   ML'  =  MQ—X  ist, 

MM'Q'Q<i6k[f(a^di+ö^+...  +  6i^i)  +  k], 
MM'Q'Q>dk[f(a  +  ö,+d^  +  ...  +  Si^i)-'l]; 

und  wenn  man  den  Streifen  MM'QfQ  mit  uh  bezeichnet, 

und  diess  gilt  auch  dann  noch,  wenn  OM=zp,  also  Sk  =  ök  wäre, 
wo  die  Ordinatendifferenz  ihr  Maximum  erreicht.  Denn  für  diesen 
Fall  würde  sich  die  Zeichnung  nur  darin  ändern ,  dass  Q'  mit  einem^ 
der  Punkte  G,  G'  zusammenfiele. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  vorige  Betrachtung  auf  jeden  der  in 
flg.  1.  vorkommenden  Streifen  angewendet,  so  haben  wir  folgende 
Reihe  von  Ungleichungen : 

"*)  Diese  Behauptung  nebst  ihren  Cousequenzen  wurde  falsch  sein ,  wenn 
die  begräii^ende  Guive  während  jenes  Intervalles  zugleich  steigen  und  foUen 
dürfte.  Dann  könnte  sich  nämlich  die  Zeichnung  wie  in  fig.  3.  gestalten, 
wo  man  nicht  behaupten  kann  ,  dass  MM'Q'Q  <  MM' GL  sein  müsse. 
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aus  dtoen  Addition  die  neue  Ungleichung  entspringt: 
+  A(«i+^  +  &i  +  -. .•+«•) 

Hier  ist  die  Reihe  'i/(a) -f- ^a/(A*l-^i)+  ^^c*  <^i®  Summe  der 
Rechtecke,  die  uns  früher  zur  näherungsweisen  Bestimmung  der  ge- 
suchten Fläche  führfe;  wir  wollen  sie  mit  Sn  bezeichnen,  so  dass 

. . . +ii»  A*+^i  +  ^a+*  •  • +'»-x) 
ist.  Femer  hat  man  4i4-^-f^s  +  **+^===  & — ^  ^^d  die  Summe  der 
krummlinigbegränzten  Streifen  Ui,  u^,  u^...Utt  gleich  der  gesuchten 
Fläche  über  ^jff  =  6 — a,  die  wir,  weil  sie  eine  Funktion  der  Basis 
ist,  =  JP  (6 — a)  setzen  wollen.  Durch  Einführung  dieser  Abkürzungen 
geht  die  obige  Ungleichung  in  die  folgende  über: 

Sn  +  l(b^^)  >  F(6— «)  >  Ä„— A(6— a). 

Hiermit  ist  das  Problem  gelöst,  die  Gränzen  zu  finden,  iniier- 
halb  welcher  der  Fehler  liegen  muss,  den  man  dadurch  begeht,  däss 
man  statt  der  krummlinigbegränzten  Fläche  F  (A--^a)  die  Rechteck- 
summe Sn  setzt.    Denn  es  folgt  jetzt 

X(6— a)  >  F(b-^a)  -  Sn>  -  iL(6— «), 
80  dass  also  der  absolute  Werth  des  begangenen  Fehlers  kleiner  als 
das  Produkt  aus   der  Basis   und  dem   Maximum  der  Ordinatendiffe- 
ronzen  ist. 

Wir  haben  nun  blos  noch  einen  Schritt  zu  thun,  um  uns  zu 
überzeugen,  dass  die  Annäherung  der  Rechtecksumme  an  die  Fläche 
80  weit  getrieben  werden  kann,  als  es  nur  verlangt  wird.  Denken  wir 
uns  nämlich  die  Ordinaten  3tiNi,  M^If^f  '•-  Mn^Nnr^i  festgehalten 
und  zwischen  ihnen  eine  beliebige  Menge  anderer  eingeschaltet,    so 


wird  die  BegrSnzuogseiinre  anch  zwischeii  je  xwelen  unter  allen  den 
nunmehr  dastehenden  Ofdinaten  entweder  blos  eteigea  oder  blos  fallen, 
und  folglich  sind  die  neuen  Differenzen  kleiner  aU  die  alten.  Nun  ist 
aber  die  begränzende  krumme  Linie  durch  eine  stetige  Bewegung  ent- 
standen,  mitbin  selbst  eine  stetig  Terlanfende;  fahren  wir  daher  mit 
der  Einschaltung  immer  neuer  Ordinaten  fort,  so  können  wir  die  Dif- 
ferenzen der  benachbarten  Ordinaten  kleiner  als  jede  noch  so  kleine 
angebbare  Grosse  roacheo  und  folglich  auch  das  Diflferenzennuudmum 
I  und  ebenso  das  Produkt  iL  (6 — a)  auf  jeden  beliebigen  Grad  der 
Kleinheit  herabbringen.  Der  Fehler  F(b — a) — Sn  ist  also^  wenn  man 
die  Anzahl  n  der  Ordinaten  vermehrt  und  die  Entfemttn|;en  Si,  d^^».. 
dn  derselben  beständig  verringert ,  einer  unbegränzten  Verkleinerung 
fähig.  Konnte  man  il=0  machen ^  so  wäre  jP(6— a)  —  iKi  =  0«  folglich 
vollkommen  genau  F(b — a)  =  Sn»  Diess  lässt  sich  aber  durch  Con- 
struktion  nicht  erreichen;  denn  wie  viele  Ordinaten  man  auch  einge- 
schaltet haben,  wie  gross  also  n  und  wie  klein  auch  dk  sein  mag»  so 
ist  doch  1=:  f(p-t-Sk)'^f(p)  nicht  schlechthm  =0l  Di^egen  kann 
man  arithmetisch  zum  Ziele  kommen,  wenn  man  die  Null  als  den  G  r  ä  n  z- 
werth  betrachtet 5  dem  sich  alle  die  GrOssen  nähern,  die  einer  unbe* 
grSnzten  Verringerung  fähig  sind.  Gehen  wir  daher  zur  Gränse  über 
(är  miausgesetzt  abnehmende  d^y  S^,...Sky..in  und  unbegränzt  wach- 
sende n,  so  wird 

LimX  =  0,  LimlF(ft^a)-Ä.)=0, 
oder    F(6— fl)  =  Lim&„ 

und  vermöge  der  Bedeutung  von  Sni 

F(b--a)  = 

wobei  immer 

*i  +^2 +  ^3 +  •••  +  *«  =  &  —  a 
sein  müss. 

Hiermit  ist  nun  eine  vollkommen  genaue  Formel  gefunden.  Die- 
selbe gestaltet  sich  noch  etwas  einfacher,  wenn  man  die  Grossen  ^, 
S^,  8^9  •••^n  einander  gleich  und  =  8  setzt;  es  ist  dann: 

F(b-a)  = 

.  IJm{«[/(a)+/(a+(5)+Aa+2d)  +  ...+/(«+"^=j[ö)]). 

(nd  5=  6— -a). 
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rüinaii  nan  noch  a  =  0,  bssx,  so  wir4 

F(a;)  -  Liin|«[/lO)  +m  +f(2S)+...+f(l^S)]\. 
(nö  ^  ar) , 

oder  weil  aus  nö^=isp,  6  =  —  folgt: 

n 


f«=L>»j£[,w4/e)+r(^)+...+<=^)]i 

Die  beiden  letzten  Formeln  geben  die  über  der  Strecke  OX=:a; 
(in  fig.  1.)  stehende,  durch  OÄ  = /"(O),  XY  —  f  (x)  und  die 
Curve  RPQT  begränzte  Fläche.  Man  kann  daraus  die  TOfige^  SISche 
leicht  wieder  erhalten,  wenn  man  a:  =  6,  x  =  a  setzt  und  die  beiden 
so  entstehenden  Werthe,  nämlich  die  Flächen  OBQR  und  OAPR, 
TOD  einander  abzieht. 

Bs  spricht  sich  in  den  obenentwickelten  Formeln  auch  ein  ganz 
allgem^ncs  Gesetz  aus ,  "^welcfaes  efne  Relation  zwischen  den  beiden 
Tetschiedenea  Entstehungsweisen  einer  Grdsse  angiebt.  Die  Funk- 
tionen F(a;)  und  f(ai)  bedeuten  nämlich  ungleichartige  Grossen  ^  von 
denen  die  erstere  durch  stetige  Aenderung  der  letzteren  entstanden 
ist,  unsere  Formel  aber,  welche  der  analytische  Ausdruck  für  diesen 
Process  ist,  verlangt  zwei  Operationen ,  erstlich  die  Addition  der  Pro- 
dukte -AO),  -f(-^y  ^f{'^\  etc.  und  darauf  einen  Gränzenüber- 

nn'\n/n'\ny 

gang.  Bemerken  wir  nun»  dass  jene  Produkte  mit  F(a;)  gleichartig 
sind,  weil  sie  Theile  von  F(x)  bedeuten,  so  haben  wir  folgendes  all- 
gemeine Theorem: 

Von  den  zwei  möglichen  verschiedenen  Entstehungswcasen  einer 
Grdsse,  die  man  vielleicht  nicht  unpassend  einer  unorganischen  An- 
häufung und  einem  organischen  Processe  vergleichen  konnte,  ISsst 
sich  die  zweite  auf  die  erste  zurückfahren,  wenn  man  mit  dieser  die 
Operation  eines  Gränzenüberganges  verbindet. 

Als  Beispiele  hierzu  wollen   wir  in  der  letzten  der  gefundenen 
Formeln  folgende  spezielle  Fälle  der  Funktion  f(a!)  betrachten. 

1)  Es  sei  f{ß!)=^gxy  wo  g  einen  constanten  Faktor  bedeutet. 
Es  ist  dann 
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=Lim{^J[H-2  +  3+.,.  +  (n-l)l). 
Andererseits  bat  man  aber  nach  einer  bekannten  Formel 

l.|.2+3+...+  (n-l)=  "^"^^\ 
folglich 

und  hieraas  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unausgesetzt  wachsende  n 

Diess  stimmt  in  der  That  mit  dem  I^ecmltate  zusammen ,  welches  sich 
unmittelbar  aus  der  Geometrie  ergiebt«  wenn  man  bemerkt^  dass  ffir 
f(J3c)  =^0:  die  Cunren  Jß  F  zu  einer  dure^i  (Rhi  Punkt  O  gehenden  Ge- 
raden wird  und  mithin  die  Fläche  OX¥R  sich  in  das  Dreieck  OXY 

1  1  T^ 

verwandelt,  dessen  Inhalt  =^^OX.XY=:^x.gx=:^g-^  ist*) 
2)  Für  f(x}  =  gx^  findet  sich  sehr  leicht 

F(^)=Lim{.^^J[l«+2a+3«+...  +  (ii-l)«]|, 
oder  weil  bekanntlich 

ist,  auch 

F(x)=Lim./'^"-^);,("-^>  .  ^'=Lim.^(2- l)(l-l)^ 
oder 

Hierin  spricht  sich  die  von  Archimedes  gefundene  Quadratur  der  Para- 


*)  Denkt  man  sich  x  al«  die  verfliessende  Zeit,  ffX  als  Geschwindigkeit 
eines  bewegten  Punktes  nnd  F(x)  als  den  Ton  ihm  durchlaufenen  Raum,  so 
erg^ebt  sich  der  Satz:  „nimmt  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  der  Zeit 
proportional  xu ,  so  verhalten  sich  die  durchlaufenen  Räume  wie  die  Quadrate 
der  Zeiten '%  der  als  das  GalUeische  Fallgesets  bekannt  ist. 


bei  aus.  Ziehen  wir  Dlnlich  durch  deu  Seheitel  O  eioer  Ptoabel  (fig.  4) 
OXgeokfecht  auf  die  Achse  und  setzen  OX=s  x,  XY^=iy,  so  ist 
bekanntlich  y  =  ^ur*  die  Gleichung  der  PaiabeL  Schreibt  man  das  ge- 
fundene Resultat  unter  der  Form  —^ —  y  so  erkennt  man  auf  der^Stelie, 
dass  die  Fläche  OXTQ  ein  Drittheil  von  der  Fläche  des  Rechtecks 
OXYZ  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Fläche  OQ  FZ  zwei  Drittheile  des- 
selben ausmacht,  was  zuerst  von  Archimedes  bewiesen  wurde. 
3)  Für  f{a[)  =  aF  hat  man 

F(ar)  =  LunM?[l  +  a«+a*    +...+a    "     ]     • 
R  f  n  J 

Die  eingeklammerte  Reihe  lässt  sich  leicht  summiren,  wenn  man  sie 
in  folgender  Form  darstellt 

|?J  1+a« +(a^)«+j^«)»  + ...  +  (««)»-> 

\^         und  nun  die  bekannte  Summoiformel 

fSr  t<  =  a"  in  Anwendung  bringt.    Man  findet  so: 

£. 
F(a:)=Limg/«">"-^=:Lim     f"^     ■ 

a»-l  («"-l):f 

n 

Nach   Formel   (14)    auf  Seite    XII  ist  aber  fär  unausgesetzt  abneh- 
mende S 

Lim2L:=^  =  /a, 

wo  /a  den  natürlichen  Logarithmus  von  a  bedeutet,  folglich  wenn  i 
=  ~  gesetzt  wird  und  jetzt  n  ins  Unendliche  wächst. 

Lim  (a"— 1)  :- =/a. 
n 

Unter  Anwendung  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen 
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Alan  wird  »ob  dieseo  Bekspiekti  leicht  «vseben,  in  welcher  Weise 
Me  hei  der  ailgem^iien  Fomei  «n^edevteten  JKecfanui^sopenitioBen 
ttMzMfllbren  «iiid.  Zuv^rdercrt  hat  nu»  in  jedem  spezieiien  FaVe  die 
SuiDiae  der  endlichen  Reihe 

/«+^C-)+0+-+'(^) 

aufzusuchNi^  wcal  man  ohne  diese  deo  Totaleffekt  nicht  beurtheifeo 
kann^  welchen  das  beständige  Anwachsen  der  Zahl  n  herrorforingt. 
Diese  Noth wendigkeit  der  Sumniirung  einer  endlichen  Reihe  verursacht 
eine  nicht  geringe  Schwierigkeit  in  der  Behandlung  aller  Aufgaben  die- 
ser Art.  Wir  kennen  nämlich  nur  von  einigen  wenigen  endlichen  Rei- 
hen die  SwnmeBj  aiber  auch  selbst  diese  würden  ffir  «Ine  systematische 
Bearbeitung  unseres  Problem  es  nur  von  selur  untergeordneter  Bedeu- 
tung sein.  Denn  hier  käme  es  zunächst  darauf  an ,  lur  alle  die  aus 
der  algebraischen  Anaiysis  bekannten^i||iktieDen : 

f{pc)  =  .T«,  «*,  tc,  sinar,  coiiie ,^t&a x ,  cota:,... 
Arcsjn  x ,  lAiccbBa:,  Arctan  ar> . « . 

die  zugehörigen  Funktionen  F  (;r)  aufzusuchen  >  die  gewissermassen .  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  neuen  Calcüls  «usmadieB  wirden.  Aber  ^ 
stossen  wir  schon  bei  der  ersten  Aufgabe  auf  eine  grosse  Schwierig- 
keit; es  wäre  r^ämlich  zu  ihrer  Losung  noth  wendige  die  Summe  der 
Reihe 

©•+(i)-+©"+-  +(^)" 

d    h.  die  der  etwas  einfacheren  ^ 

l«  +  2»+*»+ .. .  +  (ä— 1)« 

fiir  jedes  beliebige  a  ««Sifindig  zu  Büschen,  was  in  dieser  Allgemeinheit 
mit  den  Hülfsmitteln  der  gewohnlichen  Algebra  —  und  andere  haben 
wir  hier  nicht  —  geradezu  unmöglich  Ist.  Nicht  besser  würde  es  uns 
für  f(x)  =  tanor,  Aresin  o?  etc.  gehen. 

Wie  aber^  wenn  man  statt  fruchtloser  Bemühungen^  die  ange- 
deuteten Schwieri]^toiten  zu  beseitigen,  eine  Um^ehu^  derselben  ver- 
suchte? Konnte  man  nicht  vielleicht  einen  indirekten  Weg  einschla- 
gen, etwa  durch  Umkehrung  der  Aufgabe  selbst?    Es  ist  nicht  schwer. 
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diese  Fiage  geiierig  cu  benrtiieilen«  Neknett  wir  an,  e6  eei  die  um- 
gekeiirte  Aufgabe  gei^M  and  nian  habe  ffir  vereeliiedeDe  Fenkti^Bea 
F{ac)  ^e  eatsprechenden Y(:r)  gefunden,  so  würde  nao  sicli  efAt.  T^ 
belle  dieser  Resultate  machen  könne«,  u-eiclie  etwa  so  itwiähe; 


Gegebene  F{x)  Gesucht  f{a;) 


la 


a' 


Wollte  man  nun  dagegen  zu  einem  gegebenen  f{x)  das  zugehörige  F{x) 
finden^  so  brauchte  man  blos  nachzuseheii,  ob  die  Torgetegte  Fanktion 
/(o:) unter  der  Rubrik  f{x)  vorkömmt;  die  links  daneben  stehende  Funktion 
wäre  dann  das  gesuchte  jF(4?}.  Ja»  was  noch  mehr  ist,  es  muss  so- 
gar möglich  sein,  allgemeinff^-fi;|seln  zu  entdecken,  nach  welchen  man 
zu  einer  Funktion,  die  zwsu^jpjbist  nicht  unter  der  Ueberschrift  f{x) 
steht,  die  aber  aus  anderen ^ zn^unmengesetst  ist,  die  einzeln  unter 
dieser  Ueberschrift  yorkommenT^ie  zugehörige  Funktion  aus  denjeni- 
gen Funktionen  ableiten  kann,  welche  den  Theilen  der  gegebenen 
Funktion  entsprechen.  So  wird  man  z.  B.  aus  der  atigemeinen  Glei« 
chung,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  f{pc)  und  F{x)  angiebt,  * 
leicht  das  Theorem  ableiten:  wenn  zu  f(jc)y  q>(x),  '^{x)  die  Funk- 
tionen F(x),  0(x),  ^(x)  gehören  und 

f(x)=:tp(x)-{.fl,(x) 

ist,  so  muss  auch 

sein.     Daraus  folgt  z.  B. ,  dass  der  Funktion  f(x)  =  gix:-\-g3fi  die]  Funk- 
tion F  {x):=zx  \g^-\-^€ix^  entspricht 

Soll  aber  die  praktische  Ausführung  des  Gedankens,  vorerst  aus 
der  Natur  der  Funktioo  F{x)  die  von  f{x)  zu  bestimmen,  möglich  sein, 
so  müssen  sich  die  Rechnungsoperationen,  mittetst  welcher  man  f{x) 
aus  F{x)  abzuleiten  hätte ,  einfacher  als  die  gestalten ,  welche  wir  der 
umgekehrten  Aufgabe  dienen  sahen.  £he  wir  diess  entscheiden  kön- 
nen, mfteseti  wir  natüifich  die  fraglichen  Operationen  erst  kennen  zu 
lernen  imehen  und  zu  «diesem  Z^vecke  wenden  wir  uns  an  fig.  5.  In 
dieser  sei  wie  Insher  OX^m,  KY^f^x)  und  lUe  fläche  OXTR 


13 

=  F(x) ,  wobei  wir  jetzt  die  letztere  Fttnktion  als  bekannt  anzusehen 
hab^.  Geben  wir  dem  a  einen  Zuwachs  XX' ^=z  d,  so  nimmt  F(x)  om- 
den  Streifen  XXVY  zn.  Da  die  Crrosse  ö  noch  beliebig  ist,  so  kun? 
neii^^wii^^eselbe  immer  so  gross  oder  nöthigenfalls  ao  klein  nehmen, 
dass  dpi  CSarre  RYY'  von  Y  bis  F'  entweder  blos  steigt  oder  blos 
föllt  Wir  haben  nun  OJT  FÄ=  F(a:  +  d),  XXTY=F{x-\'8)^F(x)'^ 
ziehen  wir.  YT\\  YT\\XXf  so  ist,  wenn  ein  beständiges  Steigen  der 
Curve  Sfiatt  findet, 

xx'rT>xx'rY>xx'rY 

oder 

XX  .X'r>XXYY>XX'.XY 

d^  i.  nach  unserer  Bezeichnungsweise 

Sf{x+S)^F{x+S)^F{x)>if(x), 

und  wenn  die  Curve  beständig  föUt  wie  io.^fig.  6. 

XXTY>XXTm^iXXY^T 

oder  j^ 

xx.xx>  xxirjr>  xx.xx 

if{x)>  F(x+S)^F(x)  >  df(x  +  i). 

Aus  diesen  beiden  Ungleichungen  ergeben  sich  durch  Division  mit  d 
die. beiden  folgenden: 

welche  man  dadurch  in  eine  einzige  zusammenfassen  kann ,  dass  man 
sagt:  der  Quotient 

Fix+S^-^Fix) 

liegt  jedenfalls  zwischen  f(x)  und  fix  +  d),  gleichviel  welcher  von  den 
beiden  letzteren  Ausdrücken  der  grössere  ist.  Aus  dieser  Eigenschaft 
von  f(x)  und  f(x  +  S)  ergiebt  sich  nun  leicht  ein  Mittel,  um  f(x) 
durch  F(x)  auszudrücken.  Lassen  wir  nämlich  d  beständig  abnehmen, 
so  rücken  die  Werthe  von  f(x)  und  f(x-{-3)  immer  näher  an  einander  und 
folglich  auch  immer  näher  an  den  zwischen  ihnen  liegenden  Quotien- 
ten.    Bat  .<^qdlich  S  die  Gränze  Null  erreicht,  so  fallen  die  beiden 
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äassersten  Werthe  zusämmeD  und  da  der  fragliche  Quotient  immer  zwi- 
schen ihnen  bleibt,  so  muss  er  ihrem  gemeinschaftlichen  Werthe  f{a:) 
gleich  sein.  Die  bisherige  Ungleichung  verwandelt  sich  daher  in  die 
folgende  Gleichung : 

/(;.)  =  Lim  ^(^+^-^(^)  , 
mit  welcher  unser  Problem  gelost  ist. 

Vergleichen  wir  die  Operationen,  durch  die  f{x)  aus  F{a:)  ab- 
geleitet wird,  mit  denen,  welche  zur  Lösung  der  früheren  direkten 
Aufgabe  nothig  waren,  so  werden  wir  in  Absicht  auf  die  Einfachheit 
derselben  einen  wesentlichen  Unterschied  wahrnehmen.  Während  dort 
die  Summirung  einer  Reihe  verlangt  wurde,  haben  wir  es  hier  blos 
mit  einer  Differenz  zu  thun ,  im  Uäbrigen  aber  bleibt  sich  Alles  gleich, 
da  wir  beiderseits  die  Operation  des  Gränzenuberganges  ausführen 
müssen.  Da  gar  kein  Zweifel  darüber  sein  kann,  welche  von  beiden 
Operationen  die  einfachere  und  leichtere  ist,  so  werden  wir  nun  den 
bereits  angedeuteten  Gedankengang  wirklich  ausführen,  indem  wir  zu- 
erst die  Aufgabe  behandeln,  aus  einer  gegebenen  Funktion  F(x)  die 
entsprechende  f{x)  abzuleiten  und  dann  die  andere,  F{x)  aus  f{x)  zu 
bestimmen ,  nicht ,  wie  früher ,  direkt  lösen ,  sondern  sie  auf  die  vor- 
hergegangene reduziren.  Die  beiden  verschiedenen  Arten  von  Calcül, 
welche  hieraus  entspringen,  führen  die  Namen:  Differenzialrech- 
nung  und  Integralrechnung  und  verhalten  sich  ungefähr  zu  einan- 
der wie  Subtraktion  und  Addition.  Die  Probleme  der  Integralrechnung 
$ind  die  direkten,  von  der  Natur  der  stetigen  Grössen  unmittelbar  ge- 
botenen, ihre  Lösungen  zeigen  uns  in  der  mathematischen  Physik  den 
Verlauf  der  Wirkungen  gegebener  Ursachen,  die  Probleme  der  Diffe- 
renzialrechnung  sind  die  indirekten  aber  dafür  leichter  zu  lösenden. 


u 


Erste  Abtheiinng. 

Theorie  der  JHJBTerenxialrechnung. 


Cap.  I.     Aligemeine  Begriffe  und  Fnndamentalsätze  der 
Differenzialrecbnung. 

§1. 

Bezeichnungsweise  in  der  Differenzialrechnung. 

Wir  kunnen  für  die  Lusung  der  bereits  angedeuteten  Hauptauf- 
gabe der  Differenzialrecbnung:  >,aus  einer  gegebenen  Funktion  F(a:} 
eine  andere  f(a:)  der  Art  abzuleiten ,  dass 

ist'S  drei  verscbiedene  Geschäfte  des  Calcüls  unterscheiden;  zuvör- 
derst nämlich  haben  wir  der  unabhängigen  Variablen  x  einen  Zuwachf;  ö 
ertheilt,  wodurch  sich  im  Allgemeinen  der  abhängigen  Variablen  ver- 
grussert  oder  verringert;  hierauf  dividiren  wir  die  Aenderung  der  ab- 
hängigen Veränderlichen  durch  die  der  unabhängigen  und  gehen  end- 
lich zur  Gränze  für  unausgesetzt  abnehmende  d  über.  Hinsichtlich  der 
letzten  dieser  Operationen  sind  nun  hauptsächlich  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. Entweder  nämlich  lässt  sich  das  d  im  Nenner  gegen  ein 
möglicherweise  im  Zähler  vorkommendes  S  heben  und  dann  muss  die 
Vollfübrung  des  Gfänzenübergangcs  zu  einer  völlig  bestimmten  Funk- 
tion f(x)  führen,  die  selbst  stetig  und  endlich  ist,  wenn  es  F(,t)  war, 
wie  unmittelbar  aus  der  Einleitung  hervorgeht,  oder  man  kann  oder 
will  auch  vielleicht  d  nicht  gegen  ein  ö  im  Zähler  heben,  in  welchem 
Falle  man  aber  auf  eine  unmittelbare  Angabe  der  fragl.  Lim.  selbst 
verzichten  muss,  weil  sich  dieselbe,   wenn  man  wirklich    noch  d  bis 
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zur  Gränze  Null  aboehmeD  la86en  wollte »  unter  der  uobestinimten  und 

vieldeuttgerr  Form  ^  präsentiren    würde.      Diese    zwei    verschiedenen 

Fälle  füfaren  von  selbst  zu  einer  doppelten  Bezeichnungs weise.  Im  er- 
sten Falle  nennt  man  die  sich  ergebende  Funktion  f{x)  die  ans  F{x) 
derivirte  Funktion  und  bezeichnet  sie  mit  F'{x).  Man  hat  hier- 
nach z.  ß.  für  F(ar)  =  \x^ 

P  (^)  =Lim  M^+y-jg!  ^  Li„  ^i+^id3 
ö  0 

und  etwas  verwickelter  für  F{x)  =  V"a+a:, 

f-  (x)  =  Lim  V«+^  +  g- V^ 

oder  wenn  man  Zähler  uijd  Nenner  mit  STa-^x-^-ö  +  y/  a-\-x  multi- 
plieirt  und  den  Satz  {STa — STß)  (V«^+  V^)  =  « —  /3  in  Anwendung 
bringt 

Fix)  =  Lim  _ia+^+^)-(«  +  ^) 


=  Lim 


1  1 


Wird  dagegen,  wie  der  zweite  der  unterschiedenen  Fälle  angiebt,  in 
der  Formel 

A^)  =  Lim^^"  +  ^)-^M 

(las  d  des  Nenners  nicht  gegen  ein  8  im  Zähler  gehoben ,  so  rauss  man 
die  Operation  des  Gränzenüberganges  angedeutet  lassen ,  wobei  man 
Aber  die  Bezeichnungsweise  etwas  einfacher  und  bequemer  machen 
kann.  Zuerst  wird  es  hier  darauf  ankommen,  den  Zuwachs  oder  die 
Aenderung  8  der  unabhängigen  Variablen  so  zu  bezeichnen,  dass  man 
aas  dem  Symbole  selbst  erkennen  kann ,  dass  es  lediglich  zu  x  gdkSrt 
und  nicht  etwa  den  Zuwachs  einer  anderen  Veränderlichen  bedeutet. 
Denn  wenn  z.  B.  in  einer  Funktion  mehrere  Variable  a^,  y,  2  vorkä* 
men,  von  denen  ar  in  .r  +  ^,  y  in  y+c,  z  in  2  +  f  überginge,  so  würde 
man  das  Gedächtniss  imn?er  mit  der  Bemerkung  belästigen  müssen, 
dass  S  zvk  Xi  f  zu  y  und  J  zu  2  gehöre.  Diesem  Uebelstande  weicht 
man  dadurch  sehr  leicht  aus,  dass  man  nur  einen  Buchstaben  i  braucht, 

3* 
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ihm  aber  die  Veränderliche^  deren  Inkrement  er  bildet«  als  Marke  an 
hängt.  Man  wurde  also  statt  d,  s,  ^  im  vorigen  Beispiele  jetzt  ds, 
dy,  9z  schreiben  9  wobei  es  übrigens  gewöhnlich  geworden  ist>  statt  des 
kleinen  d  ein  grosses  zn  brauchen^  so  dass  der  Zusammenhang  zwi- 
schen f(x)  und  Fia:)  sich  nun  in  folgender  Form  darstellen  würde: 

So  wie  aber  Jx  die  Aenderung  der  Variablen  x,  oder  was  das  Näm- 
liche ist,  die  Differenz  (a:-{- Ja:) — a:  bezeichnet,  so  wird  entsprechend 
JjPXx)  die  Aenderung  der  Funktion  F(x)  d.  h.  die  Differenz  F(x  +  Jx) 
—  F(a:)  bezeichnen  müssen,  und  demnach  nimmt  die  vorige  Gleichung 
die  folgende  Gestalt  an 

worin  man  Jx  upd  Jf{x)  die  Differenzen  von  .Tx  und  F(x)  nennt. 
Wie  nun  schon  bemerkt  worden  ist,  würde  man  bei  dem  Versuche, 
die  durch  Lim  angedeutete  Operation   des  Gränzenüberganges  wirklich 

auszuführen ,  auf  das  vage  Resultat  ^  kommen ,  weil  Jf(x)  im  Allge- 
meinen mit  Jx  gleichzeitig  ,bis  zur  Gränze  Null  abnimmt.  Da  hierdurch 
der  Ueberblick  über  die  £ntstehungsw  eise  der  beiden  Nullen 
gänzlich  verloren  gehen  würde,  so  pflegt  man  die  unbegränzte  Abnahme 
von  Jx  und  ^Fix)  blos  anzudeuten,  wobei  man  sich  dahin  vereinigt  hat, 
in  diesem  Falle  d  für  J  zu  schreiben  und  gleichzeitig  die  Sylbe  Lim, 
deren  beständige  Wiederholung  sehr  lästig  werden  müsste ,  wegzulas- 
sen.   Demnach  ist  identisch 

Jx  dx 

und  hierbei  nennt  man  die  Grossen  dx  und  dpix)  die  Differenziale 
von  X  und  F(x)»  Differenziale  sind  also  Differenzen,  auf  welchen  die 
Bedingung  haltet,  sie  successiv  Ins  zur  Gränze  Null  abnehmen  zu  lassen. 
Vergleichen  wir  jetzt  die  beiden  verschiedenen  Formen ,  welche 
wir  für  f(x)  gefunden  haben ,  so  ist 

'^  =  rix). 

dx 
Differentialquotient  und   derivirte   Funktion  bildien  demnach  zwei 
verschiedene  Ansic^hten  für  eine  und  die  nämliche  Sache ;  den  Diffe- 
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renziaiquotienten  erhält  man  dadurch^   dass  man  den  Gränzwerth  des 

Differönzenquotienten  -~^  im  Einzelnen  andeutet^  die  derivirte 

Funktion  dagegen«  wenn  man  den  fraglichen  Gränzwerth  im  Ganzen 
wirklich  bestimmt.  Die  obige  Gleichung  enthält  also  auf  der  linken 
Seite  die  Aufforderung  zur  Ausführung  einer  Operation  (der  unbegränz- 
ten  Abnahme  von  d^x)  und  €fx)>  zugleich  aber  auf  der  rechten  Seite 
das  Resultat,  welches  nach  Vollendung  jener  Operation  zum  Vorschein 
kommt.     Der  einfache  Sinn   einer  Gleichung  wie 


dx  2  V^a  +  X 

ist  hiernach:  das  Verhältniss  zwischen  den  Aenderungen  des  x  und 
den  durch  sie  hervorgerufenen  Aenderungen  von  V  a  +  a;  nähert  sich, 
wenn  die  Aenderungen  selbst  beständig  vermindert  werden,  der  Gränze 

—  und  zwar  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit. 

Statt  einer  solchen  Werthangabe  des  Differenzialquotienten  mit 
Hülfe  der  derif irten  Funktion ,  schreibt  man  auch  öfter  eine  sogenannte 
D  i  f  f  e  r  en  z  i  a  1  g  1  e  i  ch  u  n  g.  Denkt  man  sich  nämlich  in  der  identischen 
Gleichung 

das  z/x  im  Nenner  nicht  gegen  den  Faktor  Jx,  sondern  gegen  ein  in 
^F[ß)  vorkommendes  As  gehoben  und  geht  man  jetzt  zur  Gränze  für 
unbegränzt  abnehmende  A»  über,  so  ergiebt  sich 

Lim  Af{x)  =  F'  {x)  Lim  Ax- 
Hier  würde  man ,  weil  Lim  /i,  =  0  und  ebenso  Lim  Af{x)  =  0  ist,  auf 
das  Resultat  0=:F'(4:).0  kommen,  womit  weiter  Nichts  anzufangen 
wäre,  weil  man  mit  Müllen  schlechthin  nicht  weiter  rechnen  kann.  Um 
aber  wieder  die  Entstehungsweise  dieser  Nullen  im  Auge  behalten  zu 
können,  führt  man  die  Operation  des  Gränzen Überganges  gar  nicht  aus, 
sondern  lässtes  bei  einer  blosen  Andeutung  derselben  bewenden,  indem 
man  dF{x)  und  dx  für  Lim  Af{x)  und  Lim  Ax  schreibt.  Demnach  ist 
der  Sinn  der  Gleichung 

dF{x)=F'(x)dx, 

je  kleiner  ein  paar  spezielle  Werthe  der  im  Zustande  beständiger  Ab- 
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nähme  begriffenen  Grössen  dF{x)  und  dx  sind,  desto  genauer  gilt  die 
obige  Relation.  Zugleich  spricht  sich  hierin  eine  der  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  sich  stetig  ändernden  Grössen  aus ,  nämlich  die^  dass  man 
für  ein  sehr  kleines  Intervall  die  Aenderung  der  abhängigen  Veränder- 
lichen der  Aenderung  der  unabhängigen  Variablen  beinahe  proportional 
setzen  kann  und  zwar  um  so  genauer,  je  kleiner  das  Intervall  selbst 
ist,  wie  wir  schon  in  der  Einleitung  für  den  Fall  erkannt  haben,  dass 
F(a:)  die  Fläche  einer  Curve  und  f(äi)  =  ^(a?)  die  begränzende  Ordi- 
nate derselben  bezeichnet. 

Zu  bemerken  ist  endlich  noch,  dass  man  die  Bezeichnung  zum 
praktischen  Gebrauche  bequemer  macht,  wenn  man  die  Indices  a:,  (Fa;) 
den  Buchstaben  J  und  el  nicht  anhängt,  sondern  sie  ihnen  in  gleicher 
Linie  nebenordnet,  also  Jx,  d.v,  JF(a:)\ind  dF(x)  für  Jx,  dx  ^f\x) 
und  rfj?\x)  schreibt,  wobei  man  sich  nur  hüten  muss,  z/ und  d  mit  Fak- 
toren zu  verwechseln.  Die  Fundamentalformeln  der  Differenzialrech- 
nung  nehmen  dann  die  folgende  Gestalt  an 

^^  =  Lim  n^±^^)-JM  =  «'(^) 
dx  Ax 

dF{x)  =  r{x)dx, 
in  welcher  wir  sie  künftig  immer  brauchen  werden. 


§2. 

Allgemeine  Regeln  zur  Differenziation  der  Summen  ^  Differenzen^ 

Produkte  und  Quotienten. 

Das  Nächste,  was  uns  jetzt  obliegt,  ist  die  Aufsuchung  allge- 
meiner Regeln ,  nach  welchen  man  die  Differenziation  der  aus  einfachen 
Funktionen  zusammengesetzten  Funktionen  auf  die  Differenziation  ihrer 
Bestandtheile  reduziren  könnte.  So  entstehen  die  Aufgaben:  den  Dif- 
ferenzialquotienten  einer  Summe,  Differenz,  eines  Produktes  und  eines 
Quotienten  zweier  oder  mehrerer  Funktionen  durch  die  Differenzialquo- 
tienten  der  einzelnen  Funktionen  auszudrücken,  deren  Lösung  durch 
die  nachherigen  Betrachtungen  erlangt  wird.  —  Zuvor  indess  noch 
eine  Bemerkung.  Differenziation  ist  nur  möglich,  wenn  man  eine  ver- 
änderliche Grösse  dazu  voraussetzt ;  wäre  dagegen  F(x)  einer  Constan- 
ten A  gleich,  so  hätte  man  auch  F(x+  /1x)z=A,  mithin  F(x+  Jx) 
— F(x)  =5  JF{x)  =;  0  gleich vieh  >vie  gross  oder  klein  Ax  sein  mdge. 
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Em  findet  daher  aach  keine  AnDäherung  ao  eine  Gränae  Statt,  wenn 
in  den  Quotienten  — ^^  daslnkrement  Ja  ins  Unendliche  aboeh- 
men  lässt  und  diess  durch  dx  andeutet^  sondern  es  ist  schlechtweg 

^  =  0,    dA=^Odx=0, 
ax 

woifon  wir  in  dem  Folgenden  mehrmals  Gebrauch  machen  werden. 


I.    Differenziation  der  Summen  und  Differenzen  zweier 
oder  mehrerer  Funktionen. 

Sei  F(^)  =  9(07)4-^(^)9  wo  (p{a:)  und    t|;(a:)  beliebig  gegeben 
sind,  so  ist: 

F{x-\-Jx)—F{a:) 
Ax 
_  [y  (a?+  Ax)  +  if{x-\-  Jx)]  •—  [<p(x)  +  ^(x)] 
Jx 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

F(x  +  Jx)—  F(x) 
Ax 

y(a:+^a?)  —  y(ar)   ,    '^(x^Ax) — t^(pc) 

Ax  Ax 

Geht  man  zur  Gtänze  für  unendlich  abnehmende  Ax  über,  so  entsteht 
folgende  Gleichung  zwischen  den  derivirten  Funktionen 

F^(x)  =  q!{x)\^\x) 

oder  auch,  wenn  man  statt  der  derivirten  Funktionen  die  glelehgelten- 
den  Differenzialquotienten  setzt, 

dF{x)  _  dq>(x)     .  di\f{x\ 
dx     '^     dx  dx 

d.  i.  vermSge  des  Werthes  von  F{x), 

rf[y(jr)  +  tf;(a:)]  _  dq>{x)   ,    d^x)  ,j. 

dx  ^"d^'^     dx   '  ^  ^ 

wofür  man  auch  die  Differenzialgleichung 

d[(p  (x)+^(x)]  =  d(p(x)  +  d^(x)  (2) 

aufstellen  kann. 
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Durch  eiaen  völlig  anaiogeu  Calcul  wird  man  sich  leicht  von  der 
Richtigkeit  der  folgenden  Relationen  überzeugen:  für  l'(x):=q)(x) — 
^(jc)  ist 

F'(A)=:<p'(a.)-^'(a:), 
<f[y(a:) — t(;(jr)]  __  dg>(a:)  ^  d^{x) 
da:  dx  dx 

oder 

d[<p{x) — '^{x)\  =  dq>{x)^d^{x). 

Aus  diesen  für  die  Addition  und  Subtraktion  zweier  Funktionen 
geltenden  Regeln  kann  man  sogleich  die  allgemeinere  bilden:  wenn 
q>{x),  ^(x),  %(x),  (o(x)  etc.  verschiedene  Funktionen  von  x  sind  und 
zugleich 

F(x)=zq>(x)±^(x)±x(^)±^(^)±'"  (3) 

ist,  so  hat  man 

F(a?)=9(a;)±t/;'(^)±X»±a>'(^)±...  (4) 

oder 

dF(x)  _  dip(x)   .  d^{x)   .   dx(x)   .  dai(x)    .  .^v 

und  auch 

rfF(a:)  =  d(p(x) ±  d^(x)±dx(x)±dai(x)  ± . . .  (6) 


II.    Differenziation  von  Produkten. 

Für  F(x)  =q>(x)^(x)  hat  man 

F(x+^x)^F(x)  _  (p(x+Jx)  y(ar  +  ^.r)-y(jr)^(x) 
Jx  ^x 

wofiSr  man  auch  schreiben  kann 

FCr+^a:)  — F(ar) 

^X  £iX 

Lassen  wir  nun   Ax  ins  Unbegränzte  abnehmen,   so  nähern  sich  die 
Ausdrucke 

den  GrHDzeo 

ip'(x),     fp{x),    t'(«) 
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und  wir  erhalten  folglich 


oder 


<2L^M  =  ^u)  ^^  +  » (w)  *^> ,  (8) 

dx  dx  dx 


woraus  die  Differenzialgleichung  entspringt 

d [9  (x)  ^  {x)\  =  i\^(x) dq>  {x)  +  q> {x)  dtp  (x).  (9)       • 

Als  spezieller  Fall  ist  hier  die  AuDahme^  einer  der  Faktoren^  etwa 
^(x)  sei  constant  =a  bemerkenswerth.   Man  hat  dann  wegen -^=0, 

d[aq>(x)]__      d(p(x) 
dx       "^        dx 
und 

d,[a,q>(x)]  =  ad<p(x). 

Die  Gleichung  (7)  lässt  sich  noch  in  eine  sehr  elegante  Form  bringen, 
wenn  man  beiderseits  mit  F(^)  =  q)(x)ilß(x)  dividirt.   Man  findet  dann 

r(x)_ip'(x)    ^'(x) 

F(x)       q>(x)'^^(xy 
Hieraus  erhält  man  leicht,  indem  man  "tlfix)  %(x)  für  "^(x),  also 

^) +«!(£)  für  !fLJ^)setet, 

F(x)  =  g>(j;)il>(a:)x(x) 
F{x)_,p'{x)     ^'{x)     ijx) 
F(x)-<p(x)^^ix)'*'  x(x) 

und  ebenso  leicht  allgemeiner: 

F(x)  =  <p  (x)  il>  (x)  x(x)t»(x)....  j 

FM-<P'(^)  ,  ^'(^)  ,  %'(^)  ,  «'(^)  ,    '        f     (9) 

wofiar  man  auch  schreiben  kann: 


d[q>(x)^(x)x(a!)»>(x). 


.  (P0»')'<l'(x)x(x)a(x)...  dx 

I   _     1     dq>(x)         1     di>(x)  1     dxüx)         1     da(x)  j  »") 

<p(x)    dx        ilf(x)    dx  xO")    ^       a(x)     dx         '"     ' 
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III.    Differeoziatioo    der    Quotienten. 
Für  F(j:)=5^  wird 

Jx  Jx  Jx 

woraus  man  leicht  findet 

,  .^^{x^rJx)^^>{x)    ^,^^^»(x+jx)—^(x) 
Jx  ifix-t-jxy^ix) 

Durch  Uehergang  zur  GrSnze  fSr  unendlich  abnehmende  Jx    ergiebt 

sich  hieraus 

tP'r^^  ^  '»(^)  (p'(x)-q>(x) ^'(x)  .„ 

^^  ^ PK^)P •  ^^^^ 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

dx  bl*{^)y 

und  die  Differenzialgleichung 


(12) 


Man  wird  hier  eine  gewisse  Analogie  der  Formeln  (11) ,  (12)  und 
(13)  mit  denen  unter  (7),  (8)  und  (9)  bemerken  und  in  der  That  kann 
man  auch  die  einen  aus  den  anderen  ableiten.  Um  z.  B.  die  Formel 
(11)  mit  Hülfe  der  in  (7)  gefundenen  zu  entwickeln ,  beachte  man,  dass 

aus  der  Gleichung  F(x)  =2^^  folgt  <p(x)  =  F(x)  ^(x).     Nach  der 

Regel  für  die  Differeoziation  der  Produkte  ist  dann 
q>'(x)  =  fl,(x)  r  (x)  +  Fix)  i,'(x) , 
woraus  folgt 

und  vermöge  des  Werthes  von  F(x) 
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^W ivJ(i)P 

überelDstimmend  mit  dem  Vorigen. 

Als  specielier  Fall  ist  die  Annahme  9  (;r)  =  a  von  Interesse.  Man 
hat  dann 


und 


d-ü-  =  -a  ^^^> 


Cap.  II.    Differenzialformeln  für  die  einfachen  Funktionen. 

§3. 
Vorbemerkungen. 

Die  einfachen  Funktionen ,  mit  deren  Differenzialen  wir  uns  jetzt 
beschäftigen  wollen,  sind  dieselben,  welche  in  der  algebraischen  Ana- 
lysis  unter  anderen  Gesichtspunkten  betrachtet  werden.  Die  Resultate, 
welche  man  dort  erhalten  hat,  werden  uns  hier  die  wichtigsten  Dienste 
leisten  und  namentlich  sind  es  die  verschiedenen  Sätze  über  die  Gränz- 
werthe  mancher  Funktionen,  welche  wir  fiir  unsere  weitere  Betrach- 
tungen ganz  besonders  in  Anspruch  nehmen  müssen ,  weil  jeder  Ueber- 
gang  von  einer  Funktion  zu  ihrer  Derivirten  eine  Gränzenbetrachtung 
erfordert.    So  werden  die  aus  der  Einleitung  bekannten  Gleichungen 

^     1 
Lim^Lzl£= /a,  (1) 

Lim  (1  +  3)^  =  6  (2) 

Lim?lj?=l  (3) 

Lim^'^f"^  =  I  (4) 

o 

Lim^£^  =  l  (6) 
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für  uns  die  Fundamentalformeln  des  ganzen  Capitels.     Zu  bemerken 
ist  noch^  dass  eiich  aus  ihnen  einige  anderweite  Theoreme  ähnlicher 
Art  ableiten  lassen ,  von  denen  wir  ebenfalls  Gebrauch  machen  werden. 
Setzt  man  nämlich  in  no.  (l)a=  ef*,  so  wird 

lin.       «^-1 

Liim     — ^ —  =  (A. 

Dabei  steht  es  noch  frei,  nach  welchem  Verhältnisse  man  ö  will  ab- 
nehmenlassen, vorausgesetzt,  dass  man  es  jedenfalls  der  Null  so  nahe 
bringen  kann,  als  es  nur  verlangt  wird.  Ist  nun  6'  eine  ebenfalls  bis 
zur  Gränze  Null  abnehmende  Grösse,  so  hindert  nichts,  d  z=z  l (1 -{- d") 
zu  nehmen,  wodurch  die  einzige  dem  ö  auferlegte  Bedingung  erfüllt 
ist.    Es  wird  dann 

folglich 

Hieraus  folgt  z.  B.,  wenn  man  das  ganz  beliebige  (i=zl  nimmt, 

und  auch 

.       Limi<l+il=l.  (8) 

Mit  Hfilfe  der  Formel  0  kann  man  aus  do.  (6)  wieder  ein  neues 
Theorem  ableiten,  indem  man  die  Grosse  Hl+iT)  aus  beiden  Gleichungen 
eliminirt. 

Da  nämlich 

ist,  so  hat  man  nach  (6) 

=  UmL^ L.m^^=L.m j, 

und  da  man  nach  (6)  den  Werth  der  linken  Seite  schon  weiss 

Lim<i±^  =  ,  (9) 

gültig  für  jedes  beliebige  p^ 
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§4. 

DtfferenzüUformeln  für  die  Potenz,  die  Exponenzialgrösse  und 

den  Logarithmus, 

1.    Sei    zuvörderst  F(ar):=a^,   wobei  ^n   eiue    beliebige    reelle 
Grosse  bedeutet;  man  hat  dann 

Ax  Ax 

Ax 
oder  wenn  zur  Abkürzung  —  =  ö'  gesetzt  wird,    woraus  Ax  =i  xd' 

folgt 

F{x-['Ax)  —  F{x)_(l^^^'-l  jli^x 

Ax 
Lassen  wir  nun  Ax  der  Gränze  Null  zueilen,  so  nimmt  auch  — =d'ins 

X 

Unendliche  ab  und  es  ergiebt  sich  unter  Anwendung  des  Satzes  (9)  im 
vorigen  Paragraphen, 


oder 


^  =  y^\  d(ah  =  f a^'  dx.  (1)  *) 


*)    Man  könnte   auch  auf  ganz  anderem  Wege  ohne  Kenntni««  des  Theo- 
reraea  (9)  zu  dem  nämlichen  Resnltate  gelangen. 

Es  sei  nämlich  in  dem  allgemeinen  Satze  (10)  in  §  2, 

9  (ar)  =  or",  V  (a?)  r=zxP^  %  {x)  =  J-y,  etc. , 
80  ist 

1  d\ix^,x^.xy.,.'\ 

x'^.xP.xY.,,'  ^ 

__  1     flTCar«)  ,    1      d{x^) ,    1     d{xy)  . 

_       • r— ä 1 — T* r  ••• 

x^"     dx         xP     dx       X'     dx 

Wird  nun  überhaupt  die  Funktion 
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II.  Für  die  DifferenziatioD  der  Exponenzialgrösse  sei  F(a;)  =  a'. 
Es  folgt  daraus 

/ix  /Ix  ^x 

> 

Lassen  wir  ^x  ins  Unendliche  abnehmen  und  wenden  das  Theorem  (1) 
in  §  3  für  d:=z/lx  an^  so  erhalten  wir 

r{x)  —  u'la 
oder 

^^=a'la,    d(a')=za'ladx.  (2) 

ax 

III.  Sei  F(x)=:z  log  X,  wobei  die  Basis  des  logarithmisehen  Sy- 
stems eine  beliebige  ist.    Man  hat  dann : 

F(x-i-Jx)  —  F(x) log  (x + Jx)  —  log  X 

Ax  '  Ax 


2.    </(a^) 

mit  /C^)  bezeichnet ,  so  geht  die  rechte  Seite  der  Yorigen  Gleichung  in  /(a) 
+  /'0^)+/'0')  +  '-  "her.  Aber  auch  die  linke  Seite  derselben  ist  durch  die 
Funktion  /"  ausdrückbar ;  sie  ist  nämlich 

nnd  dnrch  Vergleichnng  mit  dem  Vorigen  ergiebt  sich  nun  folgende  Eigen- 
schaft der  Funktion  /, 

/•(«.+/»+/+•••)  =/•(«)  +  /(/»)  \r(y)  + ... 

Hieraus  lässt  sich  die  Natnr  derselben  bestimmen;  es  ist  nämlich  nach  einem 
bekannten  Theoreme: 

folglich  hier  vermöge  der  Bedeutung  Ton  /i(/») 

1  rf(X/")_    !£[(£)=     1 
xi'    dx    ~"^^    ^         ''^ 
oder 

dx       '^ 
wie  vorher. 
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Für  —  =  6 ,  also  Jx  =  x6  ergiebt  sich  hieraiis 

F{x^^x)-F{x) 


='^^^^\^^[(x^^K 


Lassen  wir  nun  /Ix  uobegränzt  abDehmen,  so  vermindert  sich  auch 

jdx 

—  zzzd  ebenso  unbegränzt 

X 

des  Theoremes  (2)  in  $  3 
oder 


—  =:  d  ebenso  unbegränzt  und  wir  erhalten  demnach  unter  Anwendung 

X 

I  Theoremes  (2)  in  §  3 

F'(a:)  =  llogc 

X 


^i2i£=l2if,  rfiog^=l28frfx.  (3) 

dX  X  '  X 

Statt  des  i^ünsÜichen  Logarithmus  der  Basis  des  natürlichen  Systemes 
kann  man  auch  leicht  den  natürlichen  Logarithmus  der  Basis  des  hier 
vorkommenden  künstlichen  Systemes  einführen  ^  wenn  man  bemerkt , 
dass  für  6  als  Basis  der  mit  log  bezeichneten  künstlichen  Logarithmen 

isty  woraus  dadurch ,  dass  man  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen 

nimmt  9  folgt 

loge/6  =  /e  =  1 , 
mithin 

loge=^, 
wobei  man  ^  bekanntlich  den  Modulus  des  künstlichen   Systemes  ge- 
nannt hat.     Für 

l=M  (4) 

ist  dann  nach  (3) 

,"    =  — c?logj:=—  dx    (bas6)9  (5). 

€LX  X  X 

Sind  die  Logarithmen^  natürliche ,  so  hat  man  ä  =  <j,  ^=y-  =2:  1    und 

folglich  die  Gleichungen 

i 

welche  vielfach  gebraucht  werden. 


Mx      1       ,.         1 

-r= ,    alx=L^  ax, 

dx      X  X 
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§5. 
Differenzialformeln  für  die  goniametrischen  Funktionen. 

I.  Setzen  wir  F(x)  =  sin  x,  so  wird 

Fjx+^j:)  —  F(a;)  __  sin  (a:  +  ^a:)  —  sin  j? 
Jx  Jx 

und  durch  Anwendung  der  belsannten  goniometrischen  Relation 

sina— sin6  =  2sin^a — 6)cos4(a-|-6) 

fär  a  =  x  +  Jx,  b  =  x, 

F(x-i-Ja:)'-'F(ai)_28\n\Ja:cos(x  +  iJ.7:) 
Jx  Jx 

=  —j-^ —  cos(ar  +  J-^:c) 

und  wenn  wir  ^  Jx  =  ö  setzen 

Gehen  wir  zur  Gränze  für  unendlich  abnehmende  Jx  fiber  und  bemer- 
ken, dass  ö  mit  Jx  gleichzeitig  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt ,  so  be- 
kommen wir  unter  Anwendung  des  Theoremes  (3)  in  §  3, 

F(x)  =  coso:, 
mithin 

— =  cos  J?,    <Zsin  j?r=  cosxdx  (1) 

II.  Ist  ferner  F(x)  =  cos  x ,  so  wird 

F(a?  +  ^x)  —  F(x) cos  (x  +  Jx)  —  cos  x 

Ax  Ax 

und  unter  Anwendung  der  Formel 

cosa — cosÄ  =  — 26ini(a — 6)siui(a-f  6) 

für  a  =  ar  +  Ax^  b^z  x, 

f  (a?+  Ax)  F—  {x)  _  _  2sint^j?sin(a?+iJar) 
Ax  Ax 

sin  \  Ax 


[Ax 


s\n(x  +  iAx) 


sin  ö  .    /    ,  x\ 


30 

webti  wir  wieder  lJx=zö  setzen.    Hieraus  folgt  durch  Uebergang  zur 
Grenze  für  uoendlich  abnehmende  ^x  und  ö, 

F'Co-)  = —siDir 
oder 

-— = — =  —  sin  üc,    d  cos  0?  =2  —  sin  .r  ojc.  (2) 

dx 

III.    Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit ,  die  Differenzialformeld 
fQr  die  Tangente  und  Cotangente  zu  entwickeln.    Denn  für  F(a:)z=tanx 

^_.£!E£  igg^t  sich  die  allgemeine  Regel 
cos^r 

wenn  F(a:)  ==  ^^ 
t/;(a:) 

ist 

-„  /  V  ^  if;  (ar)  y ^  (a:)r  —  y  (:r)  i/;^  (ar) 

^^■^  RS)? 

in  Anwendubg  bHngen,    sobald  man  <p  (x)  =z  sin  x ,  'Hf(x):=zcosx  setzt» 
woraus  nach   1  und  II  q/(x)  =  cosd?,  '^' (x)  = — »ioA-  folgt.    Man  hat 

also 

F//  V       cosarcosa'-l- sinor  sina:         d 
W  = 7 — TS = 5— 

(cosarr  cos^ar 

oder 

f[!^=     1        rftana:=     *      dar.  (3) 

dx         cos^.T  cos-^o:  ^ 

Ebenso  leicht  erhält  man  für  ^(0?)  =cotÄ',   9(0:)  =:  cosjt,  iff(x) 
=  8ina:,  also  9'(.t)=:  —  cosor,  af;' (a?)  =  sin o? , 

j^r  V  — sinj^sinar  —  coSa:cosj?__ 1 

^  ^  (äina:)ä  sin^o-' 

oder 

rfcot.r  1  ,     -  1       j  /^v 

— I — -  = t—s->  dcotx=     '  .  ^      dx  (4) 

aar  sin*a:  sin*a:  ^ 

IV.    Auch  die  Diflferenzialquotienten  von  seca.-  und  coseear  lassen 
sich  auf  ähnliche  Weise  entwickein ,  wenn  man  die  allgemeine  Regel 

1 


für  F(x) : 


X.'r) 


istF(^).=:-^:f^) 
lu  Anwendung  bringt. 

Für  ilf(x)  =  cos  ar»  also  i/;'(a?)  =  — sina?  und  F(x)  =  seoa?  er- 
giebt  sich  aus  derselben 

4 
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F(:r)  =  iHL* 
oder 

— T = 5.— ,rfsecar=: — n—da;,  (5) 

Ebenso  erhält  man  für  tf;(a:)  =  sino;   also    i/^'(.r)  =  coso;    und    F(x) 
=  coseco:^ 


oder 


sin^or 

cZcoseco:  coso?     #  coso:     ,         .^ 

= = r-s— *  «cosecarzr ^-s —  da:,      (o) 

cw:  sin^.r  sin^a- 


§  6. 
Differenzialformeln  für  die  eyklometrischeti  Funktionen. 

1.    Soll' die  Funktion   F(a:)  =  Aresin o:  differenzirt  werden,  so 
hat  man 

F(a;+Jx)  —  F(a:) Arcsin  (a^-j-  /Ix)  —  Aresin  x 

/Ix  ~~  Ax 

und  mit  Hülfe  der  Formel*) 

Aresina — x\resin6  =  Aresin  (aV^l  —  6*— 6V  1 — a*) 

für  a  =  X'\-Axy  6  =  0?, 

F(x  ^-^^a?)—  ^^(3^)_  Aresin  [  {x  +  ^a:)  VF^^^—  o:  V^l'^(r  +  ^^y)«] 
z/a:  Ax 


*)  Ihre  Ableitung  ist  kurz  folgende.  Sind  U  und  V  zwei  spitze  Bögen  und 
sin  «  =  tf ,  sin  P  =  ^  ,  so  folgt  cos«  =  ^  1  — «'»,  cos  r  =  ^1  — **  und  hier- 
durch geht  die  bekannte  goniometrische  Formel 

sin  (?/  —  r)  =  sin  u  cos  r  —  sin  P  cos  // 

über  in  

8in(M  — P)  =  «-Vi— Ä^  — ^1^1-«* 

oder  weil  U  —  r  ein  spitzer  Bogen  ist, 

«  — r  =  Arcsin(«Vl  — ^^  — /^Vl  — Ä*^). 
Ans  8intt  =  tf,  sin  r  =  ^  folgt  aber,   da  U  nnd  P  als  Bögen  des  ersten  Qua- 
dranten Tomusgesetzt  wurden,  2/=  Arcsin  a,  P=ArcsinÄ  und  durch  Substitution 
dieser  Werthe  erhält  man  jetzt  unmittelbar  die  citirte  Formel. 
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^Setzen  wir  zur  AbkQrzung 

80  haben  wir  aiich 

F(a;+Jx)-^F(x)_ATCsmö  (X'{-Jai)Vl^a:^'-x  Vi -- (a:  +  z/i)^ 
Jx  S       '  ^x 

was  sich  durch  Multiplikation  des  Zälilers  und  Neuners  rechts  mit 

(^+^.r)Vl— .r«+  arVl  — (a?+^^)^ 

folgendermassen  gestaltet : 

Fix  +  Ax)  ^  ¥{x)  =  Aresin  ^    <jr+^jr)«(l  — ag)-~a;^[l-~(a?4-^a:)a] 

^^  ^        *  ^a:[(.i;+^.T)  Vi— :r«+ a:  Vi— (ar+^^i)«] 

oder  endlich,  weil  der  Zähler  gleich 

.  {x  +  z/x)«— a;«  =  2a:z/j:  +  (Axf 
ist,  auch 

F(^  +  Ax)  —  F  (j:)  _,  Arcsin  ^f  "ix  +  z/a: ^__ 

^^  5  (j:+^a;)  Vr=^+^  Vi  — (;»+^ä)2* 

Lassen  wir  jetzt  Ax  unbegränzt  abnehmen,  so  vermindert  sich  auch  d 
ins  Unendliche  hinab,  wie  man  ans  der  Bedeutung  von  d  augenblicklich 
erkennen  wird.  Unter  Anwendung  des  Theoremes  (4)  in  §  3  und  unter 
der  Bemerkung,  dass 

lAmi^x^-Ax)  =  Ix 
Lim[(ar  +  ^a:)Vl~ar*  +  ^Vl  — (a:+z/;r)2]  ~  2a  VT=^ 
ist,  folgt  jetzt 

S\-x^ 
mithin 

— j =  '-         -■  rt  Arcsm  x  =    ^  dx.       (1) 

«^      VI— ^  vr=^        ^^ 

Man  konnte  ein  ähnliches  Verfahren  für  die  Differenziation  von 
Arccos  anwenden,  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  die  aus 
der  geometrischen  Bedeutung  von  Aresin  x  und  Arccos  x  sich  unmit- 
telbar ergebende  Gleichung 

Arccos  «^  =  ft  —  Arcsio  x 

differenziirt.    Man  erhält  nämlich 
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(l  Arccos  j?  d  Arcsino: 


dx  da: 

oder 


9  c{  Arcco&r  =  —  dArcsmjt 


dArcco»a;  1  ?  a  1         j       /ox 

i = 7===, ,  tt  Arccos  ^= —  ■  -  dx.    (2) 

da:  VI  — ar*  V^l— o^^a 

IL    Sei   ferner   F(a;)  =  Arctan.r;   man   hat  dann  mit  Benutzung 
der  Relation*) 

Arctan  a — Arctan  ö  =  Arctan  ,        , 

J+ab 

die  folgenden  Gleichungen 

F(a:+Ja:)  —  F(a:)  _  Arctan  (x  -f  Ja:) — A  rctan  x 
Jx  ~~  Jx 

Ax 


Arctan 


l+a:(a?  +  ^a:) 


Ax 
und  wenn  man  zur  Abkürzung 

Ax  . 

1 -{- X  (x -{-Jx) 
setzt,  auch 

Ax 


F(x+  Ax)—F(x) _ Arctan 8    l-^-xjx  +  Ax) 
Ax  ö        '  Ax 

_  Arctan  6    1 

ö        'l-{-x(x+Axy 

Nimmt  nuB  Ax  ins  Unendliche  ab,  so  vermindert  sich  auch  ^  ins  Un- 
endliche und  es  ergiebt  sich  unter  Anwendung  des  Theorems  (5)  in  §  3, 


*)  Wenn  nfimlich  u  und  V  ein  paar  Bögen  des  ersten  Quadranten  bedeaten 
und  tRnU  =  a,  tanr  =d  gesetzt  wird,  so  verwandelt  sich  di«  goniometrische 
Formel 

*     /-.      -,\  .^     tan  u  —  tan  V 

tan  (w—  p)  = 

l  -f-  tan  «r  tan^r 
in 

oder  weil  U'^V  ebenfalls  im  ersten  Qaadranten  liegt, 

.  n — d 

u  —  r  ==  Arctan 


\-i-ab' 

Aus  tan2£=tf,  tan  r  =  ^  folgt  aber  nach  den  gemachten  Voransisetzangen 
f/ ==  Arctan  ff ,  r= Arctan^  and  hierdurch  geht  die  vorige  Formel  »  die  ob«n 
angegebene  über. 


u 

oder 


'^(-^-T+P 


^^^=  j4-t,,  Arctan4:  =  |-i-^  ds.  (3) 

da:  1  +  a:^  1  +  o:* 

Die  Differenziaiformeln  für  Arccotor  erhält  man  hieraus  durch  Differen- 
ziation*  der  leicht  zu  eDtwickelnden  Gleichung 

Arccoto;  =  s- —  Arctan^r. 


Mao  findet  nämlich 

d  A  rcot  X  d  Arctan.T 


,  d  Arccot  X  =  —  d  Arctan  a: 


da:  dx 

oder 

f/ Arccot  r  I         j  a        x  I        j         />i\ 

— ^-_  =  -.^^j-^,.rfArccota:=-^^pp,rf^.      (4) 

Durch  die  in  den  Paragraphen  (4),  (5)  und  (6)  entwickelten  Formeln 
ist  jetzt  die  Aufgabe ,  alle  aus  der  algebraischen  Analysls  bekannten 
einfachen  Funktionen  der  Operation  des  Differenzirens  zu  unterwerfen, 
vollständig  gelost. 


Cap.  IIL  Differenziation  zusammengesetzter  Ausdrucke  und 
der  Funktionen  mehrerer  Yariabelen. 


BiffereNziation  zusammengesetzter  Funktionett. 

Nimmt  man  mit  einer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  irgend 
«ine  Rechnungsoperation  vor  und  dann  mit  dem,  was  auf  diese  Weise 
herauskommt  (der  abhängigen  Variabelen)  wieder  eine  neue  Rech- 
oungsoperation ,  so  erhält  man  die  Funktion  einer  Funktion  und  man 
kann  diess  auf  folgende  Weise  bezeichnen : 

F(a:)=f[q>(x)],  (D 

wobei  q>  und  f  die  nach  einander  vorzunehmenden  Operationen,  F(x) 
das  Gesammtresuitat  andeutet«  A\if  diese  Weise  zusammengesetzt^ 
Funktionen  sind  z.  B. 
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e""* ,  log  sin  x  ,  Arctan  {xf*)  etc. 
und  mit  ihrer  Differenziation  hätten  wir  uns  jetzt  zu  heschäftigeo. 
Setzen  wir  in  (1)  zur  Abkürzung 

y  =  9>(^)*  (2) 

so  wird 

F{x)  =  f(^).  (3) 

Wenn  nun  x  den  Zuwachs  Jx  erhält^  so  nimmt  <p(x)  um  J(p(x)  d.  h. 
y  um  Jy  zu  und  wir  haben  aus  (3) 

F(x  +  Jx)  -■  F(x)  ../'(y  -h  ^y)  -f(y) 
Jx  Jx 

\       Erinnern  wir  uns  aber,  dass  Jy  =  Jq>(x)  =  (p(x -{■Jx)'--*g)(x)  ist,  so 
kunuen  wir  die  vorstehende  Gleichung  durch  Zusetzuog  de»  Faktors 

(p(x  -i-  Jx)  —  q>(x)  ^_  I 

auch  in  folgender  Forai  dajrstelleo : 

P(x+Jx)^F(x)_f(y+Jy)^f(y)    q>(a:  +  Jx)^q>(x) 

jx jy  2r'      '  ^^^ 

Lassen  wir  nun  Jx  bis  zur  GränzeNuli  abnehmen ,  so  vermindert  sich 
auch  Jy  ins  Unendliche  hinab;  dabei  nähert  sich  offenbar  der  Quotient 

ny±^hrf^ 

der  Gränze  f  (y)  gerade  so,  als  wäre  Jy  eine  von  x  unabhängige  ab- 
nehmende Grösse.  Denn  um  von  einer  Funktion  auf  ihre  Derivirte  zu 
kommen ,  ist  es  nach  der  Definition  der  letzteren  blos  nüthig,  dass  man 
In  dem  Aeuderungenquotienten  die  Aenderung  der  YerlUiderlichen  der 
Funktion  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen  lässt,  gleichviel  wie  d.  h. 
Aach  welchem  Ge«(et»»  die«e  Abnalime  geschieht;  es  kommt  daher  auch 
nichts  datauf  an,  ob  dieses  Gesetz  selJbst  durch.  ander^Umstäkidje , (eJbM 
durch  x)  bestimmt  tst^  oder  nicht.  Mach  dieser  Bemerkimg  folgt  jetzt 
aim  no.  (4)  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  UDeodlich  abntbmende  ^x 
(und  jdy) 

F(x)=r(y)<p'ia:)  (5) 

oder  was  das  Nämliciie  ist, 

dFjx)  _d/ly)  dy  .g. 

dx  dy   ' dx 
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und  ebenso  die  Differeoziälgleichung 

dF{x)-f(y)fp'{x)dx  (7) 

oder 

wobei  man  noch  für  y  seinen  Werth  zu  «etzcn  hat.  Man  kann  hieraus 
die  folgende  praktische  Regel  MIden.    .^Um  einen  Ausdruck  wie 

zu  differenziren,  setze  man  erst  9  (o?)  =  ^  und  differenzire  jetzt  nach  y^ 
als  wäre  diese  Grosse  die  unabhängige  Veränderliche.  Nach  gesche- 
hener Differenziation  substituire  man  für  y  seinen  ursprünglichen  Werth 

und  für  -^  oder  dy  das»  was  man  durch  Differenziation  der  Gleichung 

uX  • 

y  z=i  fp{x)  nach  x  bekommt. " 

Wie  leicht  die  Anwendung  dieser  Regel  ist,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen. 

I.  Wenn  F(a:)  =  log  sin  a:  ist,  setze  man  ,V  =  9^  (^)  ^  ^i"  ^' 
f(y)  ±=  log^,  man  bat  dann  nach  (5) 

M 

folgBch  ^ 

Fix)  =  — cosa?  =  -; cos^  =  üfcot:F 

y  aukx 

oätft 

^iM-!Bf  =  j|fcöta: 
dx 

nnd  folgiich 

c^iog'sino:  =  Mcotx  dx. 

Praktisch  kürzer,  ofcne  Benutzung  der  Zeichen  F,  f,  q>  kann  man  so 
verfahren.    Es  sei  sin  jr  ==  ^ ;  man  hat  dann 

d  log  sin  o;  =  <^log^  = S 

y 

und  weil  aus  y  =  sin  x  folgt ,  dy  =  cos  x  dx 

cHogsinÄT  =  M  £2if  dx  r^  Jlf  cot  xdx,  (9) 

y 

II.  Um  log  cos  X  zu  differenziren ,  sei  cos^  =  y\  man  findet  dann 

<£logcos:i;  =  c^log^^  =: 
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und  iveil  au8  y  =  coso:  folgt,  dy  =z  -^^inatbß , 

e^logcoso;  = dx  =  — MisLna:da:,  (10) 

Man  hat  auch  oft  Gelegenheit^  diese  Regel  mit  den  in  §  2  entwickel- 
te» Gesetzen  zugleich  anzuwenden«    Z.  B. 

III.  Soli  man  (a-f^*'^)^  differenziren  >  so  setze  man 

y  =  a  +  öo!^ 
60  ist 

d[(a^  ba^r]  =  d{yf']  =  (ly/^^dy 

Aus  der  vorhergehenden  Gleichung  folgt  aber 

dy  =  da  +  d(ba^) 

=   0  +  Ärf(Ä») 

=  bnai'^^^dx 
folglich  ist  jetzt 

d[(o+6.T»)i"]  =  iinbyf^^x^^dx, 

oder  vermöge  des  Werthes  son^y, 

d  [(o  +  6a^)  i^]  =  |xw6  (a  +  Äa:^)  A*-i  .«»-i  «Äa:.  ^H) 

Als  specielier  Fall  ist  von  Interesse  w  =  2,  jüt  =  J,  mithin 

d  Va+6a;2  -  -7=====  dar.  (12) 

IV.  Um  den  Ausdruck  KSTbx-^-S  o+äj?^),   in  welchem  a  und 
6  als  positiv  vorausgesetzt  werden  >  zu  differenziren  sei 

y  z=z  ^fbpc  +  \  a^bx\  (13) 

Man  hat  dann 

Andererseits  ist 
oder  nach  (12) 


dl(^fbx  +  SfaArbo^)  =  dly  =  ^.  [Uj 

y 

dy  =s  d^Tbx  +  d  ^a^bx^ 


dy  =  Vbdx  +  ■      *^.         liar 
^  V^a  +  bx^ 

=  {l^^^^^^bdx 
^HTbx^ 

und  durch.  Reduktion  auf  gleichen  Nenner 
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Substituiren  wir  nun  die  vorstehende  Gleichung  und  die  unter  no.  (13) 
in  no.  (14),  so  ergiebt  sich 

dKSTbx^ Va+6a:2)  -       ^^       a.v  (15) 

V  a  +  bx^ 

ein  durch  die  Einfachheit  der  derivirten  Funktion  ausgezeichnetes  Re- 
sultat 

V.     Für  die  Differenziation  des  Ausdrucks  /  f     '',     |  sei  wieder 

\a — oxy 

Es  ist  dann 

Aus  DO.  (16)  findet  sich  nun  unter  Anwendung  des  Theorems  (13)  in 

§2 

,  ^(a  —  bai)  d  (a-j-bo!)  —  (a  +  j^)  d(a — bx) 
^~"  (a^bx)^ 

^  (a — bx)bdx+(n  -f  6a?)  b  dx 
—  (a^bx)^ 

_    labdx 
Hieniach  und  vermöge  der  Bedeutung  von  y  erhält  man  aus  (17) 


« /a_+Ä£\ __   2o6  dx   .  a-^-bx 
*  a — bxj" {a  —  Äjr)*'  a^—bx 


a  —  bx 
•der 


2abdx  ./^  ,  jL^x 
:(a+6a:) 


Schreibt  man  yfa  und  VT  fflr  a  und  6  >  so  ist  auch 

VI.    Bemerkenswetib  sind  noch  die  FoimelD,  welch«  man  dvreh 
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Differenziation  von  Arcsia  -üö  ttnd  Arctan  ~  erhält.    Nimmt  man  in  je- 

a  a 

dem  Falle  —  o:  =  ^y,  so  wird 

c2  Aresin  —x  =  e^  Aresin  v  =  —r—- — 
a  ^       VI— y* 

d  Aretan  —  ar  =  c7  Arctan  « = ,  .  ^  o-. 
Substitoirt  man  für  y  seinen  Werth  und  bemerkt,  dass  rfy  =  —  cÄrist, 

so  ergiebt  sich 

rfArcsin-a:=^ -===  dx 

fZArctan  — a;  = ^ r« —   rf^ 

'^     -1  +  S-' 

oder 

rfArc8tM-ar=-7=4=s==  rf^  (20) 

rf  Arctan  ^a:=^-j^«fo:.  (21) 

Setzt  man  noch  V^ö^  V^6  fiir  a  und  6,  so  ist  auch 

d  Aresin  V  —  -^  ^  -=—  dx  (22) 

d Arctan  iT^^  =    ^f^  dx,  (23) 

wo  nun  a  und  b  notfaw^ndig  positiv  selb  mussef!,  weil  sie  die. Stell- 
vertreter der  früheren  a^und  6^  sind,  welche  niemals  negativ  sein  können. 

Die  Gleichungen  (15)  und  (2*^,  (19)  und  (23)  stehen  in  einer  be- 
sonderen Beziehung  zu  einander,  welche  wir  bald  näher  kennen  ler- 
nen VHSrden. 

$a 

Differenziation  der  Funktionen  mehrerer  abhängigen  Variahelen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  wir  vorhin  die  Präge  nach  der  Diffe- 
fBaaiHlfomel  fär  f(y)^  wo  y  wieder  e'm«,  FvviktioQ  fou:«  ist,  beant- 


40 

wartet  haben ^  kupiien  wir  aucfo  die  Frage  erledigen»  nach  weicbem 
Gresetze  sich  die  Difereneialfomtelti  för  eine  Funktion  eweier  Verän« 
derlichen /*(y,  2)  bilden,  vorausgesetzt,  dass  diese  beiden  Verlinderli'* 
eben  von  einer  dritten  unabhängigen  Variabelen  x  abhängen,  dass  also 
etwa  y  z=i  (ft{x),  2  =  '^(sc)  ist.    Sei  nun 

/•(y,2)  =  n^^i^).  ^ixj\  =  Fix).  (l) 

Aendert  sieh  nun  x  um  das  Increment  JXy  so  ändern  sich  (p{x)  und 
^(dlr)  um  A^{x)  und  jdiff(x)  A,  h.  y  und  t  und  Jy  und  ^2;  man  findet 
hiernach  leicht 

F(x  +  Jx)^F(x}_f(y+Ay,  z  +  Jz)^f(y,  2) 
^x  Jx  ' 

woffir  man  durch  Zusatz  des  Ausdrucks 

im  Zähler  auch  schreiben  kann 

F(x+Jx)'-Fix) 

Jx  Jx 

Setzt  man  noch  in  den  einzelnen  Gliedern  die  Faktoren 

q>(x  +  Jx)  —  (p(x)   __  2    tf;(ar-f  z/ar)  —  tf;(a;)  _  ■ 
/4y  *  z/z 

zu,  so  nimmt  die  vorige  Gleichung  folgende  Form  an: 

F(x-i-Jx)  —  F(x) 
Jx 
-__  f{y-{-^!ß,2)—f{y,  t)  (f  (x  +  Jx)—p(;sgy 
Jy  '  Jx 

fiy  +^y>  ^ + ^2)— Ay  +  !^y>0  iff(x+Jx)  —  ii;(x) 

4z  *  Ax 

Lassen  wir  nun  Ax  unbegränzt  abnehmen,  vermindern  also  auch  Ay 
und  Az  ins  Unendliche  hinab,  so  nähert  sich  der  Quotient 

Ay 

derjenigen  derivirten  Funktion,  welche  man  erhält,  wenn  man  y  als 
einzige  unabhängige  Vartabele,  z  aber  in  Bezug  auf  die  Aenderungen 
des  y  als  constant  ansiebt.     Wir  wollen  diese  derivirte  Fbuktiofi  mit 


(2) 
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f'(y)  beseicfaDeD  und  dabei  durch  die  Weglassung  des  z  andeaten,  das« 
man  bei  dem  Uebergange  von  /*(y,  :)  zu  f{^)  keine  Rücksicht  auf  die 
ANwesenbeit  des  z  nimmt. 

Was  ferner  den  QuotienteR 

fjy  +  2/y,  z+Jz)  —  f(y  +  Jy,  z) 

anbelangt,  so  kann  man,  weil  Jy  und  ^2  sich  der  gemeinschaftlichen 
Gränze  Null  nähern,  Ton  ihm  behaupten,  dass  er  sich  der  nämlichen 
Gränze  nähere,  wie  der  folgende 

Jz 

indem  der  Zuwachs  des  y  am  Ende  wieder  verschwindet.  Der  vorlie- 
gende Quotient  nähert  sich  aber  der  Gränze  f'(z),  wenn  man  analog 
dem  Vorigen  unter /*  (2)- diejenige  derivirte  Funktion  von  fiy^z)  ver- 
steht, bei  deren  Ableitung  y  als  constant  und  2  als  einzige  unabhän- 
gige Variabele  angesehen  wird.  Nach  diesen  beiden  Bemerkungen  er- 
giebt  sich  jetzt  aus  no.  (2)  der  Uebergang  zur  Gränze  für  gleichzeitig 
abnehmende  Jx,  Ay  und  ^2, 

F{x)=f'{y)q>'{x)-\-f'{z)'^'{x) 

oder  auch  wenn  man  statt  der  derivirten  Funktionen  die  Differenzial- 
quotienten  setzt  und  zur  Abkürzung  wieder  y  und  2  für  9  (^) ,  i(;  (.r) 
braucht , 


.         df(j,,z). 
da: 

dy 

dy,df(3,,t) 
"dx^     dt 

dz 
tLc 

y 

=  fp(^). 

X  =   Tf»(.r). 

Die  D 

ifferenzialquotienten 

^^'^Kui'f^'^K 

(3) 


in  denen  man  successive  die  erste  und  zweite  abhängige  Variabele  als 
unabhängige  Variabele,  die  jedesmalige  andere  aber  als  Constante  be- 
trachtet, nennt  man  dabei  die  partiellen  Dif ferenzialquo tien* 
ten  der  gegebenen  Funktion. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt  noch 

dx  dy  .    dx  dz       dx 

oder,  eiobbcher  ..  , ; 
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und  dabei  sind  ^-i^  dy  und  ^^  dz  die  partiellen  Differen- 
ziaie  der  Funktion  fiyfi)  nach  ^  und  z  genommen*). 

Man  übersieht  leicht»  wie  sich  dieses  Theorem  noch  erweitern 
lässt;  wäre  z.  B.  f(y,z,t)  eine  Funktion  dreier  Veränderlichen,  die 
säromtüch  von  einer  einzigen  a:  abhängen,  etwa  vermöge  der  Gleichungen 

y  ==  (Pia:),  z  =  tlf{a:),  t  =  xix) 
so  wäre 

df(y,z,f) 
das 

dy         dz  dt 

und  ähnlich  für  mehrere  Veränderliche. 

Man  kann  hieraus  folgende  praktische  Regel  machen :  „  Hat  man 
eine  Funktion  mehrerer  Veränderliclien ,  welche  alle  von  einer  einzigen 
unabhängigen  Veränderlichen  abhängen,  nach  dieser  unabhängigen  zu 
differenziren ,  so  sehe  man  jene  abhängige  Variabelen  als  ebenso  viele 
unabhängige  an  und  suche  in  Bezug  auf  sie  die  partiellen  Differen2»ale 
der  gegebenen  Funktion ;  die  Summe  der  partiellen  Differenziale  giebt  dann 
das  gesuchte  Differenzial,  in  welchem  man  dann  noch  für  die  abhän- 
gigen Variabelen  und  deren  Differenziale  ihre  Werthe,  ausgedruc|cl 
durch  die  unabhängige  Veränderliche,  setzen  kann.'' 

Als  Beispiele  betrachten  wir  die  folgenden  speciellen  Fälle. 

I.     Sei  /'(sin^r,  cos.r)  zu  differenziren.    Man  setze 

y  =  sin  07,     2  =  cosj:, 
80  ist 

'  ^  dy  th 


*)  Es  ist  hier  absichtlich  nicht  weiter  gehoben  worden,  weil  man  sonst 
in  der  Gleichung  df(p,  »)  =  df(p, »)  +  df(ß,  Z)  nicht  wüsste ,  nach  welchen 
Veränderlichen  die  Differenziatioden  vor  sich  gehen,  wenn  man  nicht  beson- 
dere Marken  anhängt,  wie  etwa: 

dnp,  a)  =  dfip,  z)  +  d/iy,  %), 
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Als  speziellen  Fall  nehme  man  et^a 
so  wäre 

folglich  weil  ^  ;=  sinor,    z  =  coso?  ist, 

<Z[co8% — sin*a?] 
=  [ — 2sina:eosa:  —  2cosj:sin;r]i{:t:  =  — 2ain2a:dx, 

wovon   man   sich  auch  dadurch  überzeugen   kann^   dass  man  die  Glei- 
chung cos*ar — sin^a:  =  cos2a7  beachtet. 

II.    Wollte  man  die  Funktion 

gax^  Aresin  an 
differenziren,  so  nehme  man 

ar*  =^,     Arcsinar  =  z 
f(y,  z)  =  e^z. 


woraus  sich  ergiebt 


dy  dz 

dy  zzz  2a;  dx,  dz  ==. 


folglich 

die^z)  =  {'ln^zpßy+-f^    J  da:. 
V  l  —  lr* 

und  nach  WiedereiniOhrung  der  Werthe  von  y  und  z, 

y  rf(e<»**  Aresina:)  =  (2aa*  Aresin a:  4 y==.)e^^dx. 


§  9. 
Differenziation  der  unentwickelten  Funktionen. 

£ine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Lehren  des  vorigen  Pa- 
ragraphen ist  die  Bestimmung  der  Differenzialquotienten  solcher  Funk- 
tionen, die  nicht  völlig  entwickelt  angegeben  sind,  sondern  für  welche 
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nur  eine  BedinguDgsgieichuiig  geieigt  wird,  aiM  der  sie  sich  alleiifalls 
der  Form  nach  bestimmen  Hessen.  Wird  nämlich  eine  Bedlngmigsglei- 
chung 

aufgestellt,  welche  für  alle  möglichen  x  und  y  erfüllt  sein  seil,  so  Ist 
y  nicht  mehr  von  j?  unaBhängig,  sondern  eine  gewisse  Funktion  yz=up{x) 
derselben,  deren  Form  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  obigen  Glei- 
chung y  als  unbekannt,  x  als  bekannt  ansieht  und  sie  nach  y  auf  lost. 
In  dem  Falle,  wo  diess  allgemein  möglich  ist,  hat  es  dann  auch  keine 

Schwierigkeit,  den  Pifferenzialquotienten  ^?  =  q>'  {x)  zu  entwickeln. 

Es  kommt  aber  sehr  häufig  vor,  dass  man  nicht  im  Stande  ist, 
die  Gleichung  f{x^y)z=zQ  ganz  im  Allgemeinen  aufzulösen,  (z.  B.  wenn 
der  Grad  von  y  den  vierten  übersteigt,  oder  die  Gleichung  eine  trans- 
ceodente  ist)  und  in  solchen  Fällen  muss  man  sich  nach  einer  Methode 
umsehen,  welche  den  Differenzialquotienten  tp' {x)  ohne  Auflösung  der 
obigen  Gleicliung  bestimmen  lehrt 

Mun  ist  aber  dieses  Problem  nur  ein  spezieller  Fall  der  im  vori- 
gen Paragraphen  behandelten  Aufgabe,  nämlich  derjenige,  in  welchem 

z  =  ^(x)  =  Xy    fiyy  i)  =  f{x,y)  ==  0 
ist.    Man  hat  folglich  nach  no.  (3)  in  §  8 

dfi^^y)^df{x,y)    dy      df(x,^) 
dx  dy     ^  dx         dx     ' 

wobei  die  beiden  DiSerenzialquotienteo  rechts 

^^>y)  „nd  df{x,y) 
dy  dx 

als  partielle  anzusehen  sind.  In  denen  x  und  y  als  unabhängige  Varia- 
belen  fungiren.  Substituirt  man  aber  in  den  totalen  Differenzialquo- 
tienten links  den  Werth  von  y  =  ^{x),  so  muss 

df{x,y)_  df[x,  (p  (x)]  _  Q 
dx  tlx 

sein.  Denn  vermöge  der  Bedingungsgleichung  f(x,y)  =  0,  aus  der 
sich  erst  y  :=z  (p(x)  fand,  ist  die  Gleichung 

eine  rein  identische,   für  jedes  x  erfüllte  und  daraus  folgt  unmittelbar 
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mUtM  IffBCfMBISOMi  Qmm    T€9Wtr  IWiBpWIC      VlV 

MMV  HOB  VM^CB 

dS        dx^      djc 


df{^.3i 

Cm  aliio  deo  DiferenzialquotieoteD  der  ihrer  form  nacli  nnbekaniH 
feo  Pnoktioo  jf=:tp(x)  zu  bestimmeD,  braocht  man  blos  die  partiellen 
füfereiizialqootiefiten  der  gegebeneD  BedingnogsgleichoDg  aufziuiicheD 
und  diese  darcbeioaiider  zu  diridireo.  Die  Formel  für  fp'  (x)  enthält 
zwar  noeh  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben  kann ,  desseo 
'Werfli  aber  doch  gefunden  werden  kann,  sobald  -x  einen  spezielIeD 
ZMeüwttÜh  bekommt,  weil  sich  dann  die  Gleichung  /'(j^«5)=0in 
eine  numerische  verwandelt.  Man  ist  also  im  Stande,  für  jeden  Zah- 
lenwerth  ron    x  die  zugehörigen  Zahlen wertbe    von   y  =^  ip{x)    und 

^szq>  (x)  anzugeben.  Diess  wird  ans  den  folgenden  Beispielen  noch 
deutlicher  erhellen. 

I.    Wäre  zur  Bestimmung  ton  yz=:g>(x)  die  Gleichung 

r(x,y)=^x^—2if^a^  +  3g^^=0  (3) 

gegeben^  so  wdrde  man  im  Allgemeinen  y  nicht  durch  x  ausdrucken, 
also  auch  seinen  Differenzialquotienten  nicht  finden  können.  Dagegen 
hat  man  nach  dem  Vorigen  t 

mitbin 

Wollte  man  t.  B.  wissen ^  welchen  Werth  (p'(x)  t^tx^ml  annimmt, 
so  setze  man  in  der  Gleichung  (3)  x^^l,  wodurch 

wird.    Hieraus  ergeben  sich  5  Werthe  Von  y,  unter  denen  sich  aber 


4« 

nur  eiD  einziger  reeller  y=2  tindet.  Es  eoUprechen  also  auch  dem 
Wertbe  a;=l  in  (4)  fünf  verschiedene  Werthe  von  9'(.r);  der  einzige 
reelle  darunter  ist: 

,.,,_     3.2^—4. 2^^6_       26 

Efoedso  würde  man  fBr  jeden  anderen  numerischen  Werth  von  x  die 
zugehörigen  numerischen  Werthe  von  9>(ar)  und  g>'(x)  suchen  können. 
IL    Findet  zwischen  a;  und  y  die  Bedingungsgleichung 

/•(a:,3r)=Ä»-y=0  (6) 

statt,  80  hat  man 


folglich 


dy  ^ 


apy*-^^a^lx* 

oder  wenn  man  im  Zähler  und  Nenw^f  fflr  y*  das  kraft  na,  (5)  gleich- 
geltende  afi  setzt  und  dann  mit  a^  hebt 

So  hat  ma^  z?  B.  für  a:=2^.^;3:9i(^)  =  45  mithip    . 

Eben  so  leicht  wurde  man  q/d),  9>'(it)  ^^^'  bestimmen  können ,   weil 
^r  ^>^'  iif  ^<^-  ^8  Ate  fii^ichung  (5)  die  Werthe  |K==V>  Vr  lolgiw;'). 


*)    Bringt  man  die  Qleichwig  (&)  auf  die  Form  ! 

fry  =  J?'     •  ..  :      .  .;; 

fo  erhellt,  dae«  eleh  die  Anfsuchong  des  y  für  ein  ge|febenet  ':r  anf-tfas  Prt^ 
blem  dnv  AvtAiuif  der  IraaMeendenten  Gleichaag 

wenn  41  .ehMihdkaaQfte'lQrdsee  ist,  redusirt    Ehe  vir  ceigen,  wie  rieh  dieie 
nähemngtweis  löten  liül,  i^ollen  whr  erat  bemerken ,  daei  man  immer  belle- 

5 
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§.  10. 
Differetizintion  imaginärer  Funktionen. 

]\lan  kommt  sehr  oft  in  den  Fall,  Funktionen  differenziren  zu 
müssen ,  welche  imaginäre  Grössen  enthalten  und  die  man  unter  der 
Form : 


big  Tiele  Paare  zusammengehöriger  Werthc  Yon  äc  und  p  finden  kann ,  welche 
die  Gleichung  (5)  befriedigen.     G«  folgt  nomlicli  au«  derselben 

p  __\ogP 
X       logX* 

Setzt  man  hier ^  =  l -f- a ,   womit   blos   gesagt  ist,    dass  ^^x  sei,    so    wird 

y=rjr(i-|-a).     Andererseits  rauss  aber  auch  p5i-=:i-|-a  «ein,   woraus   logjf 

log  X 

=  (l-|-a)logX  oder  y=ar'+«  folgt    Vermöge  der  beiden  Werthe  von  p  gilt 

nun  die  Gleichung 

ari+a=ar(l+a), 

weraitt  durch  Hobiing  mit  07  und  An«ziehuii|r  ^er  etten  Wdrzel  folgt 

und  d^nn  wegen  der  Gleichung  |rt=j^(l-;f-a) 

y  =  (l+«)i+». 
Setzt  man  für  a   Bnlchb,'  deren  Z&hler  die  Einheit  ist,   wie  t.  ItJ  \\  |'  e^., 
so  erhält  man  unendlich  viele  Paare  rationaler  zusammengehöriger  Werthe. 

Will  man  dagegen  für  ein  gegebenes  :r  das  zugehörige  p  finden,  als« 
die  Gleichung 

'.         ■■  r  py  t=za  oAer  p=i an  •   -  ♦>     -  — u' 

aiifMäeH,  so  hat  i#an  vermöge  der  Expmienzialreffit«^  die  ^käter  entwickelt 
werden  wird, 

Bricht  man  die  Reihe  bei  irgend  eihem  Gliedc  ab,  so  bleibt  eine  näherangs- 
w«is  richtige  Gleichung  übrig,  die  man  als  eine  algebraUdbe  ?  anMhea  umi 
aus  der  man  durch  Auflösung  najoli  jf  als  Unbekannter  eipHt  MiheroB^wertii 
für  p  finden  kann.  Da  die  Reihe  selbst  conTergirt,  so  lasst  sich  dadurch, 
dass  man  immer  mehr  Glieder  nimmt,  die  Näherung  so  weit  treiben,  als  man 
Witt.  JSin  aehr  lesehftwerther  Anfsatx  lUber  diese«  Mgenataad  ibwinapt  eteht 
im  Archiv  4er  Mathem.  ««  Fhy«.  Tiieil  VI.  S.  16*. .  i 


_J§ 

i  F(ar)tt=d>(jr)+V^:n»'(arX 

darstellen  kann»  wo  nun  0(a:)  und  .^(a)  reelle;  Functionen  von  a:  be- 
deuten. Die  Differenziation  solcher  AjisdrOckehat^keine  grossen  Schwie- 
rigkeiten; denn  man  findet  leicht 

F(a:+Ja:)  —  F(a:) 
i  ^ 

'^  Jx  +  >         1  ^^ 

folglich  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlich  abnehmende  ^, 

F'(:r)=a>'(ar)+V^=l5''(jr)  (1) 

oder 

Die  Differenziation  von  F(x)  kommt  demnach  auf  die  der  ein« 
zeloen  Funktionen  <Z>(ar),  ^(^)  zurück;  kann  man  die  letzteren  nach 
den  bisherigen  Mitteln  differenziren ,  so  ist  hiermit  auch  das  Probieqi 
der  Differenziation  von  F(x)  gelöst. 

Die  Betrachtung  der  Differenzlalformeln  ima^närer  Funktionen 
bietet  darin  einen  grossen  Vortheil  dar,  dass  sich  durch  dieselbe  die 
Differenzialformeln  ganz  verschieden  gestalteter  Funldio^ea  upter  eilten 
Gesichtspunkt  vereinigen  lassen ,  und  dient  somit  zur  Verallgemeinerung 
des  Caiculs.  $a  «iod  ^z.  R.  die^  DifferenzialgleicIlüiigeD  [§.  7.,  no.  (19) 
und  (23)] 


•""»■^^»'"^^"^ 


(3; 


und 


^     dATctau\-x  =  ^^dx  (4) 


wesentlich  gar  nicht  von  einapder.veitechiedep.,    Setzt  man  nämlich  in 
der  ersten  —  ^6  an  die  Stelle  von  ^,  eAält  man  links  die  Gleichung 


oder 


5* 


und 
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und  diess  in  der  That  richtig.    DepD  man  hat  vermöge  der  Formel : 

und  durch  diese  Substitution  föllt  die  Gleichung  (5)  mit  der  in  (4) 
zusammen. 

Ganz  ähnlich  verhlUt  es  sicli  mit  den  Differenzialformeln 

€£ Aresin  V  -^=:  -  dx.  (7\ 

trimmt  man  in  der  ersten  b  negativ,  so  erhält  man  leicht 

Aus  der  %^kandteti  Former  '  '.    v     i    .     »j  ,M 

v/(«+i8V-l)=i/(««4P«)  +  V'ZTAFctaii^     •  •    •    ^    -i 
folgt  andererseits  für 

die  Gleichung  \    ^ 

/(^S==*^^+V^^V^)=i/«tV^lArctao-^^^^        ^'" 
Setzt  ipan  in  der  bekanntcfn'FoMnel     -    ^ 

Arctan   ^  =  Arcsin  2  ^    ^ 


;  Y  -  dr ,  so  findet  man  ^ 

Vbx 


Arctan-^======ArcsiDV  ~^, 


i 


folglich  «ach  dem  Vorigen 


/ 


uod 

V  —1  1   a 

Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  geht  die  Gleichung  (8)  völlig  in 
die  unter  no.  (7)  über^  womit  die  Identität  der  Differenzialformeln  (6) 
und  (7)  bewiesen  ist. 

§.  11. 

IHfferenziation  der  Functionen  mehrerer  unabliängigeu  yariabelen. 

Lässt  man  in  einer  Funktion  mehrerer  vo«  einander  aber  völlig 
unabhängiger  Variabelen  sich  eine  dieser  Variabelen  ändern^  so  zieht 
diese  Aenderung  keine  Aenderungen  der  anderen  Variabelen  nach  sich^ 
welche  demnach  für  die  mit  dem  Inkrement  der  einen  Veränderlichen 
vorzunehmenden  Rechnungsoperationen  als  Constanten  anzusehen  sind. 
Geht  man  also  in  dem  Quotienten,  der  die  Aenderung  der  Funktion 
zum  Zähler  und  die  Aenderung  der  Veränderlichen  znfti  Nenner  hat, 
bis  zur  Gränze  der  Abnahme  überhaupt,  so  erhalten  wir  jederzeit  einen 
partiellen  Differenzialquotienten.  Dagegen  könnte  man  sämmtlichen  in 
der  Funktion  vorkommenden  unabhängigen  Veränderlichen  gleichzeitig 
beliebige  Inkremente  ertheilen  und  die  totale  Aenderung  der  Funktion 
oder  die  Gränze  der  Aenderung  zu  bestimmen  suchen.  In  diesem  Falle 
erhält  man  das- totale  Differenzial. 

Sei  nun  fi^^y)  eine  Funktion  zweier  von  einander  unabhängiger 
Variabelen;  gelien  wir  den  Grössen  jr  und  y  die  beiden  willkührlichen, 
also  von  einander  unabhängigen  Inkremente  Aa;  und  Jy,  so  nennen  wir 
die  DilTerenz 

/•(4:+^^,  y+^y)-/'(a:,y)=:z//(j:,^)  (1) 

die  totale  Differenz  der  Funktion  fix^y).    Dieselbe  ist  auch 
Lassen  wir  nun  Jx  und  Jy  sich  gleichzeitig  der  Null  nähern ,  so  ist 

Lim  A^+-^^>y)-A^>y)c-,^A^>y) 

Jx  dx 
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und 

Ja'  dy      ' 

wobei  die  Differenzialquotienten 

df{a:,y)   ^^    df{x,y) 
dx  dy 

partielle  sind.    Man  hat  demnach  aus  no.  (2) 

dn.,y)  =  ^f^d.^^yldy,  (3) 

Tvoftfr  man  auch  sawellen  schreibt 

dfix,y)=df(x,y)  +  df(x,y).  (4) 

Das  totale  DilTerenzial  ist  demnach   die  Summe  der  beiden  partiellen 
Differenziale. 

Eben  so  leicht  findet  man  allgemeiner 

df{a:,y,z) 

^df(x,y,z)^^      dfix.y.z)   .^dgx.y^z)^^ 

dx  dy  dz 

oder 

df(x,y,i)  =  df(x,y,z)  +  df(x,y,z)  +  dfix,y,z) 
X  y  % 

und  ähnlich  fflr  jede  weitere  Anzahl  von  Veränderlichen. 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  die  sb  eben  angestellte  Betrach- 
tung viel  Aehnlichkeit  mit  der  in  §.  3.  durchgeführten  hat;  In  der  Tfaat 
ist  der  Unterschied  nur  gering;  in  der  Gleichung  (3)  bedeutet  dy  als 
Faktor  des  partiellen  Differenzialquotienten  rechts  eine  Grosse^  welche 
man  auf  irgend  welche  beliebige  Weise  bis  zur  Gränzö  Null  zU  ver- 
mindern  hat;  diese  Verminderung  findet  auch  bei  dem  d|^  In  §  8.  statt, 
nur  dass  sie  da  nicht  Willkiihrlich,  sondern  durch  die  Gleichung  ^=9)  (or) 
von  c^  abhängig  ist,  woraus  am  Ende  der  Rechnung  no<A  die  Förde- 
rung entsjM'ingt,  (üt  dy  «einen  Werth  durch  dx  ausgedruckt  zu  «üb- 
stituiren. 
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Cap.  lY.    Die  derivirten  Funktionen  und  Differenzialquo- 
tienten  höherer  Ordnungen. 

§.12. 

Begriff  und  geomeirisehe  Bedeutung    der  deritfü'ten    Funktionen 

und  Differenzialquotienfen  höherer  Ot^dnungen. 

■» 
Rein  analytisch  betrachtet  ist  die  demirte  Funktion  einer  gege- 
benen Funktion  nichts  Anderes,  als  eine  neue  Funktion ,  welche  man 
nach  einer  gewissen  Regel  aus  der  ursprünglichen  ableiten  kann.  So 
wie  man  nun  schon  in  der  Arithmetik  eine  einmal  aufgestellte  Rech- 
Duogsoperation  mehrmals  hinter  einander  anwendet  (z.  B.  die  Mul- 
tiplikation, durch  deren  Wiederholung  die  Potenz  mit  ganzem  positiven 
Exponenten  entsteht),  so  muss  man  sieh  auch  hier  versucht  fühlen, 
durch  succeitsive  Anwendung  des  nämlichen  Verfahrens,  aus  der  deri- 
virten Function  eine  zweite  derrvirte  Funktion,  aus  dieser  eine  dritte  ri. 
8.  f.  abzuleiten.  So  kennen  wir  aus  einer  gegebenen  Funktion  F(x) 
eine  beliebig  weit  fortlaufende  Reihe  dertvirter  Funktionen  entwickeln : 

r(x).  F"{x),  F^'(x),  ...  F(»-i)(.i:),  JFX«)(a:), 
deren  jede  aus  der  ihr  vorhergehenden  auf  die  näuiliche  Weise  ent- 
springt, vrie  die  erste  ^(x)  aus  F(a;)  selbst  und  in  denen  die  obenan- 
gesetzte   Anzahl   von  Strichen    die  Ordnung  der  derivirten  Funktion 
angiebt. 

Ed  ist  mcfat  schwer,  die  geometrische  Bedeutung  solcher  suoce»- 
nreb  Derivationen  «inzasehen,  so  weit  überhaupt  eine  solche  existirt; 
di«  folgende  Betrachtung  wird  uns  hierzu  dienen. 

E«  sei  in  Fig.  7  OA^a:,  AP=:f(x)  und  die  krummlinig  be- 
grinzte  Fläche  OAPR=zF{a:),  so  ist  nach  den  in  der  Einleitung  aa-< 
gestellten  UntersuchungeD 

AP=f(x)z=:F(a:). 

Wollen  wir  hieraus  F^iai)  ableiten,  so  müssen  wir  auf  F(x),  d.  h.  f{x) 
dieselben  Operationen  anwenden,  durch  welche  F(a:)  selbst  erst  aus 
F(^)  abgeleitet  worden  ist;  wir  haben  also: 

',  ,     ^.     F(X't'Ax)^F(a:) 
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oder  was  das  Nämliche  ist 

Lassen  wir  nun  x  um  ein  Stück  d=AB  zunehmen,  so  ist  BQ=f{x-\-S) 
folglich  f(x  +  d)-f{x)=UQ,  wenn  PU\\ AB  gezogen  wird;  mitbin 

Ziehen  wir  ferner  durch  P  eine  Tangente  ST  an  die  Curve  und  setzen 
^TSA=z^TPU=(a  und  Z:QPT=b,  «o  ist 

folglich 


■o" 


o 

Lassen  wir  jetzt  d  continuirlich  abnehmen,  so  rückt  die  Gerade 
BQ  immer  näher  an  AP,  zugleich  der  Punkt  Q  immer  n$ber  an  den 
Bunkt  T,  folglich  vermindert  sich  auch  der  Winkel  QPT=z(  bestän- 
dig. Ist  endlich  d=^0  geworden,  so  sind  die  Punkte  Qund  T  in  einen 
einzigen  und  zwar  in  P  zusammengefallen  und  es  ist  ^QPT.:^^=ii. 
Die  Grosse  e  nimmt  also  mit  S  gleichzeitig  bis  zur  Gränze  Null  ab  und 
es  ist  mitbin : 

0 

f(x)  d.  h.  FV)=tana), 

woraus  die  geometrische  Bedeutung  der  zweiten  derivirten  Funktion  für 
den  Fall,  dass  die  Urfunktion  eine  Fläche  repräsentirt,  mit  vtilliga 
Deutlichkeit  erhellt.  Wollte  man  hier  weiter  gehen i,  so  würde  man 
aus  dem  Gebiete  der  Geometrie  TSllig  herauskommeil ;  denn  mit  jeder 
Derivation  erniedligt  sich  der  Grad  der  Funktion,  indem  naii^voo  der 
zweiten  Dimension  (die  Fläche)  zur  ersten  (die, Litiie)  und  von  dieser 
zur  nullten,  d.  h.  zur  Zahl  tarn»  gelangt;  eine  weitere  Derivation  hätte 
also  gar.kefne  geometrische  Bedeutung  mehr.  . 

Analog  den  derivirten  Funktionen  höherer  Ordnungep  kann  man 
auch  die  Diflferenzialquotienten  und  Oifferenzialgleicfiungen  höherer  Ord- 
nungen entwickeln ,  indem  man  aus  dem  Differenzialquotienten  für  F'ix) 
den  für  F"(x),  bieraüs  den  fSr  P''(x)  u.  s.  f.  ableitet.  Man  hat 
nämliqh 


u 

Ja:  '         4Lv 

oder  weoD  man  tat  P{x)  seinen  Werth   — -^-^  setzt. 

Nun  ist  aber  dx  von  x  unabhängig ;  denn  es  bedeutet  das  Differenzial 
da:  (oSei  ds,  v^ie  wir  in  der  Einleitung  bezeichneten)  ein  Inkrinest, 
welches  inan  dem  jr  willkfihrlich  g^eben  und  dem  mau  i  nur  die 
Bedingung  unendlicher  Abnahme  auferlegt  hat»  ohne  das  Gesets  am 
bestimmen ,  nach  welchem  diese  Abnahme  vor  sich  gehen  soll,  b 
Bezug  auf  die  neue  Differenziation  ist  daher  dx  als  Constante  anzose- 
hen*)  und  daher  wird 

ddF(x) 

F^jx)—     ^     ^ddF(x)    . 
dx  dx.  dx 

wofiBr  man  die  Bezeichnnfig 

eingefdbrt  bat,  indem  dx  an  der  Stelle  von  {dx)*  steht.  .     . 

Durch  Differenziation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  fCeiter 

"^  .=  F^{x) 


oder 


wofür  man  schreibt 


Eben  so  hat  man  weiter 


dx 


^^5^=«-.«. 
^='-(-)- 


*)  Wäre  x  nicht  unabhängig  Tcränderlich ,  so  wurde  das  Geseto, 
welchem  sich  fix  der  Null  aäbert,  nidit  mehr  beliebig  sein,  denn  s.  B.  fär 
j:=y(/)  wäre.iflte=9'(/)rf/,  und  dann  gilt  auch  im  Allgemeinen  die  Coaae- 
quenz  nicht,  das«  man  dx  in  Besag  auf  eine  neue  DiffertamatulB  für  eoastaat 
aaxosehen  habe. 


5S 

u.  8.  f.  und  überhaupt 

wofür  man  auch  die  Differenzialgleichnng  schreiben  könnte 

Man  intt8$  sich  hüten »  das  n  auf  der  Hnken  Seite  für  einen  Exponen- 
ten in  haltee,  wie  diess  auf  der  rechten  Seite  der  Fall  ist.  Im  Gegen- 
theil  vertritt  es  dort  die  Stelle^  eines  Index,  welcher  anzeigt,  wie  viel- 
mal  nach  einander  die  Operation  des  Differenzirens  auf  die  FuoktioD 
F(jr)  angewendet  worden  ist. 

In  manchen  Fällen  bedient  man  sich  auch  noch  einer  dritten  Be- 
zeichnungsweise,  welche  oft  sehr  vortheilhaft  ist.     Man  schreibt  näm- 

lieh  an  die  Stelle  von      ^  ^  einfacher  D^F{a:) ,  so  dass  also 

'f-^^  =  Fin)(a:)  =  DnF(pr) 

ist.  Diese  Bezeichnung  hat  das  Bequeme,  dass  man  bei  Funktionen 
mehrer  Veränderlichen  die  Grösse,  nach  welcher  diierenzirt  wird,  [eicht 
als  Marke  anhängen  kann;  z.  B, 

wobei  der  nte  Differenzialquotient  partiell  nach  y  genommen  ist. 

§.  13. 

Höhere   Differenzialiiuotienten   der   Summen ,    Differenzen ,    Pro- 

dukte  und  Quotienten  zweier  Funktionen. 

So  wie  wir  früher  untersucht  hatten,  nach  welchen  Regeln  sich 
die  ersten  Differenzialqnotienten  solcher  Funktionen  bilden,  welche  aus 
zwei  anderen  mittelst  der  vier  Spezies  zusammengesetzt  sind,  so  mlis- 
ißen  wir  nun  auch  die  höheren  Differenzialquotienten  von  Ausdrücken,  wie 

zu  entwidceln  «ncheo.    Diess  hat  namentlich  für  die  beiden  ersten  nicht 
die  geringste  Schwierigkeit. 
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1.    Nach  dem  Frfihcteii  ist  btkaBDtlich 

ax  dx  dx 

Bemerkt  man^  dass  wenn  zwei  Funktioneq  einander  identisch  sind, 
auch  ihre  Differenzialqiiotienten  es  sein  mfissen,  so  erhält  man  durch 
eine  fernere  beiderseitige  Differenziation : 


d:^W(x)±'^{xy\_d^ip{x)  .  d^jx) 
dx*  d^'^    dx*   ' 


Eine  nochmalige  Differenziation  wfirde  geben 

d^  [y (a?)  j:  ^  (jt)]  _  d^<p(x)  ,  d^x) 
dx^  ~   dx^  dse^ 

and  hieraus  erhellt^  dass  überhaupt  die  Gleichung  giK 

Ar"  dx^  2i* 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

D^[fp{x)±ni,{x)]:=^D^x)±D^{x),  (2) 

and  eben  so  hat  man  die  Differenzialgleichung : 

**[9(^)±^(^)]=<^g>(^)±*^(^).  (3) 

n.    Etwas  yerwickelt^r  gestalten  sich  die  höheren  Dlfferenzial^ 
qootienten  des  Produktes  zweier  Funktionen.    Aus  der  Glefthüng 

di ^^^>-2i-  +  -S-^(^)' 

folgt  Zunächst  durch  Differenziation 

d^>p(x)H>(x)\  _ ^, ^^d^x)  .  d'^jx)    dip{x) 
d^ '^^'^'~d^^~d^'~dr 


+  ^-^+^V.). 


d.L 


dx*  ^^         dx*     '       dx         dae  rf**      • 

Hieraiui  erhält  man  durch  eine  weitere  Differenziation 
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^■dx'da;^    ^     «fcr«     *    da: 


d^x)  d$(f^     df(x)     , 


das*   '    rfa;  rfa» 

oder 

rfa[y(j:)iKJ^)] 

Betrachtet  man  die  Weise,  in  der  sich  hier  die  Coeffizieoten  bilden, 
so  wird  man  leicht  bemerken «  dass  dieselbe  mit  der  Rekursionsformel 
für  die  BinomialkoefBzienten  identisch  ist.  Denn  die  obigen  Coeffizien- 
ten  entspringen  durch  c^uecessive  Addition  je  zwei  vorhergehender  nach 
dem  Schema 

1,1 

1,2,1 

1,3,3,1 
etc., 
welches  zugleich  das  Bildungsgesetz  für  die  Binomialkoeffizienten  ist 
Belichtet  man  noch,. dass  in  Formel  (1)  die  Differenzialqaotienten  von 
q)(x)  der  Ordnung  nach  fallen,  die  von  '^/C^:)  eben  >so  regelmäsejg. stei- 
gen, so  darf  man  mit  vieler  Wahrscheinlichkeit  folgendes  Gesetz  ver- 
muthen : 

Seine  Richtigkeit  erkennt  man  leicht,  wenn  man  unter  einstweili- 
ger Annahme  desselben,  die  Form  untersucht,  welche  der  nächst 
höhere  Differenzialquotient  bekommen  muss.  Durch  nochmalige  Dif- 
ferenziation  ergiebt  steh  nämlieh  aus  (2) 


+  ""~55»~'     rfar— »    +*'*~2i8     •     da:—« 
+ 

«I— t»(g)   £39^  .  __  <l»»(j;)rfy(j:) 

^~1^ 2^+     Ar-+»     ''^*^' 

und  wenn  man  die  Glieder  in  diagonaler  Richtung  ziutanunenniinmt, 

PO.  <^^[y(jr)t>;(dr)]  __ 

Zieht  man  je  zwei  der  in  Klammern  stehenden  BinomtalkoelBzienten 
nach  dem  Satze*) 

.  Hp-l  +  Wp  =  (m  +  l)jl 

far  0  =  1,  2  y  3 , .  • . .  n  in  eined  zusammen  ,  so  ist  jetzt 

i- 

*;    £«  Ut  DämlSch 

_  Jl(«--l)(it-2)...(w^j>  +  l) 

''^ räTa:^:? 

^ H(lI>-|)Oi,->g).  .(n^y4-2) 


alio 


folglich 


_     n+l 


d.  i.  TenuOge  d«w  Werthes  von  Hp 

^^^^^  -  ro::;? v 

wobei  die  rechte  Seite  nichts  Anderes  als  in-\-V)p  ist,  wie  man  sogleich  über- 
•idbt,  weon  man  in  der  Formel  für  Up  statt  »,  «4-1  setit 


g9 

...  +  (Ä+i)«^.^^ +     d:r«+i     9>W- 

Denselben  Ausdruck  für  den  (n-f  l)ten  Differenzialquotienten  würde 
man  aber  auch  erhalten ^  wenn  man  in  der  Formel  (2)  n -f  1  fflr  n 
setzt.  Das  h3rpothetisch  angenommene  fiildungsgesetz  der  höheren 
Differenzialquotienten  gilt  demnach  ffir  die  (9t-|-l)te  Ordnung  ^  wenn  es 
für  die  nie  richtig  ist ;  da  es  aber  für  die  erste  Ordnung  gilt ,  so  muss 
es  jetzt  allgeneiD  gültig  sein. 

Man  kann  das  Theorem  in  (3)  auch  io  folgender  Form  darstellen 

^[9>(^)if  (^)1  =  ) 

^(a:)Z)«9(ar) +?iiZ)^(ar)/)«--iy(a:)  +  »f2Z>at(a?)i>»-«y(*)+...    (  (3) 
...  +  w„_iZ>»-it/;(^)Dg)(ar)+Z>;if^(ar)g)(^).  ) 

Schreibt  man  die  Reihe  rechts  in  umgekehrter  Ordnung  und  berück- 
sichtigt^ dass  Ttn— ji=nji9  n»— 2=7129  ^11-3=  ^3  etc.  ist,  so  kann  man  auch 
setzen 

Ist  einer  der  Faktoren  constant  y  etwa  if;  {x)  =  a^  so  sind  die  Differen- 
zialquotienten 

D^{x),  D^'Pix),  D^'^{x),...l>'^(^)      . 

sSmmtlich  =0  und  folglich  bleibt  na;ch  (3)  und  (4) 

_  ^  .  i>»[a9(ar)].=;  aD^(p(x).  (5) 

Hl.    Auch  für  die  höheren  Differenzialquotienten  der  Quotienten 
zweier  Funktionen  wie 

kann  man  allgemeine  Formeln  aufstellen  ^  deren  Gesetz  aber  ziemlich 
verwickelt  ist.  Wir  können  sie  aus  doppelten  Gründen,  übergdiep;  einer- 
seits^ weil  sie  iaat  nie  gebraucht  werden  und  andererseits,  weil  man 
in  den  wenigen  Fällen,  wo  man  «ie  brauchen  konnte,  die  Aufgabe  leicht 

auf  die  vorige  reduziren  kann.    Setzt  man  nämlich  — 7-7  =  y(x),  so  wird 
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kaoD  man  ottn  im  specielleo  FaHe  der  Aniveodang  die  höheren  DiSe- 
renzialquotientan  yod  %(a)  entwickeln ,  so  giebt  di*  Anwendiuig  de»  y#* 
rigen  Theoremes  (5)  unmittelbar  die  höheren  Differenzialquotienten  des 
Produktes  q>(a)%(a)y  indem  man  sich  nur  die  Funktion  ifi(ar)  dort  durch 
%(ap)  ersetzt  denkt. 

IV.    Zu  bemerken  Ist  endlich  noch  der  Satz:  w^n'F(a:)  =  g>(a:) 
-f  V  — l-^C^r)  ist,  so  wird 

▼on  deinen  Richtigkeit  man  sich  leicht  durch  mehrmalige  Wiederho- 
lung der  Betrachtungen  des  §  10  Ofoerzeugen  kann. 


$  14. 
JDte  höheren  IKfferenzial^otienten  der  wichtigsten  algeiraisehen 

FuiJitionen. 

L    Für  die  Dilerenziation  der  Potenz  xf*  Jcänta  man  sehr  leicht 
das  allgemeine  Gedetz  entdecken ;  man  erhält  närolicb  der  Reihe  nach 


i'>-> 


;^^=^(„-rl)(,*-50^' 


oder  .aberfcaupt  «»^^7  =  ^(^) 


Z)i.(a:M)  ==  |4;(^i^J)(>— 2)..,(|*.--.n— 1)J^  (1)       • 

Belspleb  IAäzu  alnd  [»=  —  1,  |ti=:  —  g^,  för \relche speztelien  Werthe 
man  findet 

..        ■z),/l)=(-l)':l>3.5^2n-l)  .      (3) 


«1 

IL    Es  ist  hiernach  auch  leicht,  die  höheren  Differeozialquotien- 
ten  der  allgemeineren  Funktionen 

zi|' entivickellD.    Denn  setzt  man  a-f4a?2rsj;,  so  ist  nach  (1)' 
Andererseits  hat  man  .vi.. 

^  '     tF^    [rf  («+»*)]»        (fidxy 

Führt  man  dieses  nebst  dem  Werthe  von  z  in   die  vorige  ^letehuog 
ein,  so  ergiebt  sich  nach  beiderseitiger  Multiplikation  3mt  b^  , 

Dn{a+ba:y*  =  ^(fi— l) (fi-2) . .  (fi'^ir^l)bn(a  +  bx)f^^.  (4) 

Specielle  Fälle  bilden  z.  ß.   die  Annahmen  f*= — 1,  ft=: — ö**  wofür 
man  bekoi)unt  ,     .^  ^ 

und  entsprechend  für  degative  b 

jyn(       1       .      1.2.3...  nA" 

III.  Die  so  eben  entwickelten  Formei«  können  selbst  wieder  zur 
Aufsuchung  der  höheren  Differenzialquotiente^.  Zusammengesetzterer 
Funktionen  benutzt  werden,  sobald  diese  letzteren  siÄ  auf  trgeiifl  ^Üe 
Weis^  in  andere  von  der  oben  betrachteten  Form  zerlegen  lassen. 
Einige  der  wichtigsten  Falte  der  Art  sind  folgende« 
:.!,., vAif/?l4??',I^Uie.,Ze,rjLßgung  darstellenden  identisdien  Q|bficlMi^^:,^<l 

1        ^1(1^       1         I 
a^—b^x^     2aU+ÄÄr      -^a^hxS 

folgt  sogleich  nach  §•  13  no.  (2) 


d.  b.  nachnPormel  (5)  * 

_1   f(— l)«1.2,.w6''_(— I)"1.2..ii6>») 
'"2a{     (a  +  ^xy^^  (--«+&ir)«+»  r 

d.  1.  wenn  man  die  gemeinschaftlichen  Faktoren  absondert, 

jyn/  \  N_(-l)"1.2..7l^i  1  '  l ) 

^Va«— 6W  2a  |(afÄa:)»+i       (-a  +  6ar)«+M*       ^^^ 

Darch  ganz  das  nämliche  Verfahren  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 
r       ^   _  1  j     1      ,         1        j 

die  Differenzialformel 

Diese  Formeln  lassen  sich  noch  etwas  weiter  ausdehnen  ^  wenn  man 
die  wttikührliche  Constante  a  imaginär  nimmt^  also  etwa  aV^^  =  iit 
fär  a  sätzt.    Es  wird  dann  aus  (9) 

jTw/         1         \ (-l)''L2,.w6n(  1 1  j 

oder  wenn  man  rechts  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt 

^V«HÄ«W""  2ai  •  (a2+Ä2a:2)«+i 

Setzen  wir  nun>  um  die  imaginären  Ausdrücke  los  zu  werden , 
at + Aa?=  Q  (cos  «  +  isin  ») 
— !  Ol  +  Äa: = ^'  (cos  «' — i  sin  co') , 
80  folgt 

Q  COS  Cd  =Bx,  p  sin  09  =  a 
p'cos  cD*=zAx,  q  sin  o/=^a 
wd  hieraus 

(p  cos  »)« + (p  sin  w)2=  a« + A«;r« 

tan©=:^-- 

(q'  cos  w')*+  (p'  sin  »0*=«*+^*^* 
tan  ©  =  r- , 

folglieh  wenn  A  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet 
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Q  =  (a«  -f  i6*ar*)^,  w'  ==  Arctan  t~  +  ä«  , 
also  q=q'^9  «=oo'  und  mithin 

_  (—1)«  1.2 >.«/>*   [g (cos CT  +  i sin  ci))3»+^— [^ (cos o^isin <i))]»-f » 
~  2fli  •  (aa+Ä2^2)nfi 

_(-~l)''1.2.,yi6"(»"i^  cos(yg+l)c>+fein(w+l)CT— (cos(nHhl)CT— tsin(n+l)o) 
"■  2ai  •  (a2  +  Ä2ar2)«+i 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  g 

jy^f       1        \  _  (— l)nl.2..OT6''       sin(n+l)(P 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  in  dem  Werthe  von  ct  die  ganze  Zahl 
A:  =  0  sein  muss.  Denn  da  die  linke  Seite  der  vorsteheodeD  Gleichung 
für  negative  a  die  nämliche  bleibt  wie  für  positive,  so  muss  diess 
auch  mit  der  rechten  Seite  der  Fall  sein.  Diess  kann  aber  ntir  ge- 
schehen, wenn  für  negative  a  der  Bogen  negativ  wird,  wo  dann  Inder 
That  wegen  des  negativen  Divisors  a  der  ganze  Ausdruck  positiv  aus- 
fallt. Es  kann  aber  für  negative  a  der  Bogen  cd  =  Arctan  j—-\^kxmix 
dann  negativ  werden,  wenn  A*=0  ist,  und  so  ergiebt  sich 

Wendet  man   die  nämUchen    Transformationen  auf  die  Gleichung  (10) 
an?  so  findet  man  ebenso  leicht 

cos  [(m  +  I)  Arctan  T^^ 


*)  Flir  in  der  Sprache  der  Analysis  weniger  Geübte  möge  hier  noch  die 
Bemerkung  stehen,  dass  ein  Ansdrnck^  wie  sin  {mAtcUanz)  gewissermassen 
eine  alg;ebraisch  geometrische  Aufgabe  involvirt,  die  sich  auch  leicht  analy- 
tisch lösen  Kisst.    Es  sei  nämlich  ein  »pitocr  B«g«ti  U  gegeben^   dessan  Tän«- 


Ib  ähslielrarrWieiii«^  ivie  wJr  m  eben  die  Tkeomile  tL  und  l¥»tM  §.  i3 
zur  Eitwiokeiu^  der.  kok^rea  Differeoxialqtaeiieiiteii  einer  ^twaszasam« 
mengesetzteren  Funktion  benutzt  haben ,  können  wir  auch  das  Theorem 
IL  das.  zu  gleichem  Zwecke  anwenden.    Wäre  z.  B.  die  Funktion 

zu  differenziren ,  so  nehmen  wir 

wodorch  sich  ergiebt: 

1  1 


V(x)^(a:): 


V(a+bx)(ar--bx)     V^««— A»«*' 
folglich  ist  nun  nach  dem  genannten  Satze 


gente  »  heissen  möge ,  derselbe  m  mal  genommen  Und  die,  Aufgabe  gettelit, 
den  Sinns,  von  mu  durch  die  Tangente  von  u  ausKadrficken ,  so  hat  man  hierin 
den  einfachen  Sinn  Ton  sin(mArctan2;),  und  die  Aufgabe  selbst  ^iirde  sich 
leicht  nach  der  algebraisch  -  geometrischen  Methode  losen  lassen.  Man  kann 
sie  aber  auch  mit  Hülfe  goniometrischer  Formeln  behandeln ,  wie  im  folgenden 

Beispiele.    Es  ist  sin  3f/=3sintt — 4sin^ti;  oder  weii  immer  sin?/=r:    ^       —=: 
^  \  ^l  +  tan^?/ 

ist 

tan«  /      tanf/       x* 


sin3tl=3 


<la  aber  tan  21  =  3  als  bekannt  Toransgesetzt  wird,  so  folgt 

»               •       «      \^ 
sin  (3  Arctan  »  )  -=  3  -7=:  —4  /  ■ )  . 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  für  jedes  positive  ganze  ?n  mit  Hülfe  der  go- 
niometrischen  Formeln  Ausdrücke  wie  sin  (»z  Arctan  2)  und  cos  (/»Arctan 2) 
vollständig  entwickeln. 
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doer  wenn  man  die  Formeln  (8)  und  (6)  des  vorigen  Paragrietpitea  för 
7i=it,  n  —  1,  n — 2,..,  und  n=l,2,3,.,.  in  Anwendung  bringt 

1       1.3.5...  (2w-l)Ä»  l.b  1.3.5;..(2«— 3)Ä»-» 


1.3. ^g 1.3.5...  (2yi-5)^«-g 

Bemerkt  man ,  dass  bier  alle  Glieder  den  gemeinschaftlicben  Faktor 

bn^ 

besitzen,   multiplizirt  und  diridirt  dann  nocb  die  rechte  Seite 

1.3.5...(2«— 1) 

(a— Äa:)«(a+Ä;r)»' 
so  erhält  man 

1.3.5...(2»— 1)Ä»     (,      ^  ^        l.«i    ,      ,   ,     ,,       ,    , 


+(ra!?£=^(«+^^^^ 


(13) 


womit  die  Aulgabe  gelöst  ist. 


§15. 

JHe  höheren  Differenzialijuotienten  der  wichtigsten  iranscendenlen 

Funktionen. 

'   I.     Für  die  Exponenzialgrosse  hat  man  folgende  Reihe  von  Glei- 
chungen ; 

üx 

d^{e^)^^d(e^) 
dx^  dx 

dx^  dx 

u.  s.  f.. 


also  Iberbaupt         -' 

ein  sehr  einfaches  Resultat. 

II      Die  DiffereoziatioD  logarithmisch^  Fanktiooen  kommt  immerj^ 
auf  die  von  algebraischen  Funktionen  zurGck ,  weil  der  erste  Differenz  '^ 
zialquotient   des  Logarithmus  eine  algebraische  GrUsse  ist    Man  hat 
nämlich 

^*=:  L 

fo^ieh 


d.  i.  im  AHgemelnen 


d^U 

"(i) 

dx*' 

-    dx 

d^lx 
n. 

8.   f. 

d^lx 

*-'d) 

oder 


Hithin  ist  nach  Formel  (/!)  §14,  wenn  man  da8«Ibst  n  —  1  für  n  setzt, 
l>.te  ^  (-1)»-U.2.3....(n-1)^  (2) 

wobei  man  im  Falle  n  =  l  die Faktorielle  1.2..«(n  — 1)  für  I  zu  rech- 
nen hat»  wenn  die  Formel  allgemein  gültig  sein  soll.  —    Aus  der  Glei- 

chuDg 

findet  man  eben  so  leicht  durch  (n — I)malige  IMfferenziafion 

d.  i.  nach  Formel  (5)  in  §  14, 

DnKa^ba:)  =  (^1):;::^  2.3      (n-l)A> 
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uo  hinsichtlich   der  Faktorielle  1.2.3...(it — 1)  die  nämliche  Bemer- 
kung gilt,  wie  vorhin.  —    Bemerkt  man,  dass 

/)/  /«+^^^\ 2a6 

ist,  so  folgt 

mithin  nach  Artikel  III  in  §  14  * 


(4) 


wobei  man  wieder  wie  dort   die   Binome    (a  +  Ä;r)"  und  (a  —  bx)^  ent- 
wickeln kann. 

IIL  Von  den  goniometrischen  Funktionen  sind  es  nur  zwei ,  deren 
höhere  Diffcrenzialquotienten  sich  anf  dem  bisherigen  gewöhnlichen 
Wege  entwickeln  lassen  und  diess  sind  der  Sinus  und  Cosinus.  Für. 
die  übrigen  Funktionen  ist  das  Bildungsgesetz  der  höheren  Differenzial- 
quotienten  nicht  der  Art,  dass  man  es  sogleich  übersehen  könnte,  wodurch 
man  genöthigt  wird,  sich  in  diesen,  wie  in  vielen  anderen  F&llen  nach 
neuen  Methoden  umzusehen. 

Was  nun  den  Sinus  betrifft,  so  findet  man  leicht 

— 3 —  =  cos  X  =  sm  (-^  +  x) 
dx  2 

c^sina:  .  .    ,2jt  .     . 

-^-^-  =  — sm:i:=:8in(-g-  +  a:) 

d^aXnx  ^.    /3;r  ,     . 

^^-^^  =  -  cosar=sm  (-2 +*) 

rZ^sina:  •     _  •     /^^  .     \ 

u.  s.  f. 
Man  hat  also  allgemein 

rf"sindJ  rw    •  •  -/^^    I  ^\  /«t\ 

-gjjp   Z)»  sip  j:=:  sin  (-^   +0:).  (5) 

Man  kann  sich  darüber  auch  »och  Folgendes  merken.    Die  ganze  Zahl 
n  kann  von  folgenden  vier  Formen  sein : 

4m,  4m  +  J,  4w  +  2,  4m  +  3. 

Für  die  erste  ist 


«1 

Bad' 


■'  I'    .  ■       :'  •  ■  -Ja  •■' 

für  die  zweite: 

SiD  {~-^x)^s\n  (2m7r  +  ^+;r)=co8a:, 
für  die  dritte:  0^ 


sin  ( -^  +ar)=:sin  (2m  +l;t +j:)=— sino^, 
uod  für  die  fjerte : 

sin  (  ~?^  +0:)  :=  sin  ( linit  +  ^  +ar)=:— cosu:. 

Man  kann  daher  auch  sagen:  es  ist 

j  Z>»sinar=+sina:,  -f-cos^r^  —  siOi2?,  — cos^r, 

liej        wobei  die  vier  verschiedenen  Werthe  den  vier  Formen 

n=4m,  4m  +  l,  4/n  +  2,  4?ii+3 

correspondiren. 

Man  hat  ganz  ähnlich 


d  cos  X  .  /  ^  I     \ 

— -= —  = — sinj:  =  cos  (77  +  ^) 
dx  l 

-2^=  —  cosa:  =  cos  ( -^ +^) 

^   *-r-|-^  =  cos  ar=  cos  (-^-f-o:) 

u.  s.w., 

also  im  AllgemeiMn:< ' 

rf"cosx      -.  n;r  ,     V  fR\ 

— -= =/>»cos  a?=cos(-77-+a:).  (0) 

Dorph  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtung  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  diess  auch  so  ausgedrückt  werden  kann:  es  ist 

Z>«  cos  ;!?=:+ cos  ;r,  — sinar, — cosa*,  +sinar, 

*■'         je  nachdem 'für  n  die  Formen 

n=4my  4m+l,  47h-|-2,  4m+3 

gelten. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (5)  und  (6)  ax  für  a-,  so  tritt  [d{ax)Y 
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d.  h.  a"Är"  an  die  Stelle  von  dx^  und  man  bekommt  dann  durch  bei- 
derseitige Multiplikation  mit  ««  leicht  die  etwas  allgemeineren  Glei- 
chungen : 

Z>»»sinfl:r  =  o»sin  (^+im?)  (7) 

nn 


Z>»  cos  aa=:a"cos(-^  + aar).  (ß) 


IV.    Die  Differenziationen  der  cyklometrischen  Funktionen  redu- 

ziren  sich  auf  die  Differenziationen  algebraischer  Ausdrücke.    Man  hat 

nämlich 

^.      .    b  b 

Z>Arcsin  -^  =  Ar  o>      jlq  =b 

Z>  Arctan  —  a:  = 


und  daraus  folgt  durch  (n  —  1)  malige  beiderseitige  Differenziation : 
^  Aresin  ^:r=Ä  /)«-i  (:^^=|^,) 

und  ivenn  man  die  auf  der  rechten  Seite  angedeuteten  Differenziationen 
dadurch  ausführt,  dass  man  in  den  Formeln  (13)  und  (12)  des  vorigen 
Paragraphen  n  —  1  für  n  setzt: 

Z>"  Aresin --a;=  /q\ 

und 

.          {-ly-n  .2- .  (n-1)*" sin  (nArctan /j 
/»"Arctan-a:^- --.      QXf) 
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§16. 
Die  höheren  Differenzialquotienten  der  Funktionen  von  Funktionen. 

Wir  haben  in  §.  7.  gesehen,  dass  wenn  die  Funktion  F{a:)  n|i^^ 
dem  Schema  ^'^f 

F(a)=:/[9)(a:)] 

zusammengesetzt  ist  und  zur  Ablsfirzutig  (p(x)=ff  genommen  wird,  die 
Gleichung  gilt 

oder  vermöge  der  Werthe  von  F(x)  und  y, 

Df[<piai)]=r[q>(xy]g>'(x),  (1) 

wobei  das  Symbol  /*'[9>(a:)]  bedeutet,  dass  man  der  Funktionierst 
eine  beliebige  Variabele  y  leihen,  nach  dieser  als  unabhängiger  Ver- 
änderlichen die  Funktion  f(y)  differenziren  und  endlich  nach  geschehe- 
ner Differenziation  y.=  9>(a7)  setzen  soll.  Um  jetzt  die  höheren  Diffe- 
renzialqnotienten  der  Funktion  f[(p(x)1  zu  erhalten,  differenzhren  wir 
nach  einander  die  Gleichung .  (1) ;  es  wird  dann 

oder 

B'f[q>(x)]  =r  [<p  {X)]  <p"  (x)  +  f"  [,,(*)]  [^'(a:)]«. 
ferner : 

+r[9(*)]29''(*)9'''(*)+[9''(^)]y[v(^)]9'V) 
oder 

D^f[^{x)\  =f  [g>  {x)\  ffT  ix) + 3r  [9>(^)]  q>"{^)  9>'(^)  +r[9(^)]  E^'  (^)]'. 
Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  dieses  Verfahren  beliebig  weit 
fortsetzen  lässt,  aber  es  ist  nicht  üo  leicht,  das  allgemeine  Gesetz  zu 
entdecken,  nach  welchem  sieb  irgend  ein  solcher  beliebig  aus  der  Reihe 
herausgegriffener  Differentialquotient  unabhängig,  von  allen  seinen  Vof-» 
gängern  hinschreiben  Hesse.  Dagegen  wird  dieser  Calcöl  weit  elegan* 
ter,  wenn  man  für  die  Funktion  q>(a:)  verschiedene  Spezialisirungen 
eintreten  lässt,  wobei  die  Funktion  /immer  noch  ganz  beliebig  bleiben 
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kaon.  Die  bemerkeoswerthesten  Fälle  dieser  Art  ^ind ;  {p{a:)=za:X,  wo 
l  eine  ganz  beliebige  Grosse  bedeutet ^  q)(a:)=e'  und  q>  (x)  z=z  Ix, 
welche  wir  in  den   nächsten  Paragraphen   behandein  wollen. 

^"  Independente  Bestünmutig  von  D^f(x*'). 

Durch  sujccessive  Differeuziatioa  der  Funktion  f(ar)  gelangt  man 
leicht  zu  den  folgenden  Gleichungen : 

U.    8.   f. 

Man  übersieht  bald  ans  dem  Gange  der  Rechnung  selbst.,  dass 
hierin  im  Allgemeineo  folgendes  Gesetz  liegt: 

n        n  n 

worin  Ai,  A^^  ••..  An  gewisse  constante^  blos  von  X  und  der  Ordnung 
der  Differenziation  abhängige  Coeffizienten  bezeichnen.  Man  kann  da- 
für auch  schreiben: 

Dnf(a:X)  = 

^{A,a^fX:v^nA^x^r(a:^y^A^a:'<^rX^^  ^^ 

und  sich,  wenn  man  will,  leicht  mittelst  des  Schlusses  Ton  n  aufn-|-l 
von  der  formellen  Richtigkeit  dieser  Gleichung  überzeugen. 

Hier  handelt  es  isich  nun  noch  um  die  Bestimmung  der  CoefBzient^n 

n         n         n  n 

Alf     A^y     A^i  mm^lAuf  "^ 

ZU  welcher  man  durch  folgende  Bemerkung  sehr  leicht  gelange«  käpo. 
Die  Werthe  der  fraglichen  : Koeffizienten  hängen,  nur  vqq  A.  und.  »i^ 
nicht  aber  von  der  Natur  4er  Funktion  /  ab;  ist  ilian  also  iiu^t^qde« 
für  Irgend  eine  S|>eztalisirung  der  F)inktioB  f  die  Wei;the  jener  Coetlfi« 
ztenten  zu  bestimmen ,  so  gilt  dann  diese  Bestimmung  auch  kn  Allge- 
meinen für  jede  andere  Funktion  /.  Die  passendeste  Spe^ialisirung 
dieser^  Art  ist : 


/•(y)==a+y)*.  al8oA4f^=(l+^)«,-  '       (2) 

daraus  folgt  für  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  p : 

oder,   wenn  man  das  aus  p  Faktoren   bestehende  Produkt  «(/« —  !)•• 
..  (« — p  +  1)  mit  [wj  bezeichnet  und  y^=x^  setzt, 

maB  /(P)(a:^)=[nf(l  +  .T^)»-1».  (3) 

Nimmt  man  hier  p  =  l,  2,  3,  ....n^  so  kann  man  alle  auf  der 
rechten  Seite  von  der  Gleichung  (1)  vorkommenden  derivirten  Funktionen 
angeben,  wodurch  map  erhält: 


Im 


UJBf 


i 


VI 


^  { Ai  ln]a:^(l-t^)^^  +  i^  Wa:?^(l  W)"-*  +  A^ln]a:^(l+a^)«-'^+ ... 


...-\-An[n]a:-h.  ^^^ 

Andererseits  kann  man  den  Werth  der  linken  Gleite  auch  noch 
auf  einem  anderen,  von  der  Kenntniss  des  Theoremes  (1)  unabhängi- 
gem Wege  erhalten;  bezeichnet  man  qämiich  die  CoeflSzienteu  von  z, 
2^,  z'  etc.  in  der  Reihe  für  (l+z)^  mit  ni,  n^,  n^  etc.,  so  Ist 

da-   I  (1+a:^)» 

I  =  1  +  Wi^r^  +  n^x^  +  n^a:^  +  ••••  +  Pn^c^ 

(l)    l  und  wenn  man  die  Formel 

beontzt,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden; 

Vergleichen  wir  dies  mit  dem  unter  No.  (2)  gefundenen  Resul- 
tattf,  ttitd  setzen  zur  Abkflrznng  a^^ny,  so  wird 

=Ji[n]y(l-hy)»-i+l.[4v«(l+3,)'»-H^8[n]y»(i^^)«-«^..... 
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Aus  dieser  Gleichung,  welche  für  jedes  y  eine  blosse  Identität 
darstellen  muss,  lassen  sich  leicht  Relationen  ableiten,  welche  zur 
Bestimmang  der  CoeilGzienten 

n  n         n  « 

^1  »  ■'^  »  ^S   ,  •  •  • .  ^s 

^Unreicben.    Verwandelt  man  nämlich  die  einzelnen  Potenzen 

(l+.y)— >  ,  (l+y)»-«  ,  (1+.V)»-»,  .... 

in  Reihen,  weiche  nach  Potenzen  von  y  fortschreiten,  so  ist: 

«i[%+ «a[2%*+ «8P%'  + +  «»[»l]y» 

=  äi[ni{y  +  (n-l)iy«+(«-l)ay'+. +  («-IV- ,j"( 

+  ^[«1  (»* +(«-2)i  y»+(»«-2)ay*+ +  («-2V_^I 

+  ^8  W  {y»+  («-3)1  yH(«-3)ay«+ ....„  +  (n-SV-^y"  | 
+ 

+JLi[w]'tV-^+ii»"i 

+  i„[n].v" 
Ordnet  man  hier  die  verschiedenen  Glieder  nach  Potenzen  von  x, 
so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Gestalt  an : 

»1 1% + «» [2%»+ «8  [3%» + + «»  mV 

n        1 

=Ai[n]y 

+  Mi[«](«-I)«+^2W(«-2)i+4.t«3)y* 

+  {iit«](«-l)8+^a[«](«-2)«+Arf(»«-3)i+^4[»1}y* 
+ 

+  Ml  [«]  («-l)«-i  +  -3a  [»1  (n-2),»_a  + ....  +  ^«-n  H  l»  +  i»[n]  }y". 

Da  diese  Gleichung  tat  jedes  beliebige  y  eine  rein  identische  sein 
muss,  so  ist  nOthig,  dass  die  CoeflBzieDten  gleicher  Potenzen  von  y 
selbst  identisch  sind,  dass  also  folgende  Gleichungen  gelten: 


«« 


[21]  =  ^,[m^  («-!), +J,[nl 


74 

fi,  [31]  =  i»  [«i(n-l)a +ia  [4  («-2)i  +  ^a  [«] 

«^[4l]=i,  [i.](n-l),  +i,[n](n-2)a+^,  [nl(n-3),  +  J^Cnl 

«„[ni]  =  J,  [«](n— l)»-i+Jla[«](»i-2),^+....+^»-i  [^ii+An[n]. 

Setzt  man  fär  jeden  Binomialboelfizienten  seinen  Werth  nach  der 
Formel 

tn(m — 1).-.  (m —  y+ 1) 

"•«-  1.2....y. 

und  fiQr  [n\  ,  [n]  ,  [n]  etc.  ihre  Werthe  n  ,  n(n— 1) ,  n(n— l)(ii— 2)  etc., 
so  erkennt  man ,  dass  sich  die  erste  Gleichung  durch  n  aufdiviren  ISsst, 
die  zweite  durch  n(n— 1).  die  dritte  durch  n(n— l)(n — 2)  etc.,  die  letzte 
durch  n(n— 1)....2.1.    Nach  Ausföhrung  dieser  Divisionen  bleibt: 


1.2-1  ''»+^» 


n 


1.2.3— 1.2^1+ l'*«^^"*»  )     (5) 

rOn;i=i.2....(n-l)"^»  +  1.2....(n-.2)  ^+-+  T^»-i+^«i 
Diese  n  Gleichungen  reichen  hin,  um  die  n  Unbekannten 

nun  n 

za  bestimmen.  Da  wir  später  noch  eine  ähnliche  Aufgabe  su  behandeln 
haben  werden,  so  schalten  wir  hier  die  Losung  des  folgenden  etwas 
allgemeineren  Problemes  ein: 

„Seien  ki  ,  k^  ,  k^  ,  .*..  kn  bekannte,  x^  3  x^  ,  x^  ,  .•••  j?n  un- 
bekannte Grössen  und  zwischen  beiden  die  Gleichungen  gegeben: 
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17273.4""!. 2. 3"^1. 2"^  1  +^4 


y  (6) 


1.2....w~l (n-l)^1.2....(w~2)  +  --^    1     +'^" 

man  soll  hieraus  die  Unbekannten  eliminiren.  ^ 

Wollte  man  irgend  eine  der  Unbekannten,  ettra  Xp,  wo  p  eine 
der  iSahlen  1,  2,...n  ist,  bestimmen,  so  kannte  man  hierzu  folgenden 
Weg  einsehlagen :  Man  schreibe  die  p  Gleichungen  hin : 

f  =  ^1 

rr273"~r72  +  rv   ' 


1.2...p""1.2...(p  — l)^1.2...(p  — 2)^"^T"^^ 

dann  kommt  Xp  nur  in  der  letzten  vor;  sabstituirt  man  also  jede  Glei- 
chung in  die  nächstfolgende,  so  muss  man  zuletzt  Xp  erhalten«  Um 
jedoch  den  mit  diesem  Verlahren  nothwendig  TerbondeneD  Umständ- 
lichkeiten zu  entgehen,  wollen  wir  eine  andere  viel  expeditivere  Me- 
thode anwenden.  Wir  multipliziren  nämlich  die  erste,  zweite,  dritte 
Gleichung  u.  ».  f.  mit  den  correspondirenden  Faktoren: 

Pi  P2  Pz  Pp-^      ^ 

2.3...p'     3.4. ..p'     4.5...p^    •'••       p    '    P^' 

und  nehmen  hierauf  Alles  mit  wechselnden  Vorzeichen^  zusammen;  es 
ergiebt  sich  so 
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T2.3...;»      O  3.4...p^r2:f  4.5...;» 

y< -1    p*     I  ±  _£ä_ 


~^<2.3...p     13.4.../)^  1.24. 5. ..p     ""  i    f      ^y^ 

-^  K     Pa  1       P»       ,     1        P4  >     ( 

»«a.4...|>     14.5...p^l.25.6...p        'S     / 

j.»  <      P»  1       P*       ,     l        Pn      _         > 

+  ^l4.5...p     15.6...p^l.26.7...p       "•    > 

Säuuntiiclie  hie^  vorkommende  Horizontalreiheii  stehen  atoter  folgender 
allgeitieinen  Form: 

(     l)"^^«^(y  +  i)...^     l(y  +  2)...p+1.2(9  +  3)...,,     •••'$ 

in  welcher  q  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  und  gehen  daraus  her- 
vor, wenn  mati  q  nach  einander  =  1,  2y.».p  setzt.  Diese  allgemeiiie 
Reihe  ist  auch  gleich  der  folgenden: 

Bemerkt  man,  dass 

Pm  '='  ^p» .  PP+*  =  ^(7l\t(~|7)^^  P' 

ist«  so  geht  dieselbe  über  in 

Die  eingeklammerte  Reihe  ist  aber  die  der  Binomialkoeffizienten  des 
Exponenten  p  —  q,  nämlich 

and  ihre  Summe  ist  bekanntlich  Null,  sobald  p  —  q  selbst  nicht  Null, 
also  q  von  p  verschieden  ist ,  dagegen  der  Einheit  gleich ,  sobald  q=p9 
weil  sich  dann  die  Reihe  auf  ihr  erstes  Glied  reduzirt.  Es  verschwin- 
den also  in  der  Gleichung  (7)  alle  diejenigen  Uorizontalreihen ,  in  wel* 
eben  die  Indices  von  a:  kleiner  als  p  sind,  und  es  bleibt  nur  ein  ein- 
ziges Glied  stehen,  nämlich  das  letzte.    Da  /9p  =  1,  so  folgt  nun 
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wofür  man  auch  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reihe  unter  der  Be- 
nierkung,  dass  p^  =  1  ,  pp—^  =  pi  ,  p^-^  =  P^  «tc.  ist,  schreiben  kann 

^i>=  1,2.3...«  ^^P'-Pi^P-t+Mp-it---+(—^)P^^Pp-i^i  I,     (9) 

womit  der  Werth  irgend  einer  Unbekannten  gefunden  ist.  Die  n  Un- 
bekannten ,  welche  den  n  Gleichungen  sub  no.  (6)  genügen ,  erhält  man 
folglich ,  wenn  man  in  einer  der  Formeln  (8)  oder  (9)  für  p  der  Reihe 
nach  ],  2,  3,...n  setzt. 

Nach  dieser  4)igression  kehren  wir  wieder  zu  der  Aufgabe  zurück, 
aus  den  Gleichungen  unter  no.  (5)  die  Werthe  der  n  mit  A  bezeich- 
neten Coefßzienten  zu  bestimmen.  Dieselbe  ist  nur  derjenige  spezielle 
unseres  so  iShen  behandelten  allgemeineren  Problemes,  in  welchem  man 
überhaupt 

n  n 

h  ==  IpM  ,  a:p  =  Ap 
setzt,  woraus  sich  nach  den  Formeln  (8)  und  (9)  ergiebt 

n  ( —  1^J>+1  n  »  m 

^'  =  1.2...P  ^P^  W  -F«  m  +  /»a  [31]  -  . . . .  )       (10) 
oder 

Will  man  statt  der  Symbole  [A]  ,  [2X],...\ß^^^  ,  [px]  lieber  ßino- 
mialkoeflfizienten  sehen,  was  für  die  numerische  Rechnung  desswegen 
bequemer  ist,  weil  man  für  die  Binomialkoeflficienten  Tafeln  besitzt,  so 
bemerke  man,  dass  überhaupt 

[^J  =  ft(/*  — l)....(ft— w  +  l)  =  1.2.3...«.jii„ 
ist,  woraus  folgt 

oder 

^^'^  1.2/3  ü.p  {(P^)»-/>l(F^^)^  +  P2(F^2A)n-^...:)    (13) 

Für  die  hierdurch  bestimmten  ^Verthe  der  Grössen 

n  n  n  ' 

Ai  9  A2  9    ...  An 


ist  ouD  nach  no.  (1) 

Z>»/tar^)  =  (14) 

womit  unser  Problem  gelost  ist. 

Wählt  man  die  Funktion  f  so^  dass  man  die  derivirten  Funktio- 
nen f(fO,r(y)y....  f^'^Hy)»  mithin  auch  r(j^)  ,  f»  (.r^),.../t»).r(^) 
unmittelbar  angeben  kann^  so  gelangt  man  mittelst  der  obigen  Re- 
lationen immer  zu  völlig  entwickelten  Formeln. 

Ik  \  Beisfnele  für  das  allgemeine  Theorem  im  vorigen  Paragraphen* 

^  Für  die  Anwendungen  des  Theoremes  (14)  im  vorigen  Paragraphen 

n 

ist  es  bequem,  eine  kleine  Umänderung  hinsichtlich  des  Ap  vorzuneh- 
men.   Setzt  man  nämlich 

4  =  [p4-Pi[p=r4+Pa[iS==2^]-...  (1) 

oder 


IIB  \ 


\ 


J) 


SO 


D 


JE,=  1.2...«{(/,l)„-pi(p-U)„+Pa(p-2A)„-...j         (2) 


so  wird 
im»-  3 1  5, 

^        und  folglidi 


l"    „  \  (3) 

2v  ^8  Beispiele  sind  folgende  Annahmen  von  Interesse. 

1.    Es  sei  f(^)  —  (a^-y)f*  folglich 

/^>(y)=ft(^-l). .  .(^i-^+l)(a+3r)^-P, 
so  findet  man 


uod 


i.2..p^^^^^(^)-       07.:]^ (;ri:^X)p 


folglich 

ein  durch  seine  Eleganz  bemerkens^^erthes  Reenltat. 
H.    Für  f(i/)=ze9  wird  auch 


mithin 


IH.     Wenn  f(if)  =  i(a+y)  genommen  M'ird,  ergiebt  sich 


folglich 


und  hiernach  wird 

IV.    Man    kann  aus   den  hier  entwickelten  Formeln   auch  leicb 

n  n 

Eigenschaften  der  Coeffizienten  Ei  ,  E^  etc.  ableiten,  sobald' man  di 
Funktion  f  so  weit  spezialisirt,  dass  sich  der  Werth  von  D^f(x^)  au 
der  linken  Seite  ganz  unmittelbar  angeben  lässt.  Dies«  ist  e.  B.  11 
Formel  (4)  fiir  a=0  der  Fall;  dann  steht  auf  der  linken  Seite: 

Z)n j:^/*  =  Afi  (Af4  — 1) . . .  (Afi— n+1)  ^V-», 

worauf  nach  beiderseitiger  Hebung  mit  .t^/*-"  die  Relation  folgt: 

i,a(;tft-i)...(x^-n+i) 


(7) 

=  (hEi  +  fl^E^ +II3E3 +  ....  + (In  En. 
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Ebenso  leicht  erhftit  man  aas  no.  (6)  für  a=:0  die  Gleiehnng 

(— l)iH-u. 1.2.3. ..(ii—l)  j 

die  man  auch  dadurch  aiid  der  Relation  (7)  ableiten  kann,  das»  man 
beiderseits  mit  fi  dividirt  und  darauf  zur  Gränze  für  unbegrenzt  abneh- 
mende fi  übergeht. 

V.  Noch  haften  wir  zu  enväbneo,  dass  die  Formel  (4)  einer 
Transformation  föhig  ist,  wodurch  sie  in  eine  fiir  den  praktischen  Ge- 
brauch oft  bequemere  Gestalt  ubergef&hrt  Kirdi*  l^iese  Umformung  be- 
ruht hauptsächlich  auf  dem  folgenden  Satze :  wenn  föc  ein  (anaes  pq* 
^itives  s  der  Ausdruck 

1.2.3...*        ~~' 

%\r\9  bisher  inimer  mit  ftt  bezeichnet  wicd»  so  lässt  sich  für  ein  ganzes 
ipositiyes  v  nbsr  isSlIig,  beliebige  a  snd  ß  £e  Summe  der  Reihe 

«f/?o  +  «*«-iA+af-afe  +  ---  +  «i/?»'-i+^oP»'  (ö) 

ieder  durch  eine  Grosse  der  obigen  Form   ausdröcken.    Zunächst  he- 
chte man  nämlich  folgende  identische  Gleichungen 


a-t^ß — V «  —  V         ß 

Of-V--l   ,    ß-l 


v  +  1     ^v  +  l^tTfl 


^Bmttiplizlff«  nm  die  Retlie  in  (9),  deren  Summe  fv  heissen  mvge, 

Jn'rt  der  GrSsse  TT~»  wobei  man  im  ersten  Gliede  die  erste  Form 

dieses  Quotienten,  im  zweiten  Gliede  die  zweite  Form  u.  s.  f.  anwen- 
det   Man  erhalt  so   . 

7* 
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(V  —  1/——*  1  /^*~1- 


+  ;r+i^'^*^*      v  +  1  "*'^' 

Nach  der  Defiuition  von  jbt«  ist  aber 

7:^l^«=f*t+i  oder  (f*--»)ft.=_(Ä+l)/*tii 

und  diese  Formel  kann  man  hier  in  jedem  Gliede  anwenden ,  in  der 
eri9ten  Colonne  nämlich  der  Reihe  nach  för  fizza^  «=v,  t^— «l,  v-^2,  ..1,0 
und  in  der  zweiten  für  (n^^^ß,  <^0^  1^  2^  ...  v.    8o  erhält  man 

^ 1  o 

+  ^M^  "''""* '^^"'^  H4  ""^"^ '^^ 


2  y 

und  wenn  man  die  Glieder  mit  gleichen  Faktoren  vereinigt   . 

=«v+i  /^o  +  av  A  +ai'-i  fe  +  •  •  f  «1  /^y  +  «o/^J'-i- 
Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  unterscheidet  sich  aber  von  der  io 
no.  r9)  nur  dadurch,  dass   hier  v-|-l  steht,  wo  dort  v\  ihre  Summe 
muss  demnach  mit  yv\\  bezeichnet  werden »  so  dass  jetzt 
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ist.    Schreibt  naD  för  v  der  Reibe  nach  0,  1,  2,  .. .  t^— 1,  so  erhält 
man  die  folgenden  Relationen 

72  =  — 2~ri 
>^= — I — r« 


yv= ; yp-^ 

und  darcb  Multiplikation;  aller  dieser  Gleichungen  nach  Hebung  von 

a  +  ß  cc  +  ß—i    tf+/?— 2      a  +  ß-^^^^ 

y»'=  — 2"        3       • — V — ^^ 

Nun  reduzirt  sich  aber  die  Reihe  (9)  für  v=0  auf  ihr  erstes  Glied 
Ool^Q^l,  mithis  ist  )^o=^  ^^^  somit  yy  bestimmt.  Da  diese  Faktoren- 
folge offenbar  nach  der  Analogie  von  ft«  mit  (a-i^ß)v  bezeichnet  werden 
kann 9  so  ergiebt  sich  jetzt  das  sehr  wichtige  Theorem 

«f/^O+^IMl  ßl  +«»^2/^2  +  ••+«!  ßv-^+Ooßv 

=(«+/JV.  (10). 

Dasselbe  lässt  sich  noch  in  einer  et^vas  anderen  Gestalt   darstellen^ 
wenn  man  a  negativ  nimmt  und  bemerkt  >  dass  überhaupt  immer 

(-,*)._(— 1)«  1.2.3...« 

=^-^y  1.2.3...* 

oder 

(-fi).=(-l)»(^+,-l). 

ist.   Man  erhält  oämlich 

(-ir  I  («+V-1V  ßs>-  («+v-2)v-,  ft  +(«+v-3),^/J,- . . ,  > 


oder  weil  (— «+|J)i.=  (—«— ^i.= (—!)*'(«— /J+»—l)i'  ist,  weoD  man  bei- 
derseits  o-|-l  fSr  tf  setzt , 
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=z(a-ß+v)y  («I) 

und  von  diesem  Satze  werden  wir  du»  sogleich  Gebrauch  machen. 

Der  Zweck  der  Transformation,  welche  wir  mit  der  Gleichung 
(4)  vornehmen  wollen,  besteht  darin ^  alle  Grössen,  welche  auf  der 
rechten  Seite  vorkommen,  über  gleichen  Nenner  zu  bringen,  so  dass 
innerhalb  der  Parenthese  nur  eine  nach  Potenzen  von  o:^  fortschrei- 
tende Reihe  übrig  bleibt.  Wir  stellen  daher  die  Gleichung  selbst  in 
folgende  Form : 

Z>»(a  +  :r^)i«  (12) 

und   entwickeln    die  einzelnen    Potenzen   mit   Hülfß  des  binomischen 
Satzes.    Die  Reihe  innerhalb  der  Parenthese  wird  dann  gleich 

ft4 1(«—*)o««*-'«^+(«  —  l)i  «*^  «•*+(«— l)««^*a^  +  »i  •] 

+ 

Nimmt  man   alle  Glieder  in    vertikaler  Richtung  zusammen,    so    kann 
mam  dleselbea  'in  folgende  Form  bringen : 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist  r 

u.  s.  f. 
Nach  Nr.  (12)  haben  wir  nun 

/)»(a  +  .rV 
^(«+^j^  ^„,,^  ■  W 
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Die  mit  G.  bezMchne^n  Coeffizientep  kfiDnen  fihrigens  in  raier 
kürzeren  Form  dargestellt  werden ;  nach  den  vorbergeheode«  GlmdMui* 
gen  hat  man  nämlich  für  ein  ganzes  positives  p: 

n  n  n  n 

Gp  =  (ii£i(n  -l)p-i  +  fi2  £2  (»«-2)i»-i8+  fh  ^3  («-3)j,-3  + ..,. , 
wobei  man  die  Reihe  nur  soweit  fortzusetzen  braucht^  bis  si<e  von  selbst 
abbricht^    was  mit  dem  Gllede  (n^p)p^p  der  Fall  ist.      Schreibt  man 
die  Reihe  in  umgekehrter  Ordnung,  so  wird 

n  n  n  n 

Gp  =  fipEp  (w— p)o+fip-i  Ep^i  (w-  p+l\  +  fip-«  Ep-^  («— i»+2)a+ ..., 
und  wenn  man  für  die  mit  E  bezeichneten  Grfissen  ihre'  Werthe  setzt: 

n 

Gp  = 
f*P (n'-p)o\Pi}lP^]—Pi  [P^^]  +Pi [P^^  —  ••••  \ 


+  f*P-i  (n-p  +  l)i  {(p-l)ob-U]-(p-l)ib-2i]  + , 


+  (^p^(n^p+2)^{(p^2)o[p-2k]^....\. 
+    ......... 

Addirt  man  hier  in  vertikaler  Richtimg  und  setzt  zur  Abktlhrzung: 

^o=f«y(«— p)oPo 

9i  =  f*j»-i  («-:p+1)i  (p-i)o  —  (^  (n—p)oPi 

H.   S.    f., 

SO  ist 

Die  mit  ^r  bezeichneten  Grossen  stehen   hierbei  unter  der  allge- 
vieitteii  Form 

Druckt  man  hier  |M|»— y+i  ,  /ip.|/-|-2  «te»  durch  (1*1,-^  aus,  indem 

_  (i—p  +  v 

etc. . 
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ist  und  setzt  für  (p— v+l)i  ,  (/>— v+2)a  etc.   ihre  Werthe,  so  erhält 
man  sehr  leicht: 

+  («— jp+v— 2),^-^  (f*— Z'+v)»  — ....  1 , 
d.  i.  nach  Formel  (11)  für 

Denigemäss  geht  die  Gleichung  (14)  über  in 


Gp  =  (w— ft)o  f*i)  [P^^  +  (w~ft)i  fii>^i  [p—lAj 


+  (w-^)2  fip^2[p-2i]  +  -..  (15) 

n  n 

und  für  die   so  bestimmten  Werthe  von  Gi  ,  G^  etc.    haben  wir^    wie 
schon  früher 

Z>«(a+jc^>"  (16) 

und  hierin  eine  ebenso  elegante  als  brauchbare  Formel. 

§19. 

Reduktion  des  allgemeinen  Theoremes  in  §.   17.  für  einige 
spezielle  Fälle. 

Es  giebt  einige  besondere  Werthe  von  X,  für  welche  sich  die  Reihe 

Pl  ^n  — P2(2X)n  +  P3  (3X)„  — ..,.  (l) 

n 

die  zur  Bestimmung  des  Coeffizienten  Ap  dient,  summiren  lässt,  Wodurch 
sich  dann  eben  so  viel  spezielle ,  aber  wesentlich  einfachere  Formeln 
für  D^f(a:^)  ergeben.  Es  würde  aber  zu  weit  führen»  hier  die  Summi- 
rung  der  Reihe  (1)  in  den  besonderen  Fällen  vollständig  zu  entwickeln» 
da  dieselbe  oft  auf  sehr  fern  liegenden  Eigenschaften  der  Binomial- 
koeffizienten  ganzer »  gebrochener  und  negativer  Exponenten  beruht  und 
es  wird  dagegen  die  Mittheilung  der  Resultate  genügen,  sobald  man 
den  Nachweis  hinzuliefert ,  dass  dieselben  in  der  That  richtig  sind. 
Zu  einer  Controle  über  Angaben  der  Art  kann  man  aber  sehr  leicht 
gelangen  9  wenn  man  zwei  auf  einander  folgende  DifferenzlalquotieDten, 
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etwa  I>f(a^)  und  Z>»4^Y(^)  betrachtet,  wobei  es  jedoch  vortheilhaft 
ist,  die  Reihe  in  No.  (24)  §.  17.  in  umgekehrter  Ordnung  darzustellen. 
Dann  wSre  also 

/>'Aj^)=  (2) 

und  ganz  entsprechend 


Z)M^i/ta^)=  (3) 


Vi*^»+i^^"*'*^^/^"^'K^)4^*Xa^^/^»)(^^ 


Andererseits  entspringt  D^-\-^f(a^)  aus  D^f{a^)  durch  Differen- 
ziation  des  letzteren  Ausdrucks  und  folglich  muss  auch  der  Differen- 
zialquotient  der  Gleichung  (2)  mit  Nr.  (3)  identisch  sein*  Jenen  Diffe- 
renzialquotienten  findet  man  aber  sehr  leicht,  wenn  man  die  Division 
mit  x^  gliedweis  ausfuhrt  und  darauf  jedes  einzelne  Glied  nach  der 
Formel  für  die  Differenziation  der  Produkte  differeozirt;  es  ergiebt 
sich  so: 

+    ...'. 

d.i. 9  wenn  man  die  Glieder  mit  gleichen  Faktoren  zusammennimmt , 

mit  Nr.  (3)  verglichen  giebt  diess 

n-l-l  n 

^n+ 1  =  ^.4« 
n-|-l  »  n 

ü«      =  (nX— n)  ^»+  A^n-i . 
n+1  »  n 

^„_  i  =  (n— 1  i— n)  J»-i  +  lAn^^ 


uod  überhaupt  wenn  q  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet 
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11+ 1  n  n 

An^=(n'-qX—n)An-g-^XAnr-q-l  (4) 

Hieiin  spricht  sich  ganz  allgemein  das  Gesetz  aus^  nach  welchem 
die  Coeffizienten  der  Ordnung  n-\-i  aus  denen  der  Ordnung  n  zu- 
sammenzusetzen und  diese  Relation  (sogen.  Rekursionsformel)  bildet 
zugleich  den  Probirstein   für  einen  etwaigen    kürzeren   Ausdruck  des 

n  n 

Coeffizienten  Ap  oder  An-q,  den  man  durch  Summirung  der  Reihe  (1) 
gefunden  haben  könnte.  Die  speziellen  Fälle  nun,  in  denen  es  glückte 
die  Reihe  in  (1)  zu  summiren,  sind  A=— 1,  k  =  2,  k=l;  es  fand 
sieb  nSjnlich 

I.     Für  ;i  =  — 1 

mithin 

X^=(-l)''(n-l)(«-2).,.(«-.^).n,,  (5) 

wenn  man  nämlich  berücksichtigt,  dass  immer  nn—q=nq  ist.    Die  Gtei' 
chung  (2)  nimmt  jetzt  folgende  Gestalt  an : 

_  (,,-1) („-2) ...  3 . 2 . 1 . »„-1  ^ ,  1 , 
••••+ ^^Mö f(^\  (6> 

und  dass  dieselbe  richtig  ist,   kann  man  nun  leicht  mit  Hülfe  der  For'-' 
mel  (4)  sehen.    Es  ist  jetzt  nämlich  für  ;i=— t  und  nach  Nr.  (5) 

"1^,=(- !)»+!{ (2«.  ^)(«-l)(n-2) ...  («^^).n,+(«-l)(n-.2)... 

=(-.l)H-i(„-l)(n-2)...(n-r/){(2n--v)%+(^-y-i)«9+it 
und  weil  «g+i  =  rj7p«5  ist: 

"Ji^-,= (- 1)»+^  (w-l)(«-2)...(ii-^) .  w,  t  (2n-^)+  (/i-^l)  ^=J }, 
dabei  reduzirt  sich  der  Inhalt  der  Paranthese  auf 

n^+n      w(n+l) 
9  +  1  ~    V  +  1 
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und  foi^tch  wird 

:       *"5iL,=(--l)«+^fi(n^l).,.(«-y).^±|ii^ 
=(- l)«+in(n-l) ...  («-7)  . (n+l),+| 
oder  q — 1  an  die  Stelle  ¥on  q  geaetU 

und  dies  ist  allerdings  dasselbe,  was  man  aus  no.  (5)  durch  Vertau- 
schuDg  vofi  n  gegen  n-f  1  erhält;  die  Gleichung  (6)  gilt  demnach  Hlr 
den  (n-f  l)ten  Differenzialquotienten ,  wenn  sie  für  den  nten  richtig  war. 

Nun  giebt  sie  aber  für  n=i  da9  richtige  Resultat  ^A^=— ^(~) 

und  folglich. i$t  sie  auch  für  n:=:^y  3,  4  etc.  gültig.  Als  Beispiel  mag 
die  AQnahiney(^)=e^  dienen ^  welche  die  Gleichung  liefert: 

a 

'■  ■  (_!)«/)»«?=  (7) 


JÜ^ 


\\.    FAT  i=2  fand  man 

=«(»— l)(«-2)....()9+l)2»p-"p,_p , 


^f^rr^'^^^^P'^ 


folglich 

5,^l,=2»-2^n(n■--l)(n— 2)....(n— yfl).(M— q)„    • 
oder  wegen  des  Werthes  vo»  (••— 9)f  t 

i^=!L(!5=l)^^^ii(»rMl)2-,,.       '      (8) 
Die  Gleichung  (2)  geht  jet«t  in  die  fiolgende  fiber : 

■  iS>»A«^= (2«)"A»>(«») + ^^^T^  (2»)^Y'-*' («") 
;    +!fei)(»^^<?=?)(2^)»-4^^(^)+ 

von  deren  Richtigkeit  mao  sieb  ;wieder  sehr, leicht  mit  HSlfe  der  H^- 
kursionsformel  (4)  überzeugen  kann.  Es  ist  nämlich  für  ^:=2  und 
wegen  der  Gleichung  (8)  nach  no.  (4): 


(9) 


^n-a^-s 
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^«-«-(«—«9';         1.2. ..y  -^    ^+'*-       1.2...(y  +  l) 

_  n(»— !)(»— 2)--(«— %)  2»-««-i  { 2  +  »-^y  — ^  I 
1.2.. .y  9  +  1 

M+1 

d.  i.  weil  der  Inhalt  der  Klammer  =— r^  Ut 

»+i     _  («  +  l)n(«-l)...(«-2y)  ^ 
^*»-»—  1.2...(y+l)  ■ 

und  ebenso  wäre  der  vorhergehende  CoefBzient 

"*«-»+i  -  1.2.3...^  ^ 

UDd  diess  Ist  mit  dem  identisch^  was  man  aus  der  Gleichung  ($)  er- 
hält ,  wenn  man  darin  n  -f  1  für  n  setzt.  Die  Gleichung  (9)  gilt  also 
vom  nten  Differenzialquotienten  weiter  auf  den  (n-f  l)ten;  folglich  all- 
gemein ^  weil  sie  för  w  =  l  das  richtige  Resultat  Z>/(a:*)  =  2a/' (a:*) 
liefert. 

Die  Gleichung  (9)  hat  man  übrigens  häufig  anzuwenden  Gelegen- 
heit ,  da  man  bei  vielen  analytischen  Untersuchungen  in  den  Fall  kommt, 
Funktionen  von  :c*  differenziren  zu  müssen.  Für  f(^)  =  e^  hat  man 
sehr  einfach 

Z>»c«''  =  (10) 

1  L  ,  Z 

Ebenso  leicht  findet  man  aus  der  Annahme 

/•(y)  =  (i+%y* 

die  folgende  Gleichung 

(l  +  kx^)l^  {[fi]  A:«(2a?)»  +  ^^2^11  [^  Wi(2ar)»-2  (\^ka^)^ 

+  >>("-i)(^-;)("-3)t73V.(2.).-Mi+^.')'+..  I 

oider  auch  nach  Absonderung  des  Faktors  [f^]      ' 
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/>'(l  +  AarV  =  (H) 

M(i+*a:«y^t*-(2ar)-  +  ]  .^TJi  1)  ^'  (^y^a-^A^*) 

,  +1.2.(^-n+l)(^-M  +  2)*  ^^^  (i  +  &r;+...} 
Als  specieile  Fälle  sind  noch  von  loteresse  die  AnDabmen  fi=: — 1 
und  ft  =  n  -f  ^.    Die  erste  giebt 

(—l)«1.2...n(l+Ar«H"+i){i5- (2a:)»- ^:piyt»-»(2ar)^" (!  +  *«•) 
+  («-2)(n-3)  ^_,  ^2^^^^  ^^  ^  ^^,_       j 

d.  i.  weDii  wir  zur  Abkürzung  Bioomialkoeffizienten  eioführeo 
^'^•"  •"      {»io*»(23;)»— (n— l)i  A— »(2a:)»-«(l+ifct«) 


(1  +  ibr«)»+i 

+  (n-2),  *^a  (2a-)»-4  (1  +  *««)• 1 

Für  |»s=n-|-g|-  Dimmt  die  allgemeine  Form  der  in  der  Reibe  (11)  vor- 
kommenden GoefBasieoten  nämlich 

n(n— l)(n-2)...(«-2y-H) 
1.2...y.(^-«  +  l)(^— «  +  2)...(^-n  +  flr) 

die  folgende  Gestalt  an: 

n(«— l)(n  — ^...(«  — 2y41) 
1  2  3     „  3    8    7         2y  +  l 

oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  2*f  mnitiplicirt 

n(n— l)(»-2)...(n-2y+l)  ^ 
2. 4. ©...(29). 3. 8. 7.. .(2^+1)      ' 

Nun  ist  aber  der  Binomialkoeffizient 

(„+i),^,  =  ^"+\)"i"r;)--.S'"??^^\ 


1.2. 3. 4. ..(2^+1) 
folglich  unser  obiger  Ausdruck  auch  gleich 
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Hiernftch  erhalten  wir  aus  der  tSleichnng  (11)  die  folgende: 

Z)"(l+*a«)"+l  = 
1.3.5...(-2«  +  l)^^^^^a){  ((„,^1)^  A";c-+(n+l)aA-»-»:t»-«(lW«) 

W  +  1 

+  MDö^-^»^*  (l+A:ar«)2-|..-.l 
Setzt  man  noch  ^  =  — 1  and  n — 1  ^t  n,  so  l$8st  'sich  tRe  avf  der 
rechten  Seite  der  entspringenden  Gieichoi^: 

(-l)-1.3.5.:.C2n-l)^^^^,^,^-^_^^3^^^_3 

stehende  Reihe  leicht  summiren.    Wir  haben  nämlich  in  der  Einleitung 
den  goniometrischen  Satz  kennen  gelernt: 

sin  nu = «i  cos"—*  t«  sin  t«  •—  Wg  cos"'-^  u  sin  '«  ' 

4-«5Cos'"-*t«sin*M  -...., 

welcher  sich  für  cos  t«  =  a:,  also  sin  u  =  Vi — a:^  und  u  ±=  Arceoä  4? 
auch  in  folgender  Form  aussprechen  Ifisst 

sin  (n  Arccbsor)  =  Wiä?"— *  Vi  — a:^ —  Ws  a:»^^  V^l— ;r* 

+  W5a:»-*Vl  =  ar^*—  .... 

und  so  die  Summe  der    oben  vorkommenJcu  Reihe  liefert.    Es  ergiebt 
sich  demnach 

Z>^i(l-^2)"-i  ^(-"l)"l-3.^5...(2n-l)  gj„(.^ Arccoso;)     (13) 

ein  zuerst  von  Jacobi  aufjg^stelltes  sehr  elegantes  Theorem. 
lU.     Für  ^  =  ^  ergab  sich 

^P  — C    i;    'l.2...p  w2«^-^ 

oder 

i,  ^  (-i)^(n-i)(n-2)...  y/^"-c;'^"^ 

und  folglich 

A^  =  (-1)»  („_  1)  (n  -2) . . .  («-»)  "'*"j;7/^' , 
und  da  der  Binomialkoeffizient 


ist. 


\  I .  ^  •.  •  •  Ar 


ä). 


^  -  r^       = 2:4.6... (2^) ^*' 

und  somit  belcommeD  wir  aus  der  Formel  (2)  die  folgende  .     . 

D-f(\^)      ^  [/^<"'(V^)  .«(—1)  f^'-')(\ri) 

•i.4        (V^)»+2      r 

Fflr  die  l^ichtigkeit  dieses  Theoremes  wird  uns  nun  wieder  die 
in  (4)  aufgestellte  Relation  als  Controle  dienen.  Es  ergiebt  sich  näm- 
lich aus  derselben  nach  no.  (14) 

«+»       _         «  +  9    (— t)f   (h+  q—i)(n+g—i)...(n—  q) 

^»-«  — 2  ¥~'  2. 4.6.. .(2^) 

l  (^l)yfi   (n  +  g)(H  +  q-i).:.(H~'q-\) 

^2 2=  2. 4. 6. ..(2^  +  2) 

—  l=i)!ti    (n  +  V)(n  +  q—ih-(n—q)..    ,   n-q-l 
-~liiP 2. 4.6. ..(2^)  ^^  +  "V+2"< 

_(--l)H-i    («4-y  +  l)(«+y)(«  +  y-l)...(»«-y) 
"■^Ml  2. 4. «,..(3^  +  2) 

Ebenso  wäre  q — 1  ffir  q  gesetzt 

•fi          _  (— 1)«  (.n  +  q)(n+q-t)...(n-q+i)      , 
^"-»^»    -   2-+1 2.4.  6...(2y) 

Das  Nämliche  würde  man  aber  auch  aus  no.  (14)  erhalten,  wenn  man 
daselbst  n-|-l  an  die  Stelle  von  n  setzte.  Die  Gleichung  (15)  gilt  dem- 
nach von  n  auf  n -{■  i  und  da  sie    ffir   n  ^  1    das   richtige   Resultat 

fl/(V^)=rr7=/'(Vx)  liefert,  so  folgt  daraus  ihre  Allgemeingültigkeit. 

Ffir  fijf)  =  (1  -f  kyy*  erhält  man  z.  6.  aus  ihr  nach  einiger  Reduktion 

ö-d  +  AVo:)^    _  ^2V^).  r      2-(ft-«+t;      *Vr^ 

(w+l)«(»i-l)(n-2)     /l+*V];y 
+  2.4.(^-n+l)(p-n+^V"TvT">/  "•' 
«od  noch  spezieller  ffir  ft=2n — 1 
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n(wfl)..(2«— l)Vit(H-i8:Vx)\"-*  ,    n-l  l+kVx\ 


(n-t)(«— 2)  /l+AVT^X« 
wobei  die  Summe  der  eingeklammerten  Reibe 

Ist.    So  findet  man  nun  sehr  leicht 

und  wenn  man  berücksichtigt  ^  dass 

n(yi-H)...(2yf-l)_     1.2.3...(2w— 1) 
2»-i  ~1.2.3...(w-l).2»-* 

_i.2.3...(2n— 1)      ,   ,  ^      .,        .. 
""2.4,6...  (2« -^-^•^•^•••^^^"^^^ 

ist  9  so  wird  endlich 

^a+*V5)—  =  «»''■.y(^-')^(^-i)". 

Die  Annahme  f(y)  =  e^  bildet  ein  zweites  Beispiel ;  man  findet  ohne 
Schwierigkeit 

/^    «    V  ( .    «(«-!)     1       ,(n4-l)«(«-l)(«-2)/    1     Y_      j     VT 


§20. 
Independenie  Bestimmung  von  ü^f^e*)* 

Durch  ein  Verfahren  ^  welches  dem  in  §.  17  angewendeten  völlig 
analog  ist^  lassen  sich  auch  leicht  die  Gesetze  entdecken ,  nach  welchen 
sich  die  höheren  Differenzialquotienten  von  f{e*)  bilden.  Zuvörderst 
nSmlich  findet  man  leicht  durch  successive  Differenziation : 

Df(e')=e'f{e') 


\ 
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Die  allgeniMiie  Form,  unter  welcher  alle  diese  Gleichengen  stelieii,  ist 

»  »  n  I      (i) 

Ai  e^f  (e')+A^e^r(e')  +  A^e^rie^  + ...  +  ^«  e^'f^^)  (e*),    ) 

in  welcher  wieder 

n         n         n  n 

Al       y      A^      y      A^       y      •    •   •   •  An 

gewisse  Coeffizienten  bedeuten^  deren  BildöDgsgesetz  wir  za  erforschen 
suchen  müssen. 

Aus  dem  Verlaufe  der  oben  entwickelten  Gleichungen  geht  nun 
hervor  4  das^  diese  Coeffizienten  wohl  vom  Ordnungsexponenten  n  und 
ihrem  Index,  aber  nicht  von  der  Natur  der  Funktion  /  abhfingen»  dass 
es  folglich  zur  allgemeinen  Bestimmung  ihrer  Werthe  hinreicht^  die- 
selben für  irgend  eine  spezielle  Funktion  /  auszumitteln«  Hierzu  dient 
uns  die  Substitution 

/'(y)  =  (i+y)-, 

aas  welcher  für  ein  ganzes  positives  p  folgt 

/^(P)(y)  =  n(n-l)(n-2)...(n-;j  +  l)(l+y)*^ 
folglieh 

♦  f9)  (6*)  =  [nj(l  +  e^y^P 

und  also  nach  dem  Theoreme  in  (1) 

l>»(l  +  e')»=  (2) 

l{n\eß{\-^e^^y^^^'A^{n\e'^{\^-e^)^^-\'A^^^ 

. . .  +  JLi  [wTWi)'(l  +  e')  +  ZMe«*. 

Aadererä^its  hat  loan 

(1  +  6*)»  =  l  +  ni«*  +  w«e«'+ ...  +  n«cr' 
und  nach  der  Formel 

auch 

/)«  (l  +  «*)«  = 

l»«i  e* +2»iia  «**  + 3"  na  «8*  +  ...  + ««««€**. 

Vergleichen  wir  diess  mit  no.   (2)  und  setzen  zur  Abkürzung  e*  =  y, 
so  ist 

=  ^1  [njy  0  +  y)"^' + k  rn].v*  (1 +y)»-^  +  4i  lAy^  (1  +  y)*-H  •  •  • 
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und  durch  Umwandlung  d«r  P#teiu»p  :<1  -f  yV*-^  ,  (1  +.y)n^'  ^••lot 
Reihen 

=  ii[«jty  +  (»-i)i.y^+(w-tky*  +  ...+(n-l),^iy«i' 

+ 

Damtt  diese  (rleichui^g  für  aflp  mogiichep  V^ertlie  von  ^  bestehe«  ist 
es  nothwendig,  da^s  die  Co^ffizienten  gleicher  Potenzen  von  ^  einan- 
4er  gleich  s^en;  au&i  dieser  Bem^r|niqg  flies.sen  Folgende  Gleichangen: 

l»«i  =  A  [n] 

'iF^n^  =  Ai  [n]  (w—  1),  +A[n] 

3«n8  =  ^i[n](w^l),  +  A^[fi(n^2\  +  A^  [n] 

4««4  =  X\ri\{n'-'\\  +  Jl2[w](w-.2)a  +  iaMCn-SX  +  i^f^f 

n^n  =  ^1  [«i  (/*— t)n-i  +  A^  \n\  (w— 2)„-:a  +  ^3  \Ä  («— 3)n-8  + ...  +'^«  t4 

Setzt  man  für  [w]  ,  [wj  ,  [w]  etc.  ihre  Werthe  n  ,  n(n^i)  ,  n(n--l) 
(n — ^2)  etc.  und  ebenao  dit  Werthe.  der  Binomlal^oefB^ienten  hii^^  eß 
erkennt  man«  dass  die  ersfe  Gleichung  sich  durch  n  aufdividiren  lässt, 
die  zweite  durch  n(n  —  1)  ,  die  dritte  durch  «(w  — l)(n — 2)  etc.,  die 
letzte  durch  n(n  —  1) ...  2 . 1 .  Nach  Ausführung  dieser  DivistötrcNÜ ' beb* 
men  die  obigen  Gleichungen  folgende  Form  an : 

in  n  ■    ;    .■    r     "i 

4»  1       *■       I     "  ■     ,t  •  "■.  i 

1.2. 3. 4  "17273^1  +  O^  +  1  ^»  +  ^4 


„i.. 


i.2...n 


-  1     :  -.7  .,  :  ■■■_'  i,  '.,,  1  ,      .1?      ^    / 

1.2...  (n— 1)^1  +  1.2...(i.-i)'^+"+T^— «  +  ^"- 
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Verglicht  man  diese  Relationen  mit  den  Gleichungen  unter  no.  (6)  in 
$  17,  80  erkennt  man  sogleich»  daes  man  es  nur  mit  einem  speziellen 
Falle  ^rselb^n  zu  thun  hat;  in  welchem  für  ein  gai^zes  positives  py 

Arp  =  p»  ,  a;j,  =  ^p 

ist.  Da  nut  aus  den  Gleichungen  (6)  in  §  17  für  Xp  der  unter  no.  (8) 
oder  (9)  verzeichnete  Werth  folgt ,  so  ist  in  unserem  Falle 

^'  =  rar^*  '  ^"''^  -  2-;»a  +  3«ps  -  ...  ±  pnp^^    (3) 
oder  , 

^'  -IX.:^'^"~^~^^"^*  ■•'  ^^^"^»  -  (p-3)"/»j  +  .. .  1     (4) 

und  ftM*  die  hierdorch  bestimmten  Werthe  der  Coefifizienten  gilt  nun  die 
GleicbuQg 

D-AO  = 

Für  die  Anitendung  derselben  auf  spezielle  Fälle  ist  es  bequemer,  die- 
ses Theorem  ie  etwas  anderer  Form  ausEusprechen.    Setzt  man  nSmIick 

i,  t=  p«— (p-l)«p,  +  0—2;«pa-(p—3)» ;»,  +  ...     (6) 
ao  ist  auch  D» /"(«*)  = 

Passende  Beispiele    zu  diesem  Theoreme  bilden  folg^de  Sub- 
stitutionen : 

L    f{y)  =  (a  +  yT,  wofür  man  erhfilt 

und  folglich 

/>'<a+«»y.=  (8) 

also  z.  B.  fiftV  =  ~ 

..■■:;'•».-'■■ 

8* 


07 


D'(-jJ=.)=  (9). 

~  V^T^ ' '     '  U+e-y      2.4  *«  Va+e*y  +2.4.6*»  U+c'/ 

•••  +  1    ^)  2.4.6. ..(2n)      *"Va+«'/ 

uDd  für  fi  =  —  1 .. 

II.    Für  /*(y)  =  l(a+y)  findet  man 
folglich  Dach  no.  (7) 


11) 


111.     Die  In  (8)  und  (t1)  enhiickelten  Fonneb  tonnen  «elhsti^ie- 

der  zur  Entdeckung  von  Eigenschaften  der  Coeflfizienten  Ki  ,  K^  etc. 
henutst  werden,  wenn  man  die  willkührliche  Constante  a=0  setzt.  Man 
hat  ^ann  auf  der  linken  Seite  von  (8) 

und  nach  beiderseitiger  Hebung  mit  ef**  y 

was  eine  sehr  bemerkenswerthe  lur  jedes  \k  geltende  Relation  ist. 
Substituirt  man  für  ft|  ,  fi^ ftn  ihre  Werthe 

1   '        1.2      '  1.2.3 

•1 

fdhrt  die  angedeuteten  MuliipUkatipnen  aus  und  orddet  ib  (12)  Alles 
nach  Potenzen  von  fi,  so  müssen  die  Coefßzienten  gleicher  Potenzen^ 
von  fi  einander  gleich   sein.     Da  aber  links  nur  fi"  steht,  ^o  folgt. 
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dass  die  CoeflfizienteD  aller  Diedrigereo  Potenzen  von  fi  der  Null  gleieh 
sind,  der  Coeffizi^nt  von  (i  dagegen  der  Einheit  gleich  ist.  Nach  die- 
ser Bemerkung  ist  z.  B.  der  CoeflLzient  von  ii\ 

in        in  In  ( i\a^l    n 

jK,--^K^+^K^^...+^—-^Kn  =  0,(n>l)     (13) 
und  der  CoefBzient  von  ju^*, 

1'  n 

1.2.3-..«^*  -  * 

n 

oder  vermöge'  des  Werthes  von  Kn , 

l.2,3...n  =  ««  — (n— l)»ni  +  (»—2)«%  —  («— 3)"«3  +  ...  (14) 

ein  an  sich  sehr  bemerkenswerther  Satz. 

Nimmt  man  auch   in  der  Formel  (11)  a=:0,  so  kommt  man  auf 
das  schon  unter  no.  (13)  gefundene  Resultat. 

t 

§  21. 
Besondere  Tratisformaiionen  für  i>»(a  +  e')— *  und  D^ia  +  e'y^. 

Man  h^t  sich  vieifacli  mit  den  höheren  Differeneialquotienten  der 

Funktion 

1 

a  +  e' 

besehäfligt,  weil  miin  aus  Ihnen  die  höheren  Differenzialquotienten  von 
^ua:,  cot;r9  secj:  und  cosec^r  ableiten  kann.  Die  Resultate,  welche 
Qan  bei  diesen  Uqtersuchungen  bekommen  hat,  shid  zum  Theil  formell 
^hr  von  einander  verschieden,  lassen  sich  jedoch  sammt  und  sonders 
US  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätzen  ableiten,  welche 
nan  daher  als  ihre  gemeinschaftliche  Quelle  ansehen  kann.  Wir  wollen 
mlge  TnÄsfcAiifationen  dieser  Art  mittheilen,  die  den  Znsammenbang 
1er  Terschiedenen  Formen  für  eine  und  die  nämliche  Sache  aufdecken. 

I.     Will  man  in  der  Formel  (10)  den  gemeinschaftlichen  Faktor 

1 
a  +  «« 

wegschaffen  9  um  blos  Potenzen  von 
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2ll«o  eine  Reihe  von  der  Form 

zu  8e|ien,  so  beachte  maii^  dass  , 

ist  5  setze  zur  Abkürzung 


(1) 


und  multiplicire  beiderseits  mit  — a,  so  wird 

...  +  (— l)»-K^«+^««-i)tt»  +  (—l)«Ä,tt»+^ 
Setsen  wir  kürzer 

80  ist  durch  Vergleichung  mit  dem  Vorigen 

n  finnnn  n  n 

n  n  n  n  n 

•  •  ••  Jn  =  An  -f-  An— X  »  •^«+1  "*"  "« 

oder  überhaupt  für  ein  ganzes  positives  p 

n  n  n 

•/p  =  Äp  +  Aj»— I  , 

n  n 

woheiman  fiur  p^sl,  1Q,=:&  und  für  j9=Jt9  jK»fi.=:QgeBaiiunea wer^, 

n"  n 

den  muss.    Aus  den  Werthen  von  Kp  und*  K,-^i  folgt  leicht'   ' 
oder  nach  dem  Satze  von  den  Binomialkoeffizienten 

Pr— (p  — l)r-i  =  (p— l)r, 

weichen  man  hier  der  Reihe  nach  für  r=zO,    i,   2,  3,...   anzuwenden 
Gelegenheit  hat: 


^P=i»"— (p-l)"(P:=-t)l  +  (l»--2)*(p--i)i--(yT3)"(P-l)s  +  ...        (3) 

Ffir  die  hierdurch  hestimmten  Werthe  difi  CoetMet^t^  Ji  v'J^ » - 
•^/»H  ^^^  ■'un  Dach  (2)  und  (1) 

Ä(Hi^)-i(^)%...+(-w..(i^^r'. 

1         1      1     .e* 


a+^      Ä      a*«  +  ^ 


i«t|  8o  hat  maa  auoh 


jD^i 


ein  durch  seine  Eleganz  bemerkenftwerffaes  Resultat. 

II.  Man  kann  zu  der  so  eben  entwickelten  Gleichung  auch  noch 
auf  anderem  Wege  gelangen.  Man  setze  nämlich  in  der  Gleichung  (11) 
n-i-i  a,n  die  Stelle  von  n  und  bemerke  für  die  linke  Seite «  dass 

i)Wi/(a+«^)=Z)«[Z)/(o+e«)]  =  ö-[^] 
ist;    inab  erhfilt  dann  : 

Aus  der  Vergleichung  von  (5)  und  (6)  folgt  jetzt  für  jedes  positive 
ganze  p 

was  vermöge  der  Werthe  von  Jp  und^ji  ein  rein  algebraidcher  Satz 
ist  Da  sich  derselbe  auch  direkt  leicht  beweisen  lässt,  so  könnte 
man  hiermit  jede  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  aus  der  jedesmaligen  An- 
deren ableiten. 

Nimmt  mn  in  no.  (5)  jc  negativ,  a  =  — 1  «od  bem^kt,  daow 
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1 


ist,  60  ergiebt  sieb  lekbt 

ein  zuerst  Ton  Malmsteo  gefundenes  Resultat  *). 

III.    Eine  andere  Transformation,  weiche  mau  mit  der  aUgemei- 
nen  Gleichung 

vornehmen  kann,  hat  zum  Z\ve6k,  alleGrIissen  in  der  Paranthese  rechts 
auf  gleichen  Nenner  zu  bringen.  Der  nächst«^  Schritt  bienui  ist,  die 
Gleichung  selbst  in  folgender  Form  darzustellend  •  . 

wo  nun  alle  Potenzen  in  der  Parenthese  nach  deren  Binomialtbeoreme 
zu  entwickeln  wären.  Wir  können  uns  aber  diese  Arbeit  ersparen, 
wenn  wir  uns  erinnern,  dass  wir  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  scholl 
einmal  in  §  18.  V.  gemacht  haben,  als  wir  die  Gleichung  (12)  daselbst 
transformirten.  Bemerken  wir  nun ,  dass  Das,  was  in  no.  (Ö)  innerhalb 
der  Parenthese  steht,  mit  Dem  conform  ist,  was  dort  in  der  Paren- 
these enthalten  war,  und  dass  Jenes  aus  Diesem  abgeleitet  werden 
kann,  wenn  man  statt  j 

n        n        n 

■    ;  a:^  ,  £, ,  £a,£i,  ....  r 

setzt 


*)    Archiv  der  Mathematik  Ton  Prof.  Grunert   Theil  VI.  S.  45.    Um  die 
Bezeichnang  in  Einklang  zu  bringen,  muss  man  statt 

n 

•enreiben : 

/,  Ä  ,  tt, 
woM  aber  da«  letzte  Symbol  etwas  unbequem  zu  sein  scheiiit. 
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so  ergif^bt  sich  auf  der  Stelle  ^  dass  der  Inhalt  der  Parenthese  in  For- 
mel (9)  sich  rolgendermassen  darstellen  IKsst: 

worin  Xx  >  X^.  qtc.  Coeflizienten  bedeuten^  .die  eben  so  aus  den  ^nit  S^ 

.  n         n 

beseichneten  GrOsseo  gebildet  sind,  wie  die  Coeffikienten  Gi  ,  O^  etb. 
in  der  früheren  Untersuchung  aus  den  mit  £  bezeichneten  Ausdrücken. 
Wir  haben  also  .  » 

Nach  der  so  eben  gemachten  Bemerkung  hinsichtlich  der  Coeffizienten 

n  .    •  •.■-.■  .■' 

L  ist  nun  klar,  dass  irgend  eine  dieser  Grossen  etwa  Lp  sich  von  dem 

•  •  ^  r 

frfiher   entwickelten  Gp  nur  um  so  viel  unterscheiden   kann,  als   die 

n 

Bestandtheile  von  Lp,  nämlich 

n         n  n 

H-x  9  Äjj ,  K^  ,  • .  • » 

n 

voo  denen  des  Coeffizienten  Crp  d.  h. 

n         n  n 

abweichen.    Nun  ist  aber 

n  n 

und  also  unterscheidet  sich  Kp  von  Ep  nur  darin,  dasei  an  der  SteUe  tod 

die  Potenzen 

;?«,(p— 1)»,(;?— 2)«,  ... 

ti  n 

stehen.  '  Daraas.  folgt,  dass  man  auch  Lp  aus  Gp  ableiten  kann,  wenn 
ma»  Hl  dem:  Werthe  der  letzteren  Grösse  die  nämlichen  Vertanschuii- 
gen  vornimmt.    Demnach  ist  vermöge  d^r  Formel  (15)'  in  §  18 
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I^=(n--,*)of*p^»  +  (n--ft)if*p^(p— t)^+0i--f*)Äfip-a(p-2)»+...    (10) 

und  für  die  so  bestimmteo  W^rthe  von  1*1,1^  etc.  haben  wir  jetset . 

D^ia  +  cy  )    '. 

(11) 

Als  ispejkieller  Fall  i6t  hier  die  Annahme  ^1=— 1  bemei^kebswerth,  Iveil 
ma^  hier  auf  ein  schon  bekanntes^  zuerst you  Euler  entwickelt««  9«- 
sultat  sttast.    Ss  wird  dann    : 

Xp  =  (-l)P{(w+l)op«-(n+l)i(p-l)«+(n+l)a(/i^i)«-...J 

und 

i>»(a+e^)-i 

=(o+e*)-(»+iHIia«-ie* +  iaa»-*e^  + .-.  +  L«  a®«"*! . 
Setzt  man  aber  blos 

i^  =  («+l)oP"  -  (w+i)i  (P-I)"  +  (w+l).  (p-2)«  - ..        (12) 
so  ist 

^(^  (13) 

was  mit  der  Eulerschen  Formel  üb^re!nstfan<Ait. 

§22.  ,^-    . 

Höhere  Dlfferenzial^otienten  solcher  Ausdrücke,  welche  aus  go^ 
niometrischen  Funktionen  zusammengesetzt  sind. 

Die  Aufgäbe^  die  höheren  Differenzialquötienten  solcher  Aus- 
drücke zu  en^Tickein,  welche  aus  goniotnetriscben  Funktionen  beste- 
hen, reiuzirt  sich  im  Allgemeinen  immer  auf  ^ie  vorhin  behandelte 
der  Entwicklung  von  D^f(e'}.    J[>a  nämlich  für  V"^=:t 

sina:= ät ,  cos.r= « , 

so  kann  man  jede  Funktion  von  Sinus  oder  Cosinus  auch  als  Funktion 
eltl»t  Etpoiieii^lalgHisse  ansehen  vnd  deüinach  die  Lehreirr  des  $  ^ 
Yä  Ali#(MiAEiBg  Mtigi»n.  Pas  TeclMiscb«  dieses  Verfahrenl»  WirA  Mm 
leicht  au«  dl^nv  folgende*  Beiil^to  etüiellefr. 


im 

GeMtat;  alltD  iMiaBgtei^ie  lodeptoilMite  DtlntaMMg  fbr  UhAten 
DifferenzialquotieiiteD  von  den  Funktionen  •:    ''     <>       \ 

/     il-f  cys;c,  sinar/        ^,      >^ 

«o  bemerke  niai»»  da«8  dieselben  folgeodetttiMsen  aerlegt  fi-crde^komwlil: 

a  -j-  cos  X 


und 


sin^z* 


l+2iacos^-f  d^ 
exi     e-^ 1  I 1 


~"2i  l  +  aCe'f+e^+a«"""  2i  U+e-**     a+e'i 
woraus  dann  folgt: 

Es  wird  aiso  bios  darauf  ankommen ,  die  hobeten  Differehziaiquotienten 
der  Funktionen 

zu  entwickeln.  Hierzu  bedienen  wir  uns  des  Satzes  (4)  fn  §  (31),  Wel- 
chen wir  uiitev  der  folgenden  compendi^sefi  Form  darstelleo : 

wobei  das  Z^icbM  27  bedeutet »  das«^  aUe  die  für  Jt^i^lj  2«.,..:n-fl 
zum  Vorscbein  kommenden  Grossen  addirt  werden  sollen*  .  Setztin  trir 
bier  kxi  für  x.^  wobei  i=zV^ — 1  ist^  und  bemerken,  dass 


ist,  so  tritt  kidj;'  an  di«r  Stelle  von  (fx  und   fo^Kcfh    gelht  dfe  Rnke 
Seite  der  Gleichung  (3)  über  in 

,1      d^[(«+e*«0-^]         1     ,^t     1      \ 
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/ 

.und  die  Gfeidisng  selbst  nimmt  -oäoh  beiderseitiger  MnltipltkatioD  mit 
(M)^  die  Form  an  ..'■■../  .  .,.  . 

Oiess  iSsst  sich  noch  foigendermassen  umwandeln.    Es  ist 

_^ 1 1 

o+e*'«       ae— *** +1      l+a  cos  ka: — ai  ainka: ' , 

Nehmen  wir,  mit  q  eine  erst  noch  zu  bestimmende  Grösse  und  mit  6 
einen  noch  unbestimmten  spitzen  iBogen  bezeichnend,  l-f  acosAx=^cos6, 
a  sin  ^  =  ^  sin  0 ,  woraus  man 

^«=(l  +  acosib:)2+(asioÄar)2 

oder 

^  =  V"lT2acösU+a*  (5) 

und 

^     ^        asin>^a;       ^      .     ^        a»mkx 

erhält,  so  wirA     ^ 

.'  \        ■  ■'  '  • 

— f^!i- 1 :    /      J_  cos  ft  -t- 1  sin  0 

a-l-eto  — ^(cosö— »sin0)~  ^  * 

mithin 

(e*^    V  —  cos/yO^-tsinpO 

und  folglich  nach  no.  (4) 

Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,   ob  nämlich  n  gerade  oder  un- 

n 

gerade  ist    Im  ersten  ist  i^=r( — ^1)*  und  man  hat  folglich 

1)  für  gerade  n 

»-1 

im  zweiten  Falle  ist^=i*— *t  =  ( — 1)  2  i  und  folglich  ' 

2)  far  ungerade  n 


Nehmen  wir  jetzt,  in  der  Formel  (7),/:  =  —  1,  so  vrlrd  it»  =  +l,  weil  n 
als  gietiide  Toraiicigeseftzt  #ird;  und  .  j  '  ^ 

^=V  l+2acos:r+a*, 
welcher  spezielle  Wertfa  von ^  mit  v  bezeichnet  werden  möge,  so  das^ 

v=Vl+2acosar  +  a2  (Ö) 

ist;  zugleich  wird 

\ 

O  = — Arctan  7—, 

oder^  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird  5Ö=:^m.    Wir  haben  daher  nach  (7) 
filr  gerade  11 

Nehmen  wir  dagegen  in  (7)  A;=-|-l>  so  wird  der  zweite  spezielle  Werth 
von  Q  =  v  and  der  von  0=+fi),  folglich 
für  gerade  n 


^(^)=-"=y^5-^>^'-^'"'''"vV'""^" 


(12) 


Setst  man  auch  in  der  Formel  (8)  A= — i  und  k=  +  l,  wobei  wegen 
des  uDgeraden  u,  ifi^ — 1  wirdj,  so  erhält  man  leicht: 
fflr  ungerade  n 


(13) 


^ividirt  man  die  Summe  der  Gleichungen  (11)  und  (12),  (13)  und  (14) 
init  2,  so  erhält  man  nach  (1) 

fBp  gei^de  n  -^^ 

J}n  (       «+^0«>1\  l-Oul)^' W.^p^lJ    ^^«/^^  (15) 

.r^U+2ÄOosa:+aV""       «       -£(-l)P- ^p     ^p  U»; 

oöd  fär  ungerade  « 


Divldirt  man  ebenso  die  Differenz  zwischen  den  Gleichungen  (11)  und 
(1^>  (13)  und  (14)  mit  2r,  so  ist  nach  Formel  (2>  .  <fi     . 

ffir  gerade  n 

Z>»f.^yi£^_^)^tlli_Vl)P_xi,!i5f!^       (17) 
Vl+2acosar+av  o       ^      ^         *'    t4»  ^    ^ 

und  für  ungerade  n 

Dn(.^^}Il^       \^t:})^2K-l)P-^J,^-^,    (18) 
\l+2aco8a:  +  aV    •         a  ^      '        v     ^    '    \    i 

wobei  man  noch  für  v  vmk  »  ihre  IVertk«  aus  (9)-  und  (10),   8*  wie 
fSr  j9  der  Reibe  iiacb  die  Zablen   I,  2,  3r->-  n-|-l  2u  sefoeo  kat. 

Schreibt  man  in  den  Formein ,  welche  für  gerade  n  gdten,  2»  ffir  n 
und  in'  denen,  welche  ein  ungerade«  n  voran9»etzen^  ^—1  fllrtt,  eo'^^ 
eihält  man : 

^^  U+2acosar+^;-       a       ^(^^J^'^p  -^f     (19) 
p=l,  2,  3,  ...  2»  +  l.  ) 

^    u>2ocos:r+ov~    o    r   ^  '^  vp.ym 

■■■■-'>"  p  — 1,  2-,  3.  ....^n-  •■}:•■      .    iAi .' 

^    \l+2acoax+^J-^T^^^    *^  ''"    vp     (       .(Stt)  •. 
p=;l,  2,  3,  ...  2it+l.  \ 

^^*^\l+2ocosa  -i^j  -^        '^^^'^     -^'-Tp         (22) 
.  .      .^  p=l,  2,  3,  ...  2n.,  ;      y 

■  I 

\  / 

Die    höheren    Differenzialquotienten    der    Tangente^    Cotfmgf»^^^9 
Sekante  und  Cosekante. 

•  '  •  •  ,  "'     v 

Die  Formehi ,   welche  wir  im  vorigenVParagrapheD  fifr  die  hdl 

ren  Differenzialquotienten  der  Funktion  .jrti  vVi 
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l+2acosa?+a* 

^qiideii  faikp,  llefieni  uns  zugleich  die  höheren  pifferenzialqüotieDl^ 
vonitanka:  und  ^ooti^,   iveil  diese  letzteren  Funktionen  aus  der  obi- 
gen durch  die  zwei  Spezialislrangen  a=t-f  l  iind.a=s-*-l  entspringen. 
Fjjr  a=  +  l  wird 

..  ,    gin^  2sin|4?cosia? asipiarcQSjjr,       ^ 

feHi'er  nach  tfo.  ^)  und  (10) 

.  *  -  ..  !•;/  ;!  .-.:.■  : 

^    ir^  V  2(lH-eosjr);t=3oos  t« 
09  =  Arctiin  ^  ,  ^^^^^=  Arctan  tan  Ix^, 
üwd  memi  wit  F«raiiiMietzM,  das«  ^4»  ein  spitzer  Winkel  sei/ 

Demnach  .^rhalten  wir  aua  den  Formeln  (21)  un4  (22) 
■       iÖ*'t.nU={-l).2(-l)P->!;,^^Bi|^, 
1  Z>»-iUn  U=(-l)-i  i(- Dr-i"}; '^^. 
Setzen  wir  noch  2x  für  j?,  so  ergiebt  sich: 

^=^^./>«»^itanar  ) 

»yi  cos.a?       gy^   cos2ar     ^  an-i   cos3j?  *»f-^   cos2n^  (  ^^^ 

•^^.2fw^5""  •'•  (2Ö08a;)a"*^   •^»  (2öop«)3--  "^•'«»(2cosa:)«»-) 

^«*   sina?       V    sin  2a?     .y     sinir  2»       «*«  (SJil  +  l)ar  j^^ 

^  "^i  2cosa:""*^«(2cosa:)a+'^»  (2cosar)8""  ••  +•'««+1  (2cosa:)«»+i'  J 

^obei  nun  x  ein  Bogen  des  ersteh  Quadranten  sein  muss. 

Beide  Formeln  würden  sich  übrigens  in  eine  einzige  zusammen- 
^^«hen  lassen «  wenn  man  zwei  noch  unbestimmte  CrrSssen  e  und  97  ein- 
**IVrte  und, schriebe.,  .     . 
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(_  l)i(m-*) 

7  l£2££dl3£I!l£     *S  gco8  2;r-f  iysin2ar  .  "f  £cos3ar.r|-iysiB.aty.  f  ^^ 

•^*         2cosa:  "^^         (2cQsar)2        +''»  (2jcos^)»      ^'••'f  W 

•  /     IN«*!        g  cos  (m+l)  a: + 1?  sin  (»4:1)0? 
....  +  (-!)«  J«+i- (2cos:r)Vi     '        ' 

Diese  Gleichung  würde  für  wi=:2w  —  1  und  m=2w  in  die  unter 
(1)  und  (2)  stehenden  Formeln  übergehen^  wenn  man  dif)  noch  unbe- 
stimmten (irussen  e  -ntid  rj  so  zu  Wählen  wüsste^  dass  für  jed^s-unge- 
^  rade  m  zugleich  s  =  l  und  17 =0»  dagegen  für  jedes  gerade  t»  gleich- 
zeitig £=0  und  17=1  würde.  Es  hat  aber  keine  Schwierigkeit,  eine 
solche  Wahl  zu  treffen ;    man  braucht  nur  zu  setzen : 

dann  sind  die  den  GW^ssen  i  und  17  auferlegten  Bedingungen  erfillt  und 
die  Formel  (3)  gilt  dann  allgemein. 

Ebenso  leicht  würde  man  aus  den  Formeln  (21)  und  (22)  im  vori- 
gen Paragraphen  die  höheren  Differenzialquotienten  der  Cötangeute  ab- 
leiten,  indem  mm^  a  =  — 1  setzte;    man  gelangt  aber,  rascher  dazu, 

wenn  man  in  die  so  eben  entwickelte  Formel  (S)«— ^  ^"'^  substttuirt. 
Man  hat  dann 

i^ — ^^q-j 2>'"cota:  (5) 


Bco8q^x)+fis\x^q-^a:)     „  scos2(|-a:)  +  i7sin2g-^) 
"""^  2sini  ■      ""^^  (2sin.r)2 

8  COS  (wi+l)  ( I  —  a?)  +  1/  sin  (»r  +  1)  (^t^a?) 


8  COS  [m-f-LJ  ( 

...+(-1)«/. 


(2sina:)«»+^ 

Für  die  Differenziation  der   Sekante   halten  wir  uns  an  die  bekannte 
goniometrii^che  Relation  \  .'    . 

sec  j:=tan(  j  +  --) — tanar, 
aus  welcher 

/>»»seca:  =  2>»"  tan  (j+^)  — />'»tanx  . 
folgt.    Da  nun  die  beiden  Differenzialquotienten  auf  der  rechten  Seite 
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nach  Formel  (3)  leicht  aogegebeD  werdefi  k&DDen^Bo  nnd  bierdurcli 
auch  die  balieAo  DiffereDsialquotieiDteD  der  Sekante  yöllstiadig  besCii^nii 
Die  DiffelreiiziatioD  der  Cosekante  kommt  ebenialla  auf  die  JMffe* 
renziatioiieo  Voo  TAig^ten  und  CotaDgenten  zaräek;  deoo  da  nach  ei<> 
ner  bekannten  Formel  der  Goniometrie 

cosecr  =  tan  ^x  +  cotar 
ist,  ao  folgt 

Z>»cosec;r  =i:  Z>»tanjÄ  +  Ö*^cot.T,  (7) 

wo  es  nun  keine  Schwierigkeiten  hat,  die  auf  der  rechten  Seite  vor- 
kommenden Differenziaiquotienten  mit  Hülfe  der  Formeln  (3)  und  (5) 
vollständig  zu  entwickeln. 

§  24. 
Indepehdente  Bestimmung  w)n  D^f(lx). 

Auf  Ehnliche  Weise»  wie  wir  das  Bildungsgeseti .  der  höheren 
Differenziaiquotienten  von  Funktionen  einer  Potenz  und  einer  Expor 
nenzialgrOsse  entdeckt  haben,  kOnnen  wir  auch  noch  'di^  allgemeine 
Form  nachweisen  •  unter  welche  sich  die  h5hei*en  Differenziaiquotienten 
einer  beliebigen  Funktion  des  LogaHthmus  stellen,  wobei  wir  den  Lo- 
garithmus als  natOrlichen  voraussetzen.  Zunächst  gelangt  map  leicht 
au  den  folgenden  Gleichungen: 

SC 

u.  s.  f., 
welche  auf  die  allgemeine  Form 

D-fi^lx)  (1) 

hinweisen ,  worin  ^  : . 


n  n       •  n  n 


9 


m 

gewisse  reia  immerische  CoeffinenteB  bedeuten.  Za  ihrer  BesliaiBieiig 
dieipt  win  wieder  der  sehen  mehrmals  gebrauchte  KsnsCg^rW,  weMwr 
io  der  SobstftatieB  eioer  solchen  Fookfion  for  f  besteht,  däSB  man 
die  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (1)  vorkomsfenden  Diferenziatieneii 
unabhängig  von  einander  ausführen  kann.  Die  fmssendste  Wahl  in 
dieser  Beziehung  ist 

woraus  durch  pmalige  Dif  erenziatioo  folgt 

folglich 

/^)(far)  =  (-l)P|^^r-^.  (2) 

Ferner  ist  unmittelbar 

f(Lv)  =  ar^ 
und  mithin 

Substituiren  wir  diesen  Ausdruck  nebst  Dem,  was  sich  aus  no.  (2)  lur 
p^=in  ,  w— 1  ,  «—2  ,...2,1  ergiebt,  in  die  Gleichung  (1),  so  er- 
glebt sichij^eh  einiger  Hebung 

n  «  n  n  i      (?) 

Es  ist  hiernach  sehr  leicht,  die  Bedeutung  der  ^{ragficben  CoelBaientea 
und  ihre  Werthe  zu  erkennen.  Verwandelt  man  nämlich  ein  Produkt 
von  der  Form 

f*(|»  +  «i)(i*+Oa)  —  (i*  +  fl»-n)  W 

durch  gewöhnliche  Multiplikation  in  eine  nach  absteigenden  Potenzep 
von  fi  geordnete  Reihe,  so  findet  man  für  die  letztere 

fi«+  ri^«^i  +  6ifi^«  +  ...  +  G^,fi  (5) 

und  dabei  ist 

•  Q=fli+aa  +  ö3  +  --«+  fl«-i 

Q   =    «102  +  01«^+«^  «4  +  .. .:^<%l«fi-I  r     -. 

+  öaa3  +  <'2«4  +«*-+«2«n-i 

+  ,ß3«4+  •••+fl8  ö»i— 1  -  '     *    '.  '' 
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d.  h.  C%  gleich  der  Summe  der  ComUnationeD  zu  je  zweien  (ohoe 
WiederholungeD)  au9  den  n-^l  Elementeii  Og  ,  a%  ,  ...  on^ ,  wobei 
jede  Cbrnbination  als  Prodnkt  angesehen  wird;  ebenso  ist 

C^  =z  aio^a^  +  «1  %  «4  +  . . .  +  «1  «^2  *^n— 1 


+    a^O^a^   +    •••    +   02«3^«— 1 
+    ^2  ^4  ^5    +    •  •  •   +   ^2  ^4  ^n— I 


+   an— 3  a»-2  ^«— 1 

aiso  Ci  gleich  der  3umme  der  Combiniitioneii  zn  je  dreien;  anf  gleiche 
Weise  würde  man  weiter  gehen  kOnnen^  bis  zuletzt 

NehmeD  wir  dqd  oi  =;:  1  ,  o^  ;=:  2  ,  . « ,  Ofi^  =p  n-^ts  so  werden  die 
Ansdrficke  in  (4)  und  (5)  identisch  mit  der  linken  und  re^phten  S^ite 
der  Gleichung  (3),  und  folglich  ist  dann 

il,  =  1  ,  4i  =  l+2+...+n-l, 

femer  A^  gleich  der  Summe  der  in  den  Zahlen  ^  ,  2  ,  . ..  n^l  liegen- 

n 

den  Amben  (jede  Ambe  als  Produkt  angesehen)»  A^  gleich  der  Ter- 
neiuniiiiM  u.  s*  f.  Bildet  man  überhaupt  aiie  den  (n^l)  ersten  natfür- 
liehen  Zahlen  Combinationen,  Ton  denen  jede  einzelne  p  solcher  Zah- 

len  enthält,  und  bezeichnet  mit  Cp  die  Summe  aller  dieser  als  Pro- 
dukte betrachteten  Combinationen  4  so  ist 

.      ip  =   Q,'  (6) 

ood  hiermit  die  Bestimmung  der  fraglichen  Cpeffizieoteo  gegeben,  so 
dass  jetzt  die  Gleichung 

D^f(l:t)  (7; 

die  vollständige  LOsung  des  Problems  darstellt.  Man  kann  übrigens 
«Mt  fliaer  iodependenteii  Beidimmung  der  hier  vorkernmeaileii  CeeflI- 
ztMiteu  Meh  lalcbt  eine  rebrntine  Bereohapng  derselben  sefgeo»  Da 
•taaHtk. 

9* 


113 

**(f»  +  l)(f»+2)...0i+w— 1) 

=  f*" + "ciV»-»  +  "Sj»"-*  +  . . .  +*cLi/t 

ist,  80  folgt,  wenn  fi+1  fBr  fi  gesetzt  wird, 

(^+l)(,i+2)(^+3)...0*+«) 

n— 1  Vr-1  B— 1  J     (8) 

=  (ft  +  l)"+Ci(f»+l)+Ci(^+l)»-«  +  ...  +  C,_,(M+l)  ' 
Aodererseits  ist  aber  auch 


(^  +  l)(^  +  2)...(^+n)  =  fi±5  ^(^+l)...(^  +  n-l) 
=  (1+ J )  If*»  +"a  f»—»  +"^ ,*»-«  +  ...  +'gL,  ff) 


(9) 


Ordnet  man  nun  die  beiden  Reihen  in  (8)  und  (9)  nach  Potenzen  von 
(i,  was  bei  der  ersten  durch  Anwendung  des  Binoniialtheoremes,  bei 
der  zweiten   dur^  Ausführung    der  angedeuteten  Multiplikation  mit 

1  +  —  .geifchieht,  und  vergleicht  dann  die  CoefBzienten  gleiober  Po- 

tenzen  von  fi,  z.  B.  der  Potenz  fi^^^^  so  ergiebt  sich  die  Relation 

n— 1  n— 1 

:=*Cji  +  nCp—i9 
welche  dazu  dienf ,  um  ii^nd  einen  Goeffizienten  Gp  aus  aUen  sc^oen 

VSrgäqgern  Ci  ,  Ca  ^  ....  Cp^i  zu  berechnen.  Als  Beispiel  (Or  das 
Tfieorem  in  (7)  diene  die  Annahme 

woraus 

/(P>  (g)  =  ^(ft-l)(^_2) . . .  (^-p  +  l)yl^P 

=  rf*fy^'  :  .'  .   ','..; 

folgt,  und  weiter 

U^httbHdbtB  wir,4en  Gedaidcengaiig^  cUii-wir  bisher  ßitdie^^DiSifMi« 
jd|9S«i  •  züsftlQmQngeBetzter  Jß'ünktionea  befolgt  haben ,  so  erbelll  y  dass 
lins  nach  der  Becftimmung  von  I>f{x^)  ,  J^fiC)  ,  D^fQx)  vmAt^ 


IIA 

Pflicht  obläge,  auch  die  höheren  DiffereozialquotieoteD  voo  f{eosx)t 
^(sina?)  ,  f{\.Te&\ux)  ,  /*(Arctaoa;)  etc.  su  eotwickeln,  indem  wir  daoa 
liejeoige  Reihe  von  Aufgaben  gelost  hätten,  welche  entspringt,  sobald 
naD  in  Z)"/X9(x)]'ffir  q>(.T)  die  Funktionen  der  algebraischen  Analysis 
nach  einander  substituirt.  Jene  Forderung  lässt  sich  nun  swar  befrie- 
digen, aber  die  Resultate  des  betreffenden  Calcüls  haben  bis  jetzt  noch 
eine  so  wenig  elegante  und  abgerundete  Form,  dass  von  einer  prakti- 
schen Brauchbarkeit  derselben  noch  keine  Rede  sein  kann,  und  daher 
möge  die  Entwickelung  dieser  weitläuftigen  Rechnungen  unterbleiben 

S-  25. 

INe  höheren  DifferenztaJipioitenten  der  fknkiumen  mehrerer 

unahhängigen  Feründerliehen. 

Enthält  eine  Funktion  verschiedene  von  einander  unabhängige  Va- 
riabele ,  so  kann  man  dieselbe  entweder  nach  einer  der  Veränderlichen 
illein,  oder  bald  nach  dieser  bald  nach  jener  Variabelen  mehrmals 
linter  einander  differenziren.  Der  erste  Fall  kommt  auf  die  schon  be- 
Tachteten  Differenziationen  der  Funktionen  mit  nur  einer  Veränderlichen 
surfick,  weil  die  übrigen  Variabelen  nicht  geändert  werden  und  folglich 
lie  Holten  constanter  Grossen  spielen ;  wichtiger  dagegen  ist  die  Be- 
trachtung solcher  Differenziationen,  bei  denen  mit  den  Veränderlichen 
gewechselt  wird.  So  konnte  man  z.  B.  eine  Funktion  zweier  yariabelen 
^(x  ,  iy)  erst  nach  x  differenziren ,  wodurch  man  d^n  partiellen  Diffe- 

renziälquotienten  ^'  *  9^.  erhielte  und,  well  dieser  wieder  eine  Funk- 
tion von  X  und  y  bildeti  hierauf  eine  zweite  Diffierenziatioh  nach  y  vor- 
nehmen, wodurch  man  auf  den  zweiten  Differenzialquotienten 

a  df{x,y) 

^^L-  (1) 

dy 

Itommt.    Man  bezeichnet  denselben  durch 

^^  (2) 

^dx  '  ^' 

wobei  die  Stellung  von  dx  und  dy  im  Nenner  die  Ordnung  der  Diffe- 
nmziatioiien  anzeigt,  indem  man  von  der  Rechten  zur  Linken  fortschfei* 
tet,  um  an  den  der  Reihe  ifoch  dastehenden  Differenxialta.  die.^riä- 
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derlichen  2u  erkennen,  nach  welchen  die  saccessiven  DiffereosiationeD 
tw  «ich  gehen  sollen.  Man  i?ird  auch  leicht  bemerken,  dass  diese 
Beteichnmigsweise  voUkommeii  passend  ist.  Denn  da  b  (1)  die  Va- 
riable »  TOB  y  unabhängtg  ist,  so  hlingt  auch  dx  nicht  von  y  ah,  ist 
alB6  constant  für  eine  Differenziation  nach  y.  Statt  des  Aiuänicks  in 
(l)  läiist  sich  daher  auch  der  folgende  schreiben 

ddf{x,y) 

dx 

•  %       ' 

"iteicher  in  den  unter  no.  (2)  enthaltenen  übergeht,  wenn  man  die,  hier 

durch  die  ßruchstriche  angedeutete  Ordnung  der  Differenziationen  durch 

die  Stellung  d^r  Dififerenziale  gegen  -einander  bezeichnet. 

Differenzirt  man  die  Funktion  f{Xyy)  erst  .i^ch  y  und  den  ent- 
stehenden partiellen  Differenziaiquotienten  nach  Xy  so  hat  man  ähnlich 

^df{x,y) 

dy     —  ^A^^y),  (3) 

dx  dxdy 

Es  liegt  hier  die  Frage  sehr  nahe,  in  welcher  Relation  stehen  die 
Ausdriicke  (2)  und  (3)  zu  einander,  d.  h.  wie  verhalten  sich  die  zwei 
Resultate,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  zwei  Differenziationen 
von  f{x,y)  in  doppelter  Ordnung  vornimmt?  Es  ist  sehr  leicht,  diese 
Frage  zu  beantworten,  wenn  man  sich  die  Entstehui^sweise  lieider 
Ausdrücke'  vergegenwärtigt. 

Für  den  partiellen  Differenziaiquotienten  von  fix^y)   nach   x  ist 
bekanntlich 

d»  Ax  ' 

So  lange  nun  Ax  auf  der  rechten  Seite  noch  nicht  in  Null  übergegan- 
gen ist,  so  lange  ist  der  Quotient  auf  der  rechten  Seite  auch  dem 
Differenziaiquotienten  links  nicht  gleich,  sondern  um  irgend  eine  Grosse 
%  davon  verschieden,  so  dass  wir  setzen  kOnne« 

df{xyy)  _f{x-)r/lx,y)  -^  f(x,y)  ^  g 
dx  Jx 

Blerbei  ist  |  Irgend  eine  Funktion  von  x  ,  y  u«d  Ax,  >die  wir  nicht 
näiwir  m  kennen  brauchen,  von  der  wir  aber  gewiss  wissen,  dass  sie 
fir  «iMgfKiiirt  abnehmende  4x  sich  defc  NuH  nbegriozt  aäiiert,  weU 
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soDftt  die  ganze  Gleichung  nicht  in  die  vorhergehedde  überginge^  sobald 
man  da»8  yollig  willkfihrliche  Jar  anendfich  abnehmen  lassen  will.  Diffe- 
renzirt  man  die  vorstehende  Gleiöhung  nach  y,  so  kommt 

dy  dx 


4^ 


^» L_|_?« 


dy  ^  dy 

oder  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten 

dy  dx 

^  Lim^^^"'-^^>y*-^^>"^^^>y+^y>'^'^<^+^^>y>'"'^'<^>iy>'  4.  ^ 

^y  ^x  ^  dy 

Hier  bezieht  sieb  das  Lim«  zeichen  allein  auf  die  Abnahme  des  ^y^ 
während  ^j?  noch  ungeftndert  bleibt.  Da  aber  Ax  beliebig  ist,  so  kun- 
oen  wir  ancb^x  mit  Ay  gleichzeitig  (wiewohl  immer  unabhängig  davon) 

abnehmen  lassen,  wodurch  sich  £,  folglich  auch  ^  der    Gränze    Null 

dy 

nähert.    Wir  haben  dann 

^^  (4) 

JyAx  ] 

und  jetzt  geht  das  Zeichen  Lim  aufLeine  gemeinschaftliche  unbegränzte 
Abnahme  von  Ax  und  Ay» 

Zu  dieser  Betrachtung  lässt  sich  leicht  das  Gegenstück  stellen. 
Wir  können  nämlich«  wenn  wir  der  GrSsse  4y  einen  bestimmten  end'; 
liehen  Werth  geben,  setzen 

dy  Ay 

wobei  1}  eine  Funktion  Ton  j?,  y^  Ay  bedeutet ,  welche  fflr  unendlich 
abnehmende  Ay  die  Null  sur  Gränze  hat  Es  folgt  nun  durch  Diffe- 
renalatioi)  nach  x 

dxdy  dx    ^  Jlx 


m 

oder 

dxdy  ^  jj 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  blos  auf  die  Abnahme  von  Jx  bezieht, 
während  Ay  seiden  beliebigen  endlichen  Werth  behält.  Lassen  wir 
aber  Jy  mit  Jx  gleichzeitig  abnehmen,  so  nähert  sich  i;,  folglich  anch 

-2  der  Gränze  Null  und  wir  haben  daher  fßr  gemelnscbaftltcb  abneh- 
dx 

mende  /ix  und  /ly , 

dxdy 

=  Lim  A^+^^'>3r+^jy)-A^-f^^>y)— /(^^y^-^y)+A^^.v)■  ,. 

AxAy 

.Vergleichen  Wir  die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  ikiit  der  vechteii 
Seite  in  (4) ,  so  ergiebt  sich  uns  aus  der  Identität  beider  die  wichtige 
Relation 

dydx  dxdy    ' 

Soll  also  eine  Funktion  zweier  Veränderlichen  nach  jeder  dieser  Ver- 
änderlichen einmal  differenzirt  werden  ^  so  ist  es  gleichgültig,  in  frel- 
cher  Ordnung  beide  Differenziationen  auf  einander  folgen. 

Es  ist  nicht  schwer,  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Satz^is  ein- 
zusehen. Denken  wir  uns  pämlich  in  fig.  8  drei  auf  einander  senkrechte 
Ebenen,  setzen  OX=^x yXYzzzy ^  TZ=z  und  z=:<p(x,y),  so  beschreibt 
bekanntlich  der  Punkt  z  eine  gewisse  Fläche,  sobald  x  und  y  all^  mögli- 
chen verschiedenen Werthe  annehmen.  Bezeichnen  wir  den  cubischen  In- 
halt des  Körpers  OBCZYX  mit  /(^,^)  und  lassen  x  um  das  XX'^=iAx 
wachsen,  so  ist  der  Inhalt  von  OÄCZ'F'Jf'=:/'(j?+//a',^)  und  folglich 

,  •.f{x-{'JXyy)-nxyy\^  XY^Ziy;X.  . 

Der  Inhalt  von  JrFZ2?  FXJässi  sieb  aber  iiäherubgsweis:  ^reh  das 
Prodfikt  aus  Grundfläche  und  Hohe,  nämlich  XYZ.XX  ==:  XYZ.Ax 
ausdrucken,  wc^aus  folgt,  das^  näherungsweis 

•  fi^+^^^y)  —  A^^y)  ^  XYZ 

Jx 


ist  und  zwar  um  so  richtiger,  je  kleiüter  Ax  genommen  wird.  Gehen 
wir  zur  Gränzefiir  anendlich  abnehmende  i^sr  über,  so  rerwandelt  sich 
die  obige  Nähemngsfondel  in  die  völlig  genaue 

£^>  =  XYZ. 
ax 

Differettziren  wir  diese  Gleichung  nach  y  und  bemerken,  dass  der  Dif- 
(erenziaiquotlent  einer  Ebene  die  die  begrSnzende  letzte  Ordinate  ist^ 
so  ergiebt  sich 

Gebeo  wir  dagegen  (fig.  9)  in  der  Gleichung  f(x,y)  =  OBCZYX 
dem  y  einen  Zuwachs  YT  =::  Ay,  so  ist  f{x,ff'\^Jy)^OBCZiY'X) 
folglich 

f{^.y'^^y)-f{a:,y)  =  BCCZ'rYZ\ 

wobei  wir  näfaerungsweis  BCCZfYYZ^i  BCZY.  YY'  ^  BCZY.Jy 
setzen  können,  woraus  folgt 

f(af,y+Ay)^f(x,y)  ^  jg^^^y 
4y 

und  mit  völliger  Genauigkeit,  wenn  wir  zur  Gränze  ßlr  unendlich  ab- 
nehmende Ay  übergehen, 

&l  =  BCZY, 

Durch .DiSereoziatioit  dieses  Ausdrudces  nftch  x  =  OX  =z  ßY  kom- 
men wir  an  die  Gränze  TZ  der  Ebene  BCZY,  so  dass 

dxdy 

ist  Bei  Vergleichung  dieses  Resultates  mit  dem  unter  no.  (6) 
gefundenen  ergiebt  sieb  wieder  die  Richtigkeit  des  ii|  ^)  aufgestellten 
Satzes. 

Aber  nicht  blos  für  zwei  Veränderliche  gilt  die  Bmnerkung,  dass 
die  Ordbung  der  Differenziationen  keinen  Einfluss  auf  das  Endresfritat 
hat,  sondern  auch  für  drei  und  mehrere  Veränderliche  behält  dieselbe 
ihre  Richtigkeit.  Wäre  z.  B.  eine  Funktion  von  drei  Variabelen,  etwa 
der  Ausdruck /(^,y^z)  dach  jeder  derselben  einnial  zudifferensiren,  so 
kamt  man  auf 'folgende  Welse  verfahren. 

'^Neteh  dMi  vorigen-  I^Moreme- gelten  folgende. GleichnngeB: 
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djfda  dxdf      ' 

dzdx  dxdz      * 

didy  dydz     ' 

Differ^DZMit  man  die  ^rste  nach  z,    die  zweite  Dach  g,   die  dritte  nach 
a:,  so  ergeben  sich  daraus  die  folgenden: 

d^f{x.y,z)_^d^f{pp,y,z) 
dzdydx  dzdxdy  A  ' 

dydzdx  dydxdx  ^  ' 

dxdzdy  dxdydz  ^' 

Ferner  ist  aber  auch  ^    -C  eine  Fnnb&n  von  x  nod  jr  und  duick 

Differenziation  derselben  nach  x  und  y  unserem  früheren  Theoreme 
gemäss 

dydx  dxdy         ' 

dydxdz  dxdydz  *  ^     ^ 

Differenzfrt  man  ebenso  -^  ^  na«h  ^  »od  i,  Jz'  nachy  and 
z^  so  ergeben  sich  noch  die  Gleichungen: 

dY(x,y,z)^d^f(x,y,z)  . 

dzdxdy  dxdzdy  '  ^    ^ 

dzdydx  d/ydzdx  ^    ' 

Beächtet' man  r  dam  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  der  Reihe 
midi^  der  rechten  Seit»  yon  (9),  der  linken  von  (9)  und  der  linkes 
▼ÖB  :<&%  und  eheinsD  die  Unken  Seiten  Fon  (10),  (11),  (l*^)-der  rech- 
ten Seite  4d  (8) ,  der  rechten  in  (7)  und  der  linken  in  (6)  entsprechen, 
«e  erüfsUt,.  da«8  öberhaufH;  die  aeehe  Formen,  ivelche  man  durch  alk 
verschiedenen  Anordnungen  der  idrei  DiffertHUziationen  bekommt »  einan- 
der gWoh  moA  «nd  en  mithin  fiir  4Ua  Bewitftt  gleicbgiUtig  in^^,  in  wel- 


eher  Reihenfolge  mao  die  DiffereoEiatioDeti  votnfanmt.  Ebenso  leicht 
würde  man  zeigen  bSnaen,  dass  in  Ausdrficken,  wie 

dxdydzdu  '     da;  eh/ dz  du dv         '' 

auf  die  Anordnung  der  Differenziationen  nichts  ankommt. 

Differenzirt  man  eine  Funktion  mehrerer  Variabein ,  etwsifia:,y,z), 
mehrmals  z.  B.  mmal  nach  x,  darauf  Ttiiial  nach  y  und  zuletzt  /»mal 
nach  z,  so  bezeichnet  man  den  herauskommenden  Differenzialquotien- 
ten  mit 

d'^^n^Pf(a:,y,z) 
dzP  dy^  dx^ 

und  nennt  ihn  den  partiellen  Di flCerenzlalquotieiitett  der. Ordnung  m.-fn-|-|i 
in  Bezug  auf  die  Differenziationen  nach  x^y,z.  Man  wird  sich  auch 
hier  sehr  leicht  tiberzeagen,  dass  es  ^eichgfiltig  ist,  in  welcher  Ord- 
nung diese  Differenziationen  verrichtet  werden,  dass  man  also  ebenso 
gut  schreiben  kann: 

'  d«^^^Ptix,y,z) 
dx'^dy^db» 

was  gewuhnlicli  zu  geschehen  pflegt. 

Mit  Helfe  solcher  partieller  Differenzial(piotienten  kann  man  leicht 
die  höheren  totalen  Differenziale  einer  Funktion  mehrerer. Variabelen 
entwickeln,  wie  man  an  den  folgenden  Beispielen  seilen  wird.  . 

Man  hat  bekanntlich 

folglich  unter  Anwendung  des  nämlichen  Satzes  selbst 

«^A^'»)=- — Ei ''^ + ä; ^y 


di — ^ + — W' — 


+ ^ «te+ 2r — ^' 

d.  i.  wenn  man  die  Gleichungen 

da:     ~      «*«"    *         dy 

and 


dx        d>f(j,,y)  '^     dg     JPn*,y) 

'—  «i«*  '    :iKr~"^  dy* 
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'^   dx  _^   du  ^rfy(j;,») 

dy.  dx  dxdy 

berücksichtigt. 


dxdy 
Hieraus  folgt  die  oeue  Differenziation : 

df('slf)  = ^ da:+ ^ rfy 

+^ % ^+^  ■      ly «'y 

+ ^ ^+ % '^9 

and  durch  Vereinigaog  der  homologen  Glieder 

.  ^  Man  übersieht  gleich,,  wie  sich  diese«  Verfahreo  b^iebig  Xfift 
fortsetzen. lässt  nnd  dass  die  CoeffizienteD.»  welche  der  Reihe  oadi  vor* 
kommen ,  die  Binomialkoeffizienten  der  jedesmaligen  Ordnung  (sein  mes- 
sen ,  weil^ßie  sich  ebenso  wie  diese  durch  successive  Additionen  bilden. 
Man  hat  demnach  altgemein 

Dieses  ThepF^m  enthält  als  speziellen  Fall  die  Formel  (2)  in 
§.  13,  wenn  man  f{x ,y)^yq>Xx)  und  nachher  y^=^tp{a:)  setzt.  Man  hat 
nämlich  'dann  fflr  efii  positives  ganzes  hz 

und  wenn  man  noch  Amalnacfa  y  differenzlrt 


"und  fflr  yssip4*>  und  dmch  Midtipükation  ^  da^-^dg^ 
^^«te-*%»=:rf»t(^)*-»9,(;r). 

Beimtzen  wir  dies  (ur.A=0,  1>,  2,  ....n  in  der  Cfleicbung  (13) 
^und  dtridiren  iikehher  mit  da^,  €M>;geliDgeD  wir  wieder  xa  der  Formel 
(2)  in  5.  13. 

Ganz  dais  nSmIiche  Verfahren  ist  gleichförmig  anch  zai  Entwicke- 
lang von  d*f(a,g,x),  dF^fQr, y,2,ü)  etc.  anwendbar. 


Cap.  y.     Relationen  zwischen  yencluedenen  Funktionen 
und  ihren  höheren  Differenzialquotienten. 

§.  26. 
Beziekimget^xfwisdien  einer  Funktion  und  ihrer  Derimrien. 

Nachdem  wir  uns  mit  den  blos  technischen  Hausmitteln  bekannt 
gemacht  haben »  welche  zur  Ausführung  der  gewöhnlich  nur  angedeute- 
ten Operation  des  Differenzirens  dienen^  liegt  es  uns  nun  ob,  d^  Zu- 
sammenhang zu  untersuchen  9  welcher  zwischen  einer  beliebigen  Flmk- 
tion  -und  ihren  nach  den  gegebenen  Regeln  entwickelten  Diffefenzial- 
quotienten  statt  findet ,  und  hiermit  kommen  wir  in  "»eine  Region  der 
Wissenschaft,  in  welcher  weniger  die  Kunst,  dagegen  um  so  mehr  die 
Metaphysik  des  höheren  Calcüls  hervortritt.    Als  Anh'altepunkt  dienen 

vnns  hier  die  Betrachtungen  der  Einleitung,  wo  wir  bereüft  eine  Rela- 
tion gefunden  hatten,  welche  eine  Beziehung  irgend  einer  Funktion  zu 

, ihrem  ersten  DiffecenziaiqÄotienten  involvirt.  Wir  sahen  nSmIich,  dass, 
wenn  or  und  f(x)  du  rechtwinklichen  Coorainaten  eine^Curve  UQd.F(:r) 
die  fiber  x  stehender  Fläche  derselben  bedeuteten,  *die  Fuiiktionen  fix) 
und  fXx)  durch  di^*  folgenden  Gleichlingen  verbupdep  •«iod**    . 

n.)=Li™fi/«)+/(s)+^0)+...,+^)i 

und 
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I 

Nach  unserer  jetzigen  Bm^chmng  giebt  £e  letztere  Formel: 
folglich,  wenn  wir  dies  in  die  vorige  Gleichung  sabstltuiren , 

und  biermit  habeo  wir  in  der  Tbat  eine  BeziehuDg  zwificben  irgend 
eioer  Funktion  und  ihrem  ersten  Differenzialquotienten«     Dieselbe  \»i 
übrigens  nur    ein  spezieller  Fall    einer    etwas    allgemeineren  Formel» 
welche  sich  auf  folgendem  rein  analytischen  Wege  findet. 
I.    Da  fjir  stetig  und  unausgesetzt  abnehmende  6 

\»i,  so  darf  man  fSr  irgend  ein  bestimmtest' 

setzen,  wobei  b  eine  Grösse  bezeichnet,  die  mit  6  gieidiaeitig  bis  zur 
Gränze  Null  abnimmt,  von  der  wir  aber  sonst  weiter  nichts  wissen 
und  aiich  nicht  zu  wissen  brauchen,  Substituiren  wir  nun  für  x  der 
Reihe  nach  «^  a-f-tf,  a+2Ä,  ...  a+w  —  H,  so  ergiebt  si^h 
Reihe  von  Gleichungen : 

I  — T-^ — i»    W  +  ^i 

-TT J =^  (a+o)  +  ea 

F(a>f3d)^F(a+M)      p,,  ^^^, 

— 3 : F=^(«  +  2ö)+£3 

.  \^       ,'  •        *••        .        •        •        •        •        •        •'•        •        •        •  ■■:  --j 

unj  durch  deren  AAditlon 


<    >.  .-^^-^ixy 


=  FCa)  +  F(a  +  3)+F'(a+25)  +  ..,  +  F(a+«— 1^) 
und  wenn^wir  a^n^^=^b  setzen: 
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=d|F(a)+F(a+Ä)+F(a+2«)  +  ..:  +  F(a+n--li)}  [(1)      . 

+  *(«!+%  +  %  +  — +  «»)•  ) 

'Ist  nun  c'  die  grösste  und  e"  die  kleinste  unter  den  firlhwen  e|, 
€2»  '••  ^n»  so  muss  offenbar 

<diM'  und  >Ä«e" 
sein;    andererseits  aber  war  a+n8=b,   folglich  nds=:b — a,  mithin 

*(^i +«2+^8 +  ••••  +  *»)    ' 
<;(6— o)c' und  >(»— a)^. 

Da  nun  jede  der  Grossen  £1,  £2»  •'•••  ^n  bis  zur  Gränze  Null  ab- 
nimmt,  sobald  d  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit  e\  ^' 
und  ebenso  mit  (6 — ä)s'  und  (b-^a)^'  der  Fall.    Hieraus  folgt  dann 

Lim  d(fi  +£2  +  h  +  ••  ••  +«i»;=0, 
und  wenn  wir  Jetzt  in  der  Gleichung  (1)  zur  GrSnze  für  unausgesetzt 
abnehmende  d  iSbergehen,  so  ist 

F(6)  — F(a)  > 

=:Lim*lF(a)  +  F(a+Ä)+F(a  +  2Ä)+..,  +  F(a+5'irid}  L 

Diese  allgemeinere  Formel,  welche  die  frühere  als  speziellen  Fall 
in  sich  enthält;  tSsst  sich  ebenso  leicht  geonetrisch  deuten.  .W8r# 
z.  ß.  io  Fig.  !•  OX=Xy  XTz=:F\x)y  also  y  —  F'{x)  die  Gleichung 
der  Curve  MPYQ  und  die  Fläche  ORYX==F{x),  so  wurde  für  OA=a, 
OB^b,  die  Fläche  ABQP  gleich  der  Differenz  der  Flächen  OBQB 
und  OAP]ß  sein  Uikl  die  obtge  Formel  diente  dann  zur  Quadratur  von 
ABQP^F(b)'^(iF(m).  Nimmt  man  usiiOAzsO,  $0  tfdu»rt  sich  dii» 
Fläche  OAPR=zF(a)  auf  eine  blose  Gerade  OB  und  w>rd  also  kO; 

zugleich  ist  dann  in  der  Formel  d;^— und  fflglieh  ergiebtsicb 

F(6)=Lim^{F'(0)  +  F.(^)  +  F'<^)  +  -r-+^^ 

was  TOif  der  frühereu  Fermel  nur,  darin  versrhieden  ist>  diuns  b  an  ^er 
Stelle  Ton  x  steht.         ■'  ■■  ^   -    *.    .  . 
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Setzt  man  io  der  Gleichung  (1)  6=a-|-A>  wobei  h  eine  ganz  be 
liebige  GrOese  sein  kann ,  so  wird 

F(a+A)— P(a)      '  x 

AI  ^  ^ 

und  von  dieser  wichtigen  Formel  werden  wir  gleich  nachher  Gebrauch 
machen* 

IL  Sehen  wir  vorerst  noch  einmal  auf  die  Ableitung  der  For- 
mel (2)  zurück,  so  können  wir  leioht  eine  ebenso  einfache  als  nützliche 
Bemerkung  an  dieselbe  knüpfen. 

In  der  Gleichung 

g =F(ar)+c 

bedeutete  t  eine  Grosse,  welche  man  so  klein  inac^en  kann  als  man 
will,  wenn  man  nur  S  klein  genug  nimmt;  man,  wir4;  ^so»  e  .aiteh  .so 
verringern  können,  dass  F(a:)*f  s  immer  das  nämliche  Vorzeichen  hat 
wie  F{a:)  selbst.  Denn  wäre  z.  B.  Fix)  positiv,  aber  b  negativ,  so 
irfirde'man  c  seinem  absoluten  Werthe  nach  nur  kleiner  als  F(ir)  zu 
maciien  haben  und  dann  F(x) — s  noch  positiv,  also  mit  F(jr)  von 
gleichem  Zeichen,  ausfallen;  ganz  ebenso  würde  man  verfahren,  wenn 
Pik)  n^ativ  uod  <  positiv  vrärje.  Man  denke  sich  ni^n  6  so  Uein  ge« 
wählt,  dass  in  den  früheren  Gleidiungeotdie  Ausdrücke,  .  ,. ./  .^ 

r(ä)\B^  ,  F\a^-S)-\-t^  ,  F(a+2a)4.C3  ,  ....F^t^n-l^^i^^ 

ttiijt  Ihren  jedesmaKgen   ersten    Gliedern    gleicl|e  .,Vorfseichen    babfof 

tySfen  jetzt  die  Grlissen  Fia)  ,  F(o+d) ,  FiürWUA)  i  ♦•m  l^<¥iHS^Ä 
sftKimtlich  positiv,  1^0  müssten  wegen  das  stets  als  ^sitiv  yorausggpgi^i: 
teti  J  auch  die  Differenzen  .  i      ..  \  .V<     =i .:   ' 

F(a+a)— *^(a)  ,  F<a^^2a)— F(a+«)  ,  F(a+3«)— F(a+aft,,-. ... 

durchgängig  positiv  sein  und  hieraus  folgt:  ^ 

FC^XfrÄ+Ä)  ,  F(»+d)<F(a+2i)  ,  F(i«+8«<F(4iHt34),...   . 
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Sind  dagegen  die  Grudsen  F(n}y  F(a+d)  etc.  negativ,  so  sind 
es  auch  die  vorUngenaonten  Differenzen  and  mithin  gelCen  die  Unglei- 
cbangea  ,  ^ 

F(a+n— l«)>F(a+««). 

Lassen  wir  nnn  8  unausgesetzt  ab  und  n  Immer  zunehmen,  doch  so» 
dass  immer  n8^=zb^a  bleibt  wie  früher  ^  so  stell<frn  die  Grössen 

F(a)  ,  F(a+S)  ,  F(a+2a),...*F(a+^=ld) 
und 

F(a)  ,  F(a+g)  ,  f^a+SÖ)  ,...F(a+n--ld) 

nichts  Anderes  als  den  Verlauf  der  Funktionen  F(x)  und  F(x)  dar» 
wenn  in  ihnen  or. stetig  von  jc=za  bis  nach  ;v=6  übergeht,  und  wir 
können  nun  folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen: 

eine  beliebige  Funktic^i  nimmt  während  eines  bestimmten  In- 
tervalles   beständig   zu  oder  ab,   je  nachdem  ihre  Derivirte 
während  des  nämlichen  Intervalles  positiv  oder  negativ  bleibt. 
Der  Differenzialquotient  einer  Funktion  liefert  also  immer  ein  Itennzei- 
eben ,  um  entscheiden  zu  können ,  innerhalb  welcher  Intervalle  die  Funk- 
tion selbst  wächst  oder  abnimmt. 

III.  Wir  betrachten  nun  die  Formel  (3).  In  derselben  kommen 
wieder  die  Grössen  F'(a)  ,  /^(a+d)  ,  F(a+2S)  etc.  der  Reihe  nach  vor 
und  zi^eich  wird  ein  Uebergang  zur  Gränze  für  unausgesetzt  abnefa* 
mende  i  verlangt,  es  durchläuft  also  in  F(x)  die  Veränderliche  x  ste- 
tig das  Intervall  ar=a  bis  a:=a-l-h.  Dabei  wird  nun  F(x)  offenbar 
irgendwo  seinen  grössten  und  kleinsten  Werth  erhalten,  so  dass  etwa 
fir  d7?=a  der  Werth  von  F(a)  der  grosste  unter  den  Ausdrücken  F'(a), 
F(fl+8)  ,  F(a  +  2*)  etc.  und  ähnlich  für  ar=/3  der  Werth  von  F(ß) 
der  kleinste  von  allen  ist.  Setzen  wir  daher  in  no.  (3)  fiir  jedes  Glied 
der  Reibe  das  zu  grosse  F(a)  oder  zu  kleine  F(ß) ,  so  wird  offenbar 

F(af  A)— F(a)<&»F(«)  d.  i.  <  hF(a) 
Fia+k)-^  F(a)>dnF(ß)  d.  l.  >  hF(ß) 
oder  es  ist  auch 

F(a  +  Ä)  — F(a)— AF'C«)  negativ 
F(«  +  h)  —  F(ä)  --hFiß)  positiv. 

Diess  lässt  sich  auch  in  folgender   Form  darstellen.     Wenn  in  den 
Ausdnicke 

10 
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.T  das  Intervall  jp=^a  Ms  .r  =  a  +  A  durchläuft^  so  Unden  sich  tini«r- 
halb  des  letzteren  zwei  Wffrthe  a  und  ß,  von  denen  der  eine  Ihn  ne- 
gativ und  der  andere  positiv  macht;  Wenn  nun  aber  Fis)  ene  ste- 
tige Funktion  von  a:  ist,  wenigstens  innerhalb  des  Intervalles  x=a 
bis  a7=:a-f  A,  so  ändert  sieb  auch  der  ganze  obige  Ausdruck  cQntioib 
irlich  und  kann  demnach  nur  dadurch  vom  Negativen  ins  Positive  über 
gegangen  sein^  dass  er  alle  Zwischenstufen  durchlaufen  bat.  Es  exi- 
stirt  folglich  ein  gewisser  Werth  g  von  üp  ,  fiir  welchen 

F(a  +  Ä)-F(a)-AF'(Ö  =  0 
oder 

F(a+A)-F(a)=:Ar(ö 

ist.  Da  aber  |  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  a-f-A  liegte  aldo  bei  po- 
sitiven A  ,  a-fA>|>a9  und  bei  negativen  A  ,  a-f-A<  §  <  a  ist,  so 
können  wir  1=  a  -|-  XA  setzen ,  wo  X  einen  positiven  ächten  Bruch«  oder 
schärfer,  eine  positive  die  Gränzen  Ound  1  nicht  überschreitende  Grosse 

bezeichnet.    So  haben  wir  dean  für  1^  ^  ^  0 

F(a  +  A)  —  F(ä)  =  AF'Ca  +  AA)  (4) 

oder 

F(«  +  A)  =t:  F(a)  +  Ai-^Co  +  JIA)  (5) 

Man  kann  dieser  Gleichung  auch  eine  geometrische  Bedeutung  abge- 
winnen,  die  so  einfach  ist,  dass  sie  fast  ans  Triviale  streift.  Ist  näm- 
lich wieder  y  =  F' (x)  die  Gleichung  der  Curve  MPQ  (fig,  10)  und 
Fia-)  ihre  über  der  Abscisse  :c  stehende  Fläche,  so  ist  Kr  OA=af 
AB=k,  die  Fläche  ABQP  =z  OBQM—OAPM^F{a^h)'--F{a). 
Wenn  nun  andererseits  US  die  grSsste  auf  der  Strecke  AB  stehende 
Ordinate  (das  Maximum  von  F^{x))  und  VT  die  kleinste  Ordinate  (das 
Minimum  von  F'ia:))  ist,  so  erhellt  augenblicklich,  dass  das  Rechteck 
aus  AB  und  US  mehr  als  die  Fläche  ABQP,  und  das  Rechteck  ans 
AB  und  VT  weniger  als  dieselbe  beträgt.  Hieraus  folgt,  dass  es  eine 
Ordinate  LK  der  Art  geben  milsse,  dass  die  Fläche  ABQP  gleich 
dem  Rechtecke  aus  AB  und  LK,  also 

F(a+A)  —  F(a)  =  AB.LK  =  h.LK 

ist.    Wir  haben  aber  LK=F'(OL)  =  F(OA+AL),  und  wenn  wir 

den  Bruch  -^  =  k  setzen,  AL  =  X,AB  =  Ih  und  folglieb  LK  zs 
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F{OA  -f  U)  =  F{a^  Vi).  Doreh  diese  Substitutioti  kommen  wir 
auch  geometriscberseits  auf  die  Gleickutig  (4)  zu? flck.  —  Diese  Schlüsse 
gelteti'aber  Dicht  mehr»  wedo  die  Curve  MPSTQ  ioiierhaib  des  loter- 
▼alles  von  P  bis  Q  oneodlich  gross  wird,  oder  keinen  aiisaninienhän- 
genden  Zug  bildet,  d.  h.  wenn  F{x)  während  des  Intervaltes  d:=a 
bis  or  r=  a-f  A  unendlich  eder  unstetig  wird. 

§27. 
Erweiterung  der  gefundenen  Relationen. 

Denken  wir  uns  fär  zwei  verschiedene  Punktionen  <&  (d?)  und 
^(o?)  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen  hingeschrieben,  indem 
wir  uns  F  einmal  durch  O  und  dann  durch  VP  ersetzt  denken,  so 
findet  sich  durch  Division  sehr  leicht 

«F(a)+^(a+d)+y(a  +  2d)  +  ..,+  5y'(a+ii:=4Ä) 
Nun  giebt  es  aber  folgenden  Satz  *) :   der  Quotient  zweier  Summen : 


*)    Ist  namlidh  G.  der  grotste  und  JC  der  kleinste  unter  den  Quotienten 

di«  iil  *li  ^Mr-l   ^ 

Bq     Bx     B^  Bn-^\ 

•0  ist 

,  |-|  <  6^  und  >  Ä- 

iSzi  <  ^  und  >  A^ 

und  nnter  diesen  Beiiehnngen  kommt  nur  eine  Gleichung  vor.    Aus  denselben 
folgt 

io  <  B^G  und  >  B^K 

Aj^  ^  BiG  und  '^  BiK 


An^i  <  Bfu.iG  und  >  Bn^iiC 
und  dnrdi  Addition 

10* 
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■ßo  +  ^  +  -ß«  +  ••••  +  Ä-l 
Hegt  seinem  abeoloteti  Werthe  nach  zwischen  dem  gr5ssten  ond  Mein 
sten  der  partiellen  Quotienten 

Aq      Ai      A2  Au^i 

wobei  ebenfalls  nur  die  absoluten  Werthe  in  Frage  kommen.  Wenden 
wir  diess  auf  den  in  no.  (3)  vorkommenden  Quotienten  an,  so  folgt, 
dass  derselbe  zwischen  der  grossten   und  kleinsten   unter  den  GrSssen 


enthalten  sein  muss.    Je  kleiner  nun  tf=:--  ist,  desto  genauei^  steHen 

diese  Grossen  den  Verlauf  des  Quotienten  m^7~4  dar,  wenn  man  darin 

x  das  Interrall  a  bis  a+ h  stetig  durchlaufen  lässt;  da  aber  inno.  (I) 
d  als  unausgesetzt  bis  zur  Gränze  Null  abnehmend  gedacht  wird ,  so 
folgt  jetzt ,  dass  der  Quotient 

a>(tf+A)— <fi(«) 
*f(a+Ä)  —  *pla) 

zwischen  dem  Maximum  und  Minimum  von  -7-/^  enthalten   Ist,    wenn 

man  x  von  a  bis  a  +  A  gehen  llisst.  Tritt  dieses  Mazimom  etwa  fiOr 
ar=a  und  das  Minimum  für  a:=ß  ein,  so  ist 


und 


<l'(tt  +  A)-f(a)     <!"(«)  "*8""^ 


-^o  +  -^i  +  .^s  +  ••••  +  A»— t 

<  (*o  +  Ä.  +  Ä,  +  ....  +  Bn-,ye 

M*  >(«o  +  Ä,  +  Ä,  +  ....  -f  Bnr-OJ^. 

Mithin  iat  dudi  DiviriM 


e  N  ^o  'f'  ■^i  -\-  ^t  -{■  ^*—  I  «^  V 
^  *..  +  Ä,  +  fl,  +A_,  -^  ' 


W.  B.   k.   V. 
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d.  h.  mit  anderen  Worten :    der  Aasdnick 

0(a^h)  —  0(a)      <y(ar) 
5r(a+A)  — 5f(«)      «F(.t) 

ändert  sein  Vorzeichen >  wenn  man  a:  das  Intervall  :r=:a  bis  a:=a-\-k 

durchgehen  lässt.    Vorausgesetzt  nun,  dass  der  Quotient  -^rki    den 

wir  kurz  f{pc)  nennen  wollen,  eine  wenigstens  innerhalb  jenes  Internal- 
les  stetige 'Funktion  von  x  bildet,  so  folgt  ans  dem  Vorigen,  dass  es 
einen  Werth  arrs|  geben  müsse,  fi3r  welchen  der  obige  Ausdruck  sich 
annullirt    Da  aber  |  nicht  ausserhalb  der  Gränzen  a  und  a-^-h  liegen 

kann,  so  kennen  wir  \-=ia-\-Xh  setzen,  wo  l^il^Oist;  es  ergiebt  sich 
dann: 

oder,  vermöge  der  Bedeutung  von  fip^i 

Wir  haben  aber  noch  die  Bedingungen  nachzusehen,  unter  wel- 
chen fix)  eine  stetige  Funktion  ist»  wenigstens  während  des  Interval- 
les  :r=a  bis  x^a\h.  Das  Criterium  för  die  Continuität  einer  Funk- 
tion fix)  überhaupt  besteht  nun  dann ,  dass  die  Differenz 

für  unendlich  abnelkmende  h  sich  der  Gränze  Null  nähert,  wie  man 
durch  sehr  einfache  Betrachtungen  leicht  finden  wird  *).  In  unserem 
Falle  ist  nun 


*)  In  flg.  IIa.  s.  B.  «ei  y^fix)  die  Gleiehang  der  Curve  RVFV  and  fix) 
eine  stetige  Funktion.  Für  OM^X^  MSzzzMT^^  ist  dann  Sü^fiX'-9)y 
Ty^f(X-\-9)  und 

Aas  der  Betrachtang  der  Figar  erglebt  sich  anf  der  Stelle,  dass  far  nnaus- 
gesetzt  abnehmende  9  die  Differenz  W  sich  bis  zur  Gränze  Nnll  verringert. 
Ist  dagegen  in  flg.  IIb.  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  Jf  unstetig,  so  ändert 
sie  sich  sprunjpreis,  und  za  OM:=.X  als  Abscisse  gehören  zwei  Ordinaten  MP 
and  MQ ,  von  denen  jene  die  Torhergehende  Reihe  Ton  Ordinaten  beschliesst 
and  diese  eine  neue  anfangt.    Es  ist  dann  wieder 
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Sind  nun  4>'(x)  und  ^(^)  selbst  stetige  Funktionen,  so  haben  wir 

und  folglich 

Lim  l/(a:— d)— /"(o:  +  d))  =  0, 

wobei  jedoch  stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  dass  das  Miniisaeidieii 
in  (3)  nicht  durch  einen  Zeichenwechsel  in  i^in  Pluszeichen,  also  die 
Differenz  picht  in  eine  Summe  umgeschlagen  ist  Dieser  Fall  muss 
noch  besonders  betrachtet  werden.  Aendert  nun  erstlich  ^'(ar)  an  der 
Stelle  w=^u  sein  Zeichen,  so  dass  *'(u — d)  positiv  *'(M  +  d)  negativ 
ist,  so  wird 

Lim|A.-d)--Au+<^}  =  Limj|:gE|+^^ 


Da  wir  aber  ^'(ai)  als  stetige  Funktion  voraussetzten,  «o  muss 
an  der  Stelle  ti,  wo  sie  ihr  Vorzeichen  wechselt,  ^'(u)  sO  sein ,  woraus 

Lim{/(ti-«)-/(M  +  d))=0 

folgt.  Der  Zeichenwechsel  von  0'(x)  bringt  demnach  keine  Unstetig- 
keit  in  die  Funktion  f(a:).  Aendert  dagegen  ^(^)  sein  Zeichen  an  der 
Stelle  x  =  v,  so  ist  ähnlich  wie  vorhin 


aber  für  unendlich  abnehmende  8  ist  Lim  VU'  =:  PQ,  also  Lim  {f(^x^S) 
^  fix-^-9)]  von  der  Null  verschieden. 

Man  kann  dieses  Criteriom  aoch  anders    ausdräcken;    es  ist    nftmKdi 
identisch 

folglich,  wenn  man  sor  Granze  übergeht, 

fix)  +  /"(xj  =  einer  endlichen  Grösse, 

wenn  die  Funktion  fjßf)  an  der  St«Ue  X  stetig,  und  =00»  wenn  sie  daselbst 
unstetig  ist.  So  lange  also  der  Differenzialqaotienjt  einer  Funktion  endlich 
bleibt,  ändert  sich  die  letztere  continuirlich. 
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und  da  ^(ai)  ebenfallfl  als  stetige  Funktion  vorausgesetzt  wurde,  so 
muss  an  der  Stelle  vdes  Zeichenwechsels  ^(v)=:zO  sein,  woraus  dann 

Liml/Cv-a)— /-(v+a^zsoo 

folgt,  also  fix)  unstetig  wird.    Zur  Contlnuität  des  Quotienten 

gehurt  also,  dass  die  Funktionen  4>'(x)  und  ^''(Ar)  selbst  von  ar=:=a  bis 
ar=a-f  A  stetig  sind  und  dass  die  letztere  während  dieses  Intervalles 
ihr  Vorzeichen  nicht  ändere«  DIess  sind  die  Bedingungen  für  die  Gül- 
tigkeit der  Gleichung  (2).  Es  glebt  übrigens  noch  eine  Determination 
für  die  genannte  Formel.  Die  Ableitung  derselben  basirt  nämlich  auf 
der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion  f(x)  einen  grossten  und  klein- 
sten Werth  annehme,  wenn  man  x  von  a  bis  a+h  gehen  lässt,  und 
diese  Voraussetzung  Ist  oiFenbar  in  dem  Falle  unrichtig,  wo  f(a:)  in- 
nerhalb jenes  Intervalles  unbegränzt  wächst  oder  abnimmt,  weil  es  dann 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  giebt.  Wir  müssen  daher  noch 
die  Bedingung  hinzufügen,  dass  f(x)  während  des  Intervalles  a?=:a 
bis  x:=ia-i-h  weder  unendlich  zu-  noch  abnehme,  welche  immer  erfüllt 
ist,  sobald  ^(x)  ihid  ^  (a)  Innerhalb  jenes  Intervalles  endlich  bleiben. 

Da  durch  die  Stetigkeit  und  Endlichkeit  der  derivirten  Funktionen 
auch  immer  die  der  urisprünglichen  Funktionen  0(x)  und  ^^(x)  mitbe- 
dingt Ist  (beiläufig  gesagt,  ein  Satz,  den  man  nicht  umkehren  darf) 
und  gleiehes  Vonieichen  von  f^(x)  entweder  beständiges  Wachsthum 
oder  fortwährende  Abnahme  von  ^(w)  anzeigt»  so  können  wir  alles 
Bisherige  in  folgenden  Satz  zusammenfassen : 

Bleiben  die  Funktionen  0(x)  und  ^(x)  näbst  ihren  ersten  Dif- 
ferenzialquotienten  endlich  und  stetig  während  des  Intervalles 
x=a  bis  x=a+h,  und  nimmt  ferner  *P(ar)  innerhalb  dieses 
Intervalles  entweder  Ups  zu  oder  blos  ab,  so  ist 
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CoDstroiren  wie  in  Fig.  12  zwei  Curven  MPQ  und  NSTs  deren 
Gleichungen  y=:z^(a:)  und  y^*l^{x)  sind  und  nehmen  OA=:a,  AB=h, 
also  OB  =  a  +  h,  so  sind  die  Flächen  ABQP=4>(a-^h)^0(a)  und 
ABTS='l'(a  +  h)^'P(a).  Für  AL=:a  +  kh  haben  wir  ferner 
Ly=:ff/(a-|-U),  LK=^^(a+Xk)  und  folglich  bedeutet  die  Gleichusg  (^ 
geometrisch ,  dass  sich  die  Flächen  ABQP  und  ABTS  wk  eioaiider 
verhalten  wie  die  Ordinateq  hJ  und  LK. 

Man  kann  .den. Satz,  der  sich  in  der  Gleichung  (4)  ausspricht« 
leicht  beliebig  erweitern.  Haben  nämlich  ^'{x),  l^{x)  und  ebenso 
4>''(x)  ,  *t''(x)  stetigen  Verlauf  von  x^sza  bis  ar=:a+^und  ^(x)  keinen 
Zeichenwechsel  (so  dass  also  ^{x)  entweder  nur  zu  oder  nur  abnimmt), 
so  ist  ähnlich  wie  in  (4): 

^(a  +  *)-*'(a)— «^^(a+Jl'it) '  ^  =  *=" 
und  wenn  map  h=^Vi,  IX'z=lX^  setzte 

Auf  ganz  die  nämliche  Weiao  kdnpte  nutn  wieder  die  Xalgende  Glei- 
chung ableiten:  . 

Man  übersieht  {eicht  wie,  sich  dieses  Spiel  fortsetzen  l&^t  und 
dass  man  damit  zu  folgendem  Satze  gelaugt: 

Wenn  die  Funktionen  0(x)  und  ^{x)'  nebst  den  fe||^n4eQ 
Diiferenzialqnotienten  derselben  ';   ; 

<D^{x)  ,  Qf^'(x)  ,  ^{x)  ,  ...  m»^^)\x)  ,  flK»)(i) 
^(^)  ,  ^"(^)  ,  *"^(a?)  ,  ..,  »P('^»)(ar)  ,  ^<»Har) 

innerhalb  des  Intervalles  x=ia  bis  :r=a-f  A  stetig  und  end- 
lich bleiben,  und  wenn  ferner  die  Differenzialquotienten  von 
"i^ix)  wAirend  des  nämlichen  Intervalleis  ihre  jedesmaligen 
Vorzeichen  nicht  wechseln ,  so  gelten  die  Gleichungen 


<tf(a+k)  •-  0(a)  __  »*  (g  ^l^  h) 
<l^(a'i'h^)^0''(a)__4^(a  +  X^k) 


^•-i)(iif  X,^A)— «•-i)(fl)"*'9n»)(«+JU*)* 

|a;49Dta  A|^-,  lg  ^i,  y  ...  Am  Grössen  bedeuteten,  welche  4ie 
Gränzen  0  und  + 1  nicht  fiberschreiten. 

Sind  die  Differenzialqaotieoten  Ton  ^(z)  und  Y'(.'r)  so  beschaffen, 
dass  gleichzeitig 

*(a)  =  *^(a)  =  ^^'(a)  ...  =  *(«-*) (a)  =  0 
^(a)  =  ^{d)  =  ^(a)  ...  =  ^«^i)(o)  =  0 

ist,  so  wird  die  rechte  Seite  jeder  der  obigen  Gleichungen  identisch 
mit  der  linken  der  nachfolgenden  Gleichung  und  wir  haben  dann  fol- 
gendes sehr  wichtige  Theorem: 

Wenn  die  Funktionen  0(x)  und  ^(x)  nebst  ihren  Differenzial» 
quotienten  bis  zum  nten  inclusive  innerhalb  des  lotervalles 
jr=a  bis  x^=a-i-h  endlich  und  stetig  sind,  wenn  ferner  die 
Differenzialquotienten  von  !F(j;)  während  desselben  Intervalles 
ihre  jedesmaligen  Vorzeichen  nicht  wechseln,  und  wenn  end« 
lieh  beide  Reihen  von  Differenzialquotienten  mit  Ausschl&s 
der  itten  ffir  j?=a  verschwinden,  so  gilt  die  Gleichung 

0(a  +  h)—0(a)_4»i^)(a+knh) 

V'(a  +  A)  — y(ö)""*r'(»)(a  +  A«A)'  ^^^ 

worin  In  eine  die  Gränzen  0  und  -f- 1  nicht  übersteigende 
Grosse  bezeichnet. 

Ein  gutes  Beispiel  hierzu  bildet  die  Annahme  V(x)  =  (x — a)"; 
es  erfiillt  dieselbe  alle  der  Funktion  ^(o;)  auferlegten  Bedingungen  und 
giebt 


lag 

»(o  +  A)-*»(a)_0(»)(fl^A«A) 

oder  wenn  wir  F  für  0  ftchreiben : 

F(a  +  h)  =  F(a)  +  .   ^'      F(^)(a  +  JUÄ)  (6) 

wobei  DUO  die  Fttnktlonen  F(x)  ,  JF^Cor)  ,  F'Ca?^  ...  F(»)(x)  innerhalb 
des  Interyalies  ar=a  bis  ap=^a  +  h  stetig  und  endlich  sein  and  mit 
Ausnahme  der  ersten  und  letzten  für  ;r=a  verschwinden  mOssen. 

Wäre.F(a;)  eine  ¥on  den  vielen  Funktionen >  die  nebst  ihren 
Differenzialquotienten  für  ar=0  sich  annulliren>  jbo  kann  man  a=0 
nehmend,  eine  oft  sehr  brauchbare  Formel  erhalten,  himlich  f  (üt  F 
schreibend: 

von  der  wir  in  Cap.  ^III  eine  wichtige  Anwendung  machen  werden. 


n& 


Zweite  AbtJieilong. 

tMcendungenderJHj^eremtiaireehmmg. 


ap.  yi.    Die  unbestimmt  scheinenden  Werthe .  mancher 

Funktionen. 

Die  meldetUigen  Symbole  %  und  -§. 

Es  kommt  bekanntlich  häu6g  vor^  dass  die  Werthe  mancher 
nktionen  sich  in  speziellen  Fällen  unter  einer  der  vieldeutigen  For- 
10  g  und  ^  präsentiren^  aus  welchen  man  ihre  wahren  Werthe.  nicht 
ceonen  kann.  Diess  ist  z.  B.  immer  der  Fall  ^  wenn  man  einen  Am- 
ick  von  der  Form 

*(^)  . 
betrachten  hat^  ia  welchem  q>{x)  und  '^{x)  sich  für  eineo  npeziAl- 
I  Werth  ;{r=a  zugleich  annulliren  oder  beide  Aber  alle  Gräiixe  hin- 
s  wachsen^  sobald  sich  x  der  Gräoze  a  nähert.  Die  hierbei  eich 
n  selbst  aufdrängende  Frage  nach  den  wahren  Bedeutungen  sol- 
er unbestimmten  Symbole  lässt  sich  nun  in  jedem  speziellen -Falle 
cht  mit  Hülfe  der  Differenzialrechnung  beantworten. 

I.  Nach  dem  Theoreme  (4)  im  vorigen  Paragraphen  ist  unter 
r  Voraussetzung,  dass  die  Funktionen  ^(x)  und  '^{x)  flir  ar=£a  sich 
Mchzeitig  annulliren  und  in  der  Nachbarschaft  von  a  stetige  sind» 
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mithin  (üt  A=0 


2M— 2[i?)  n\ 

if;(«)-if;'(ii)-  W 


Quotient  ^7^  Ittr  ar=a  unter  der  anbestimmten  Form  J;    verechwin- 


Dieser  Satz  dient  unmittelbar  zur  LOsung  unserer  Aufgabe ;    denn 
wenn  q>(a:)  und  '^(x)  sich  beide  für  ar=a  annuiliren,  so  erscheint  der 

y(ar) 

den  nun  q>'(x)  und  V(x)  nicht  ebenfalls  gleiehzeitig  för  ar=a,  so 
giebt  der  Qpotient  ^^4-4  den  wahr^  ^9T^^  4.^«  Quotienten  ?^^.^. 

Man  kann  diess  auch  unabhängig  von  dem  Früheatn  auf  folgende 
Weise  sehen.    Für 

i^t  Id^üti^ch 

folglich  fiSr  xz=ia,  wo  9>(a)=:if;(a)=0  ist, 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Üebergang  zur  Gränze  für  unendlich 
abiielimende  8 

wie  vorder.  Annullirten  sich  die  derivirten  Funktionen  q>  {x)  und  ^'  (x) 
eltenfsMii^  Ar  'ar=a,,80  kannte  man  das  nämliche  Theorem  auf  sie  selb^ 
linWei^den  upd  hätte  dann 

n       .   .  V(a)"''^;^(a)' 

fiagHch  : 

^.Wäre  wieder  9''(a)=:^'^(a)=sOy  so  erhält  man  durch  Anwendung 
des  nämlichen  Verfahrens 

£(a)_g>"'(a) 
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Man  übersieht  leicbt» ,  dassman  durch  Fortsettutig  dieser  Schitee 
zu  folgendem  aligemeineD  Theoreme  gelangt:  *^ 

Wenn  die  Funktionen  ;    . 

<p(x)  ,  <p'(x)  ,  g>''(w),  ....  9)("-*)  (jr), 

8ämmtlich  für  Arr=:a  verschwinden,  dagegen  g>(^)(x)  und  ^(")(^)  die 
ersten  unter  den  derivirten  Funktionen  sind>  welche  sich  tär  x=a 
nicht  gleiehMfItig  anniriliren,  so  findet  man  den  wahre»  Werth  dcis  Quo» 

tienten  ^\4  dadurch ,  dass  man  in  den  iften  DiSerenziklquotienten  ^^jf) 

und  ^(*)(Ar)  ar  in  a  übergehen   lässt  und  die  Grosse  des  Obotienten 

;jÄJo(5)  »^««*'™«^*- 

Beispiele.  Für  9(a:)  =  o^^a/*,  '^(ar)  =  ö— ^  ist  y'(a:)  = 
— fixf*—^,  f^f'{x):=> — 1;  da  diese  Derivirten  fttr  a:=a  nicht  gleichzei^ 
tig  verschwinden»  so  ist  der  wahre  Werth  von 

a— dr 

für  ^  =  a  der  Grosse  fAn^—^  gleich  oder,  was  das  Nämliche  bedeutet; 
fia^~^  ist  der  Gränzwerth»  dem  sich  jener, Quotient  nähert,  wenn  man 
or  an  a  heranrücken  lässt 

Für  die  Bestimmung  des  Werthes  von 
X — sinar 
'       ■  X*  .     .-,    . 

ip  dem  Falle  ^=0  hat  man  g)'(a:)=l  — cos:r,  ^(ar)=:33:>;  da  di^se 
Funktionen  sich  wieder  für  :r=0  anniilliren,  so  gehen  wir  zu  den 
zweiten  DiSerenzialquotienten  9''(ar)=ssin:r,  tf/'(^)=6ar.  Das  Ver- 
schwinden beider  für  j;  =  0  nothigt  uns,  noch  einen  Schritt  weiter  zu 
thuo,  wobei  wir  9)'^(^}=:cosa?,  ^(ar)=:6  bekpmmen.  Aus  diesen 
folgt  nun  (i3r  :r=0,  dass  \  der  wahre  Werth  unseres  Quotienten  för 
ar=0  ist. 

IL  Sind  die  Funktionen  q>{x)  und  "^{x)  der  Art,  dass  sie  ins 
Unendliche  hinaus  wachsen,  wenn  x  sich  der  Grosse  a  nähert,  so 
kann,  man  den  Gränzwerth  des  Quotienten 

leicht  mittelst  der  vorigen  Regeln  finden.     Sobald  nämlich  g>  (x)  und 


139 


i\f(x)  ins  Unbegtätizte  wachsen,  nähern  sieb  die  Funktionen  .  \  ^   und 
•— 7-T  der  GrSnze  Null.    Da  nun 

ist;  «o' kommt  die  Aufgabe  auf  die  vorige  zurfiek,   W0imi  man  in  der 
letzteren  ^^  und  ^^^  fllp  ^(x)  und  9(0?),  folglich  —  r^^^%  »»d 

ii>'  (xY  •       ■  *  . 

-^r—rMj  an  die  Stelle  von  ^'(a?)  und  q)'(x)  setzt.    Es  Ist  dann 


woraus  folgt: 


9(0)  _^  [»(«)?    r»(«)T»'(«) 


^(a)-ijr'(a)-  (^) 

Wenn  also  (p(x)  und  ^(^r),  statt  wie  frdber  flSr  ^  :=  n  zu  ver 
schwinden >  ins  Unendliche  wachsen,  so  bleibt  doch  di^  Regel  noch 
ganz  die  nämliche. 

Z.  B.  die  Funktionen  9>(^)  =  'f~)  «nd  tf;  (:r)  =  cot or  nehmen  Ins 
Unbegränzte  zu,  sobald  x  in  Null  übergeht.  Man  hat  aber  g}'(x)=i 
-5,  ?C'(a:)=-;5^-2^,,  folglich 

fp'(x) sin% 

Da  dieser  Quotient  f&r  o^ssO  tn  j^  übergeht,  so  wenden  wir  die  R^^el 

1.  an  und  haben 

g>"(x) 2  sin  x  cos  x 

V(^)^       1 

Für  xssO  werden  hier  q>''(x)  und  if^(x)  nicht  gleichzeitig  Null  und 
folglich  ist  nun  für  ^  =  0 

iß) 

\xj     2siD^cosa;     _ 


14D 

Sietaen  iH^  fpia^^af^^  ^(^)£=e',  so  imÜim»  filr  imeDAch 
nM^il^nä»)»-miBiÄfp(x)  ttiidX^)  ios^Uiib^gi^ittte  Mi;  w  lU  «tor 
q>'(x)=^lixß'-^,  t(;'(j?)=e*,  hat  man  aber  f*>l,  so  werden  hi^'wls^ 
der  fp'Uh  mä  ip'(w)  gi^chseftig  nneodtidi  iiftd  dann  mtni  man  noch 
einmal  diCerenziren,  woraus  9)^(0;)  :=:/t(fi — 1)«^^?,  ^''^(o:)?»«*  folgt 
Fflr  fA>2  würde  man  hier  noch  einmal  differenziren  müssen.  Ist  über« 
haupt  n  die  erste  ganze  Zahl  >fi9  so  bat  man 

g)'  (x) = 9"  (o:) =  g)(»— 1)  (or)    j 

y(ar)=:y'(^) =^ilfin^^)(a:)\  ""* 

för  xz=:qo,  dagegen  aber 

q>(n)(ä:)  ^(^— 1).,,,(^— n  +  1) 

wo  nun  n>fi  ist.    Daraus  fptgt  jetzt  Lim  ^^^)  v=sO>  mithin  auch 


Lim^=0,  (4) 


was  auch  (i  sein  möge. 


§,39. 
INe  vteldeutigen  Stfmbole  0.x,  0^,  od9  u.  derjf/. 

>  h  SSod.  anviei  FunktioneD  ^  (a?)  und  x(^)  so  besehaflen,  dalMi  ^p(«> 
sicli  ^r  GrftBM  Null  titbeft,  dagegen  'x(ae)  ins  Unendliche  hiliaw» 
wächst,  so  bald  man  x  dem  bestimmten  Werthe  a  näher  und  näher 
kommen  iässt,  so  kann  sich  das  Produkt  g>(a)x(iv)  einer  endlichen 
Gränze  nähern ,  die  sich  aber  im  Allgemeinen  hinter  der  vieldeutigen 
Form  O.QO  versteckt.     Der  wahre  Sinn  derselben  lässt  sich  leicht  fin« 

den,  wenn  man  entweder  —t-t  =;  1/; (ar)  setzt,  wodurch 

XW 

wird,   worin  sich  (p(x)  und  ^(:r)  für  x=:a  gleichzeitig  annulliren  und 
folglieh  die  Regel  I.  in  §•  28^  abwendbar  wird,  odepr  dadurch,  dass  mau 

— 7— r==i»far)  nimmt,  was 
(p(x) 
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fbyMi  wobei  %(x)i  tii4  fl»(^)  ins  Uoendlich«  hioaii9waell8efi«^i4«lNiM  a 
ifltiiii  fibeigeht  lind  mithin  die  Regel  U•d#flvoHgeaI^^|lgrl|plim^J^^ 
hilf/ ist.  .    j'. 

M   Ate  Bei«^iei  fiSr  da«  er^te  Verfobren  diene  die  Ai^ahme,^) 

Ä:f(2— -),  2(ar)=tan  ä^,    wobei  für  x=^a  q>(ä)^V,  ji(it)=±g6'iHrd. 
Es  ist  dann  iit  (st)  =zcot-^  und  raitbifi 

folglich  nach  der  angegebenen  Regel 

1  .  ,»x 

2a  «»'^ä 


*'(^)_ 

2«-x 

*'(^)- 

«         1 

2a*  .  .JRT 

x-2a—x' 

.nx 

Woraus  folgt,  dass  für  :r=:a  der  wahre  Werth  von 

Xj       nx     2 

ist  Die  zWeite  Methode  dagegen  lässt  sich  z.B.  auf  das  Produkt  or^i^ 
attweedeii«  ^worfD-  fär  orarO,  x^  sxO  wird  <f*  nfiisUch  als.  floaltlv  voraus- 
geeefal)  ond  Ix  mbegcänzt  wächst.    Es  ist  hier  vk{x)is^.xr^ ^  ^folgHcb 

und  nach  der  in  §.  28.  IL  angegebenen  Regel: 

i(x)_     x-^     _    ^ 

a'(ar)  ""-;*»•  fUTT^^*  fi 

und  hieraus  folgte  dass  für  ;i;=:0  bei  positiven  > 

ilcf^lx=Q  (2) 

wir«.-      :■'•:'-.. 

It.  '  V^eiiii  sich  endlich  ein  Ausdruck  wie  [A*)]^**^  ftlr  «•=« 
unter  eine  der  vieldeutigen  Formen  O^^  oo^'»  1  <^  stellt,  ao  .l>erücksichtige 
man,  dass  immer 
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ist  und  setze.jetzt  lf(a:)  =:txia) ,  »o  he^Bdeli  es  sich/Jetzt  blos.ooch: Hin 
die  Bestimmiuig  der  Granit,  weicher  sicli  der  Exponent  (p(aa)%(jß)  flir 
xz=ia  nähert  and  diese  Bestimmung  Icann  nach  der  vorhin  entmi^«lten 
Regel  immer  gegeben  werden.  So  ist  z.  B.  für  ^=0  der  Ausdrucic 
x*  vieldeutig  =0";    man  hat  aber 

und  da  anlx  nach  dem  Vorigen  für  a:=:0  verschwindet,   so  wird 

x'  =  l  für  a:=0.  (3) 

Für  arrriO  wird  ferner 

Man  hat  aber 

und  da  sich  nach  dem  Vorigen  lxsinx=^0  findet,  wenn  ;r  =  0,  so  wird 

:lfürjr=0.  (4) 

Qnnz  ähnlich  stellt  sich  der  Ausdruck 

TT* 

ar 

für  ^=:a  unter  die  Form  V^;    dagegen  Ist 

2 


(1)-"=' 

r  A 


(ß) 


wenn  man  die  Gleichung  (1)  berücksichtigt. 

Cap.  VII.    Maxima  und  Minima« 


§.  30. 
Maxinffl  und  Minima  der  Funktionen  einer  f^ariaheten* 

Wenn  eine  Funktion  einer  Veränderlichen  innerhalb  des  Qinen  In« 
tervalles  immer   zu-,    während  eines  folgenden    Intervalles    dagegen 

n 
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abnimmt,  dann  wieder  wächst  und  so  das  Spiel  mit  Waeiisttiim  and 
Abnahme  forttreibt ,  so  muss  es  in  ihrem  Verlaafe,  votanagemt^sA,  dasB 
derselbe  ein  stetiger  ist,  gewisse  Punkte  geben,  an  welchen  Ueber 
gänge  Ton  dem  Einen  zum  Andern  eintreten.  Diese  Stellen  lassen  eneh 
leicht  schärfer  bezeichnen;  denn  wenn  die  Werthe  der. Funktion  in 
Steigen  begriffen  waren  und  dann  wieder  ins  Fallen  geriethen,  so  muss 
derjenige  Werth,  bei  welchem  das  Erstere  aufhörte  und  das  Andere 
anfing,  offenbar  grosser  sein  als  seine  Nachbarn  auf  beiden  Seiten, 
d.  h.  er  muss  ein  sogenanntes  Maximum  bilden;  wenn  dagegen  die 
Werthe  der  Funktion  erst  fielen  und  dann  zu  steigen  anfingen,  so  ist 
derjenige  Werth,  welcher  den  Uebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum 
vermittelt,  gewiss  kleiner  als  seine  beiderseitigen  Nachbarn  und  stellt 
demnach  ein  Minimum  dar.  Es  versteht  sich  nach  dieser  Erkiärui^ 
von  selbst,  dass  hier  unter  Maximum  und  Minimum  nicht  gerade  der 
absolut  grusste  oder  kleinste  Werth  der  Funktion,  den  dieselbe 
während  ihres  ganzen  Verlaufes  annimmt,  verstanden  wird,  sondern 
dass  es  sich  hier  nur  um  gewisse  Wendepunkte  in  dem  Verlaufe  der 
Funktion  handelt;  hat  die  letztere  nur  einen  solchen,  so  geht  dann 
allerdings  das  relative  Maximum  oder  Minimum  in  das  absolute  über 
Wir  wissen  aber  aus  §•  26.  I. ,  dass  der  Differenzialquotient  einer 
Funktion  das  Criterium  für  ihr  Wachsthum  oder  Ihre  Abnahme  ist,  und 
zwar  so,  dass  F(a:)  von  a:  =  a — 8  bis  xsza  wächst,  wenn  £*la:)  in- 
nerhalb jenes  Intervaües  positiv  bleibt,  dass  dagegen  F(a:)  von  ^=:<i 
bis  ar:=o +  5  abnimmt,  wenn  für  diese  Strecke  /^(o?)  negativ  ist,  Soll 
nun  beides  zugleich  statt  finden,  also  F(a:)  für  a:^=^a  ein  Maximum 
werden,  so  muss  F'(^)  an  der  Stelle  x=a  aus  dem  Positiven  ins  Ne- 
gative übergehen;  dies  kann  aby  bei  stetigem  Verlaufe  von  F'(a:) 
nur  mittelst  des  Durchganges  durch  Null  geschehen,  bei  unstetige^  F'ia:) 

(wie  z.  B,  bei  "^37^)  auch  durch  Ueberspringen  aus  +qo   nach  — od. 

Es  muss  demnach  f^(a)=0  oder  F'(a)=oo,  d.  i.  a  eine  Wurzel  der 

Gleichung 

F'(:r)=0,  oder  F'(a:)=ao  (1) 

sein.  Ganz  die  nämlichen  Betrachtungen  passen  auch  auf  die  Voraus- 
setzung, dass  F(ar)  von  a:=a  —  S  bis  a:  =  a  ab-  und  von  ar=a  bis 
x=za+d  zunehme,  in  welchem  Falle  F(d)  ein  Minimum  Vildet  Man 
findet  dcfmnach  diejenigen  Werthe  von  x,  die  F(x)  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  machen,  dadurch  ^^    dass  man  den  Differenzialquotienten 


■  >< 

TOD  F{x)  der  Null  oder  dem  oo  gleich  setst  und  die  so  entspringende 
Gteiclittig  (1)  nach  x  auflöst  ^    ' 

Um  nun  aber  zu  entscheiden^  welche  von  den  aus  no.  (1)  für  ar 
gefundenen  Werthen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  ffihren»  verfah- 
ren wir  wie  folgt.  Ist  a  irgend  einer  von  diesen  zu  untersuchenden 
Werthen  so  substituiren  wir  denselben  an  die  Stelle  von  x  in  den  fol- 
genden (h<)heren)  Differenzialquotienten  von  F{x)  und  erhalten  so  die 
Reihe 

r'{a)  ,  F'"(a),F/^(a),.... 

Hier  kann  es  sich  zufKIlig  treffen  ^  dass  eine  oder  mehrere  dieser 
Grossen,  von  der  Linken  zur  Rechten  fortgehend,  sich  annulliren,  und 
um  daher  die  Betrachtung  allgemein  zu  halten,  sei  F^*){x)  der  erste 
höhere  Differenzialquotient,  welcher  ffir  a;=:a  nicht  verschwindet.  Nun 
haben  wir  aber  nach  §.  27.  no.  (10)  unter  dieser  Voraussetzung 

F(a  +  Ä)-F(a)  =  j-^-F(«)(a  +  ^„Ä),  (2) 

wo  man  nun  h  immer  so  klein  nehmen  kann,  dass  F^^^ia-X-Xnh)  mit 
Fi^){a)  gleiches  Vorzeichen  hat  Denn  da  ^iA<A  ist  (wegen  ^i<l), 
so  liegt  a-f  ^,A  innerhalb  des  Intervalles  ^=a  bis  a:=:a-f  A,  welches 
man  wegen  des  beliebigen  h  so  eng  machen  kann,  dass  die  derivirte 
Funktion  f\^){x)  während  desselben  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert  Ip 
Bezug  auf  die  Gleichung  (2)  sind  jetzt  zwei  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  nämlich  n  ungerade  oder  gerade  ist. 

A.  För  ein  ungerades  w  hat  man,  wenn  F^^){x)  positiv  von  ar=0 
bis  a:=a  +  A  ist, 

F{a^h)'^F{a) 
positiv,  also 

und  bei  negativen  h 

negativ,  also 

F(a)>F{a--h), 
mithin  beides  zusammengenommen 

F(a+Ä)>F(a)>F(a-Ä), 

und  ebenso  wenn  F^^)(x)  negativ  von  a;  =  a  bis  ^?=€i-f  A  wäre: 

11* 


Fia+h)>F(a), 
F(a  — A)  — F(o) 
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F(a  +  A)N;F(a)<F(a— Ä). 

In  diesem  Falle  bildet  F{a)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimirnry 
weil  es  immer  zwischen  F{a-^h)  und  F(a — h)  liegt. 

B.    Ist  dagegen  n  gerade  und  F(«)(a;)  positiv  in  der  Nähe  Ton  rr=cr, 
so  wird 

F(a  +  Ä)  — F(a) 
positiv,  also 

F{a-\-h)>F{a), 

und  bei  negativen  hy  wo  jetzt  h^  sein  Vorzeichen  nicht  ändert, 

F(a— Ä)— F(fl) 
positiv  9  also 

F(a-Ä)>F(fl), 

mithin  beides  zusammengenommen 

F{a^h)>F(,a)<,F{a^h), 

woraus  erhellt,  dass  jetzt  F{a)  ein  Minimum  ist.    Ware  F(")(ar)  in  der 
Nachbarschaft  von  a:=a  negativ  ^   so  hätte  man 

F{a-^h)'-^F{a) 
negativ,  also 

F(a)>F{a^-h), 

und  ebenso  bei  negativen  h 

F(a-h)^F(€i) 
negativ,  also 

F(a)y>F(a^h), 
mithin  zusammen 

F(a^h)<^F(a)>F(a+h), 

woraus  sich  ergiebt,  dass  F(a)  in  diesem  Falle  ein  Maximum  ist. 

Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen,  so  kcinnen  wir  folgende 
Regel  aussprechen:  wenn  F(^)(a:)  der  erste  für  a:=a  nicht  verschwin- 
dende Differenzialquotient  und  n  ungerader  Ordnung  ist ,  so  bildet  F(x) 
für  a:=a  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum ;  ist  dagegen  n  gerade, 
so  macht  der  Werth  a:  =  a  die  Funktion  F(a:)  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  je  nachdem  F("^(a)  negativ  oder  positiv  ausfallt  Mitteist 
dieses  Satzes  lässt  sich  nun  leicht  entscheiden,  welche  von  den  Wur- 
zeln der  Gleichung  F'(a:)=0  oder  F'(x):=zx),  unter  denen  alle  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  führenden  Wertfae  enthalten  sind ,  ein  Grttestes 
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oder  Kleinstes  bilden  oder  nicht.     Um  diess  an   einem  Beispiele   zu 
seigeo,  sei 

F(a?)  =  j:»— 9a:2+24r — 7 
die  zu  nntersucbende  Funktion.    Man  findet  sogleich 

F(a;)=3(a:a  — ar  +  8) 

Aus  F'(x)z=zO  erglebt  sich 

ar«— 6;r  +  8  =  0 
und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  ar=:2,   ar=4.     Dh  F^(a:)  för 
keinen  dieser  beiden  Werthe  verschwindet»   so  entscheidet  dieser  Dif- 
ferenzialquotient»  es  wird  nämlich 

F^(x)  negativ  für  a:=:2,   also  F(a?)  ein  Maximum» 
P'ix)  positiv    „    a:=4,     „    F(x)    „   Miliimum. 

Hiernach  ist  der  Lauf  der  Funktion  leicht  zu  übersehen;  während 
des  Intervalles  x=0  bis  ar=2  wächst  sie  beständig  von  F(0)=— 7 
aufF(2)  =  13,  nimmt  von  da  ab  während  des  Intervalles  a:= 2  bis 
x^=4,  an  dessen  Ende  sie  das  Minimum  F(4)  =  9  erreicht  und  wächst 
von  da  ins  unendliche  hinaus.  Auf  der  negativen  Seite  nimmt  sie  un- 
l^gränzt  ab,  wie  man  leicht  aus  F'(x)  erkennen  kann.  Nach  diesen 
Andeutungen  würde  es  nun  keine  Schwierigkeiten  haben»  eine  graphische 
Darstellung  der  Curve  zu  geben»  welche  durch  die  Gleichung  y=zF(x) 
repräsentirt  wird. 

§31. 
Geometrische  Beispiele  zum  vorigen  Paragraphen, 

Eis  möge  hier  die  Beantwortung  einiger  geometrischen  Fragen 
als  Beispiele  fSr  die  Lehren  deö  §.  30.  folgen»  wobei  das  relative 
Maidmum  mit  dem  absoluten  zusammenfallt. 

L    Welcher  ist»  seinem  kubischen  Inhalte  nach»  dergrOsste  Cylin- 
der»    der  sich  aus   einem  gegebenen  Kegel  herausschneiden 
lässt? 
Sm  In  Fig.  13   ABC  der  gegebene  Kegel»  der  Radius  OA  der  Grund- 
fläche =:a»  die  Hohe  OC^b  und  OA'=z:a;  der  Halbmesser  der  Grund- 
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fläche  des  Cylinders,  der  zu  einem  Maximum  werden  soll,  die  Hohe 
XY  desselben  =:^.  Der  Inhalt  des  Gylinders  ist  nun  nach  belouMiteB 
stereometrischen  Lehren  zzLux^y^  wo  sich  aber  y  durch  x  ausdrückeo 
lässt,  weil 

AO'.OCz=lAX.XY 


a:  b  =z  a'^x  :  y 

ist,  woraus  folgt »    dass  der  Inhalt  des  Cylinders,    der  F{x)   heissen 
möge  5  durch  die  Gleichung 

F{x)  =  ^(ax^^x^  (I) 

ausgedrückt  wird.    Hier  ist  nun*  weiter 

F(ar)=^(2fla?— 3a:«) 

und  aus  F'(ar)  =  0  folgen  für  x  zwei  Werthe: 

2 
;r=0  und  x=^^a,  (2) 

F"(x)  verschwindet  für  keinen  von  beiden  und  wird  positiv  für  den 

ersten  9  negativ  für  den  zweiten  und  also  entspricht  ar=0  einem  Mini- 

2 
mum,  x=i^a  einem  Maximum.    Dieser  grosste  Cylinder  hatdeo  Inhalt 

F(^ä)^=^a^bn  und  kann  nun  wegen  der  Bestimmung  von  OX  leicht 
Gonstruirt  werden. 

IL    Welcher  von  den  verschiedenen  Cylindern,  die  sich  aus  einem 
gegebenen  Kegel  schneiden  lassen,  hat  den  grossten  Mantel? 
Da  X  der  Radius  der  Grundfläche  des  fraglichen  Gylinders,  y 
seine  Hohe  ist,  so  wird  die  Grosse  des  Mantels  durch  ^xyn   ausge- 
drückt, oder  wegen  des  Werthes  von  y  durch 

Hieraus  folgt  durch  zweimalige  Differenziation : 
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md  ans  F(x)—0 

or^ga.  (4) 

Da  F^iac)  jedenfalis  negatiT  bleibt,  was  anek  x  sein  mage>  so  eot- 
spricht  der  gefaodene  Werth  eioem  Maximum. 

IIL    Wie  bestimmt  man  denjenigen  aus  einem  K^el  zn  scbDeide«- 
den  Cylinder«  der  die  grSsste  OberflSche  hat? 

Da   die   Oberfläche  ^nes   Cyiinders  aus   d^m   Mantel  und  der 
doppelt  genommenen  Grundfläche  besteht ,  so  ist  fiir  unseren  Fall 

F(x)=^(ax-'a:^  +  2a:^7t  (5) 

folglich 

Aus  der  letzten  Gleichung  erhellt >  dass  nur  dann  ein  Maidmum  eintre- 
ten  kann,  wenn  a— 6  negativ,  d.  h.  6>a  ist  und  unter  dieser  Voraus- 
setzmig  giebt  r(x)=:0  für  x  den  Werth* 

Wäre  dagegen  6  <  a,  so  würde  x  fnegativ  ausfallen,  und  diess 
bedeutet  hier  eine  Unmöglichkeit,  weil  man  x  Mos  das  Intervall  x=0 
bis  j?=a  durchlaufen  zu  lassen  braucht,  um  alle  nach  den  Bedingun- 
gen der  Aufgabe  überhaupt  mSglichen  Cylinder  zu  bekommen.  Dass 
in  der  That  in  dem  Falle  A<a  kein  Maximum  vorkommen  kann,  sieht 
man  auch  aus  der  Formel  für  JTix)^  wenn  man  sie  in  folgender  Gestalt 
darstellt: 

r(x)  =  2n{b  +  2(i^^)x]. 

Da  DUO  6<a  sein   soll,    so  Ist  —  ein  ächter  Bruch,    mithin   1~~ 

porifiv  und  folglich  bleibt  der  DiJDTerenzialquotient  Pix)  selbst  stets  posi- 
^Jnmm  a;  von  0  bis  egeht.  Die  Oberflächen  der  successiven  Cylin- 
der waellsen  also  beständig  von  Null  an ,  wo  der  entsprechende  Cylinder 
«Im  Gerade  (die  Kegelachse)  ist,  bis  a%,  wo  der  Cylinder  ia  eine 
Ebene  (die  Kegelbasis)  flbergi^iaDgen  ist. 
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IV*    Wie  findet  man  den  an  Inhalt  grussteo  Gylinder,  der  sich  au 
einer  gegebenen  Kugel  heraus  schneiden  läsi^t? 

Sei  in  Fig.  14.  der  Kugelhalbmesser  OY=^t,  ferner  X=±xmxk^ 
XY=zy,  so  wird  der  Inhalt  des  Cj^ünders,  der  2a;  zur  Höbe  und  ^ 
zum  Basisradius  hat,  durch  2^^%aasgedrackt ;  da  andererseits  y*=ira— jj* 
ist«  80  haben  wir 

27i;  (r«a:— 0:3)  =F(a:)  (7) 

zu  einem  Maximum  zu  machen.    Es  ergiebt  sich  hierzu 

F'(a:)=27r(r2»-3a?a), 
F'(a;;=:-.27i:.6ar, 
und  folglich  aus  F' (x)  =  Q 

^  =  ±^'  (8) 

Der  positive  Werth  entspricht  hier  einem  Maximum,  der  negative 
kann  nicht  in  Betracht  kommen,  weil  man  alle  der  Aufgabe  nach 
möglichen  Cylinder  schon  dadurch  erhält ,  dass  man  x  Yon  a;=0  bis 
ar=r  gehen  lässt. 

V.    Welcher  von   allen  aus  einer  Kugel  möglichen  Cylindem  hat 

den  grössten  Mantel? 
Nach  der  vorigen  Bezeichnung  ist  Aitxy  die  Grösse  des  Mantels, 
also  wegen  y=i\ r^ — a:*  haben  wir 

F(a:)  ^Anx  Vr«— ar«  (9) 

zu  einem  Maximum  zu  machen.    Es  findet  sich  nun  leicht 


"=±Ä'  ^i 


Aus  iP(a:)=0  erhält  man 


wo  aber  nur  das  obere  Zeichen  ISinn  hat  und  zu  einem  Maximut'^ 
wie  nfan  aus  der  Formel  für  F"(x)  ersieht.  Da  F' {x)  eine  gebroch^ifMi 
Funktion  bildet,  deren  Nenner  Null  werden  kann,  so  dürfen  wir  uiA 
noch  F'(a:) =00  =  !   setzen,   woraus  a;=r  folgt.     Dieser  Werlh  tiitr 
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spricht  einem 'MiDimum«  weil  der  Cyiinder  sieb' dann  ani  einea.Ihireh* 
messer  der  Kugel  redasirt. 

VI.    Unter  welchen  Umständen  wird  die  Oberfläche  eines  ans  einer 
gegebenen  Kugel  geschnittenen  Cylinders  ein  Maximom? 

Addiren  wir  zum  Mantel  des  Cylinders  seine  Grundfläche  (=y%) 
doppelt  genommen ,  so  ist  jetzt 

F{x)z=iAnx  Vr«— .a:«+  2n  (r*  —  x^) ,  (11) 

r*— 2ar» 
V  r*  —  x^ 

F"  (x)  =4^  -7======. — An. 

Aus  F'{x)  resultirt  die  Gleichung 

r«— 2a:«=^Vra— a:«,  (12)     ' 

aus  welcher  durch  Rationalmachen  die  folgende  hervorgeht: 

(r«— 2ar2)a=a:«(r*— ,T«),  (13) 

und  durch  Auflosung  derselben  ergeben  sich  für  x  die  4  in  folgendem 
Ausdruck  enthaltenen  Werthe : 

Nun  sind  aber  nicht  alle  Wurzeln  der  Gleichung  (13)  auch  Wur- 
zeln der  Gleichung  (12),  weil  diese  in  Bezug  auf  x  von  niedrigerer 
Dimension  ist  als  jene ;    substituiren  wir  nämlich  die  Werthe  von  x 

in  no.  (12),  so  muss 

wobei  der  zweite  Faktor  rechts  kein  doppeltes  Vorzeichen  hat, 
Radikal  in  (12)  wesentlich  positiv  ist     Die  vorstehende  Glei- 
.^^•bt  nun  bei  weiterer  Reduktion 


wobei  sich  die  Vorzeichen  nicht  auf  einander  beziehen.   Man  sieht  hier- 


Ml 


aus»  dafl8,  weoD  nicht  ein  Widerepriieh  eintreten  soll,  die  beideo  in 
(14)  vorkommenden  Radikale  mit  entgegengeaetsten  Zeieben  genomneo 
werden  müssen ,  dass  also  für  x  blos  die  beiden  Werthe 


^=^r\[\a-^). 


als  Auflösungen  der  Gleichung  (12)  übrig  bleiben. 
Werthe 


:r=+rV.ja+r^). 


(15) 

Dagegen  sind  die 

(16) 


x=-Y|a-;^ 


V5 


) 


zwar  Wurzeln  der  Gleichung  (13),  aber  nicht  der  Gleichung  (12).  Da 
wir  nun  für  x  keinen  negativen  Werth  zulassen  können ,  so  ist  der  io 
(15)  verzeichnete  Ausdruck  die  Auflosung  unserer  Aufgabe ,  die  Summe 
des  Gylindermantels  und  der  doppelten  Basis  zu  einem  Maximum  zu 
machen  y  dagegen  bildet  der  Ausdruck  in  (16)  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe >  welche  entsteht ,  wenn  man  statt  Summe  sagt  Differenz. 

Vn.    Welcher  ist,  seinen  Volumen  nach,  der  grusste  Kegol,  den 
man  aus  einer  gegebenen  Kugel  schneiden  kann? 

Sei  in  fig.  15.  der  Kugelhalbmesser  AO^=^OY=^r  ^  OX=rx, 
XYsizy,  so  ist  der  Inhalt  des  Kegels  =:^  (r+x)y^n  und  Weil  ^s= 
r* — x^  ist, 

F(x)  =  ^(r^x)(f^x^.  (17) 

Hieraus  findet  man  leicht 


F(a:)=J(r»- 


-2ra:— 3a:«), 


F'(ar)  =  -^(r+3a:) 
und  aus  F'ix)  ergeben  sich  für  x  die  beiden  Werthe 


X  = 


X  =s 


1 


Ig2 

^on  deneD  der  i^ste  eiDem  Minimiim  entspricht,  weil  sich  dami  der 
liegel  auf  eineo  bloseo  Punkt  A  redozirty  und  der  zweite  ein  Maxi- 
nmn  giebt. 
Vm.    Welcher  von  den  Kegeln»  die  man  aus  einer  gegebenen  Ku- 
gel schneiden  kann,  hat  den  grössten  Mantel? 

Da  nach  der  vorigen  Bezeichnung  der  Basisbalbmesser  des  frag- 
lichen Kegels  =  y  und  seine  Hohe  =  r  +  a:  ist,  so  haben  wir  ver- 
möge einer  bekannten  stereometriscben  Regel  f&r  seinen  Mantel 
»y  V(r+a:)*  +  iy*,  oder  wegen  des  Werthes  von  y 

F(x)  =  «Vr«'-^=^V"2?+^^, 
and  wenn    man   berücksichtigt,  dass  r*  —  a:*  =  (r  +  a:)(r  —  ;ir), 
2r*+2ra:=2r(r+a?)  ist, 

Fia:)=^7cVW(r  +  x)V7^^.         ^  (19) 

Hierau(5  findet  man 

also,  wenn  ^"(0:)  =:  0  genommen  wird 

1 
^  =  3  "• 
Wir  können  demnach  mit  Berücksichtigung  von  VII  sagen :  der  seinem 
Inhalte  nach  grösste  Kegel,  den  man  aus  einer  Kugel  herausnehmen 
kann»  hat  auch  den  grössten  Mantel. 

«IX.    Welcher  von  den  Kegeln,  die  man  aus  einer  gegebenen  Kugel 
schneiden  kann,  hat  die  grösste  Oberfläche? 
Da  die  ganze  Obeifläche  gleich  dem  Mantel  plus  der  Basis  ist, 
welche  letztere  durch  y*jr=(r* — a:*)7r  ausgedrückt  wird,  so  haben  wir 

F(x)  =  n\V^ir-^a:)VT^  +  r^^-a^} 
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Abs  F*  {x)  ergiebt  sich  für  w  die  Gleichung 

(r— 3jr)  Va^  =  4rVr— ar,  (21) 

dje  nach  beiderseitiger  Quadriniog  in 

l&r»  +  2a:2r  —  Uxt^  +  2r3  =  0 
oder 

ar»  +  a:ar  —  6jrr®  +  r^  =  0  (22) 

übergeht.    Nehmen  ivir 

^=|-  (23) 

WO  nun  I  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet,  so  geht  die  vorige  Giei* 
cbung  in  die  folgende  über 

I»  -  6f«  +  1  +  8  =  0, 

SO  dass  also  $  eine  absolute  Zahl  ist. 

Um  nun  die  vorstehende  cubische  Gleichung  aufzulösen,  braucht 
man  blos  zu  bemerken,  dass  £= — 1  die  linke  Seite  auf  Null  reduzirC 
mithin  S=—l  eine  Wurzel  derselben  und  J  +  l  ein  Divisor  der  ganzen 
Funktion  links  ist.  In  der  That  kann  man  statt  der  obigen  Gleichung 
die  folgende  schreiben : 

(5  +  1)  (S»- 71+8)  =0, 

und  wenn  man  auch  den  zweiten  Faktor   =0  setzt,  so  ergiebt  sieh 
durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung 

._  7T  Vl7 
5  2 

und  diese  zwei  Werthe  sind  die  beiden  anderen  Wurzeln  der  cubischen 

Gleichung.    Es  giebt  demnach  vermöge  der  Formel  (2^))    für  x  drei 

Werthe 

o?!  =  —  r 

^  =  fzVi?  "*  ~  (0*6951941)  T 

x^  = ?-=:  r  =  (0,1798063)  r.        ^^.^_ 

7  +  VT?  TMill^ 

Diese  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (22)  sind  aber  nicht  sänmitlleh  Wur^ 
zeln  von  (21);  Xi  nämlich  macht  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  posi4j 
tiv,  die  rechte  negativ,  x^  die  linke  negativ,  die  rechte  positiv  upd^ 
folglich  sind  Xi  und  x^  nicht  Wurzeln  der  Gleichung  (2t),    sondern 
vielmehr  der  folgenden : 
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(r— 3ar)  V^=  — 4:rV^r=^. 

Dagegen  befriedigt  der  Werth  x^  die  Gleichung  (21)  und  macht  zu- 
gleich F''{x)  negativ,  also  F{x)  zu  einem  Maximum,  daher  ist 
x=^x^  oder 

x= ??^=  (24) 

7  +  VT?  ^ 

die  Auflosung  unserer  Aufgabe. 

§32. 

Miucima  utid  Minima  der  Funktionen  mehrerer  von  einander 
unabhängigen  Variahelen. 

Die  Definition,  welche  für  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Funktionen  mit  nur  einer  Veränderlichen  gegeben  worden  ist,  lässt 
sich  mit  der  grussten  Leichtigkeit  auch  auf  Funktionen  mehrerer  Va- 
riabelen  ausdehnen ,  wobei  wir  zunächst  voraussetzen,  dass  diese  letz* 
teren  von  einander  völlig  unabhängig  sind.  Ist  nämlich  F(x,y^z.,.) 
eine  solche  Funktion,  die  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  oft  blos 
mit  F  bezeichnen  wollen ,  so  kann  es  unter  Umständen  ein  zusammen- 
gehöriges System  von  Werthen  x=a  ,  y=b  y  2=c  u.  s.  f.  geben, 
welches  den  Werth  von  F  grosser  oder  kleiner  macht  als  alle  Nach- 
barwerthe,  d.  h.  diejenigen,  welche  entstehen,  wenn  man  x  von  a — h 
bis  a+h  ,  y  von  b — U  bis  b+  k  ,  z  von  c  —  l  bis  c  + 1  etc.  gehen 
lässt,  wobei  h  ,  k  ,  l.. .  beliebig  kleine  Grossen  bezeichnen ;  im  ersten 
Falle  wfirde  der  Werth  von  F  ein  Maximum,  im  zweiten  ein  Minimum 
sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  das  System  von  Werthen  xz=:a, 
y=b  y  z::^c  etc.  zu  finden,  welches  ein  solches  erzeugt. 

Diese  Untersuchung  lässt  sjch  durch  einen  sehr  einfachen  Ge- 
danken auf  den  Fall  reduziren ,  dass  die  zu  betrachtende  Funktion  nur 
eine  Yariabele  enthält.  Denken  wir  uns  nämlich,  es  enthalte  die 
Funktion  F  ausser  den  schon  genannten  Veränderlichen  x  ,  y  ,  z,,., 
iM^  eistie»  die  g>  heissen  möge,  und  es  seien  x  ,  y  ,  z,...  gewisse 
Aip|i%Mn  derselben,  etwa  x  =  q>(<o)  ,  yz=:ip(m)  ,  zz=:i((o)  etc.,  so 
küDOj^  wir  uns  alle  Veränderungen  von  x  ,  y  ,  z, ,..  durch  Verände- 
nn^n  von  «  allein  hervorgerufen  denken.  Wenn  es  fdr  den  ersten 
Ai^eoDliidt  ^beinen  möehte,  als  sei  hierdurch  die  Voraussetzung  der 
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vDlligeo  Unabhängigkeit  der  Grossen  x  ,  y  »  z  etc.  von  einander  auf- 
gehoben worden,  in  so  fern  wenigstens  ein  mittelbarer Zusaromeolung 
zwischen  ihnen  durch  das  hinzugesetzte  a>  statuirt  zu  sein  scheint »  so 
ist  dagegen  zu  bedenken ,  dass  die  Natur  der  Funktionen  9  »  ^4/  ,  x,... 
durchaus  unbestimmt  gelassen  worden  ist  und  also  sogar  mit  dem 
Werthe  von  g>  sich  selbst  wieder  ändern  darf,  wodurch  offenbar  die 
Allgemeinheit  der  Voraussetzung  wieder  restituirt  wird.  So  wie  nun 
aber  ar= 9(10)  ,  ^=if;(a))  ,  z=%(io)  etc.  war,  so  müssen  die  speziellen 
Werthe  a  ,  6  ,  c  ,  ...  entsprechend  Funktionen  eines  speziellen  Wer- 
thes  von  a>  etwa  a  sein;  konnte  man  daher  diesen  Spezialwerth  a  fin- 
den y  ffir  welchen  die  Funktion  F,  als  Funktion  von  10  allein  betrach- 
tet, ihr  Maximum  oder  Minimum  erreichte,  so  würden  sich  hieraus 
sogleich  a  ,  6  ,  c  ,  ...  mit  Hülfe  der  Gleichungen  a:=^^{a)  ,  6=if;(a), 
c  =  %(a)  etc.  ergeben.  Dieser  Gedanke  lässt  sich  in  folgender  Weise 
ausführen. 

Soll  die  Funktion  F  tür  einen  gewissen  Werth  ihrer  Variableo 
a>  ihr  Maximum  oder  Minimum  erreichen ,  so  muss  derselbe  eine  Wur- 
zel der  Gleichung 

sein,  und  hier  können  wir  der  linken  Seite  die  Form  geben 

worin  die  Differenzialquotienten  rechts  partielle  sind;  soll  nun  aber 
dieser  Ausdruck  Null  werden ,  so  kann  diess ,  weil  -^  =  9/  (o)  ,  ^ 

==  'fff'  (a>)  9  ;t-  =  %'  (o>>)  etc.  ganz    beliebige  Grossen  sind ,  nur  dann 

geschehen,  wenn  einzeln  für  sich  die  Coeffizienten  dieser  Grossen  ver- 
schwinden ,  also  die  Gleichungen 


fi)=»'(f)=«.  (©=»•- 


(2) 


gleichzeitig  statt  finden.  Da  dieser  Gleichungen  so  viele  sind  al(i  Yaiia||p 
X  s  y  9  z  etc.,  so  lassen  sich  hieraus  die  unbekannten  Werthe  in»  i^ 
e,  ...  derselben  eliminiren,  womit  dann  die  erste  H&lfte  der  Angabe 
gelost  ist  Es  bleibt  nun  noch  die  Diskussion  übrig,  welche  von  den 
gefundenen  Werthen  einem  Maximum  und  welche  einem  Minimum  ent- 


156 

sprechen.  Hierzu  ist  es  nöthig^  die  hOhereo  DifferenzialquotieDten  der 
CrleicIniDg  (1)  aufzusuchen»  wobei  wir  zur  Abicflrzung 

g=«.,g  =  B,.*=/,.,...  (3) 

setzen  wollen;  zugleich  macht  sich  aber,  wenn  der  Calcül  nicht 
zu  verwickelt  werden  soll,  eine  Unterscheidung  der  Fälle  nuthig,  in 
denen  die  Funktion  F  zwei  oder  drei  oder  noch  mehr  Veränderliche  enthält. 

I.     Ist  F  eine  Funktion  von  x   und  y,  so  ergiebt  «ich  leicht 
durch  DiJDTerenziation  der  Gleichung 

dm      dx  dy      ^ 

die  folgende: 

^F__dF  dPx  ,d^F  dx  jy^.dFilDy  d^F    dx^  j^ 

dm^      dx  *   d(o        dx^'dct}             dy  '  dm  dxdy' dm  ^ 

^dF    dpi     ^^           '^ßp  ^^ 

^  dx      dm       dydx  dm            dy     dm  dy^     dm      ^ 

Substituiren  wir  hier  für  x  und  y  die  aus  no.  (2)  gefundenen  Werthe, 

dF  dF 

so  fallen  die  mit  ^— -  und  -j—  multiplizirten  Glieder  weg  und  wegen 

der  in  (3)  eingeführten  Bezeichnung  ist  dann 

iSolleu  nun  die  gefundenen  Werthe  ein  Maximum  oder  Minimum  bil- 
den, so  muss  der  vorliegende  Ausdruck  entweder  constant  negativ  oder 
positiv  sein  und  zwar  für  alle  Dx  und  Dy.  Hierzu  gehOrt  erstlich» 
dass  man  nicht  gleichzeitig 

d^F_  d^F  _d^F  _^  ,.. 

dx'^^dxdy^d^^  ^^ 

hat;  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist»  so  muss  der  Ausdruck  in 
(4)  oder  der  folgende 

d^F/DxY  M  o    d^F  /Dx\   ,d^F  ^v 

"     /•'  d^\D^)    ^^dFdyKü'yJ'^l^  ^^ 

inmer  gleiches  Vorzeichen  behalten ,  von  dem  dann  noch  zu  entschei- 
den wäre,  id  welchen  Fällen  es  das  Plus-  und  in  welchen  das  Minus- 
zeichen ist.    Wenn  aber  ein  Ausdruck  von  der  Form 
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as^  +  2ßs  +  Y 

für  alle  reellen  s  sein  Vorzeichen  behalten  soll^  so  müssen  die  Wor 
zeln  der  quadratischen  Gleichung 

OS«  +  2/?«  +  7  =  0 

imaginär  oder 

jS«  —  ay  <  0 

sein;  denn  wenn  eine  reelle  Wurzel  s=:si  existirte,  so  wSrde  die 
Funktion  as^+^ßs-i-y  ihr  Zeichen  wechseln ,  sobald  man  s  das  loter- 
vall  $1 — d  bis  Si+d  durchlaufen  Hesse ,  wo  d  eine  beliebig  kleiae 
Grosse  bezeichnet.  Wenden  wir  diess  auf  den  Ausdruck  in  (6)  an^  so 
ergiebt  sich  die  Ungleichung 


/  d^F  \t      d^F  iPF  ^^ 

\dxdy)  "dx^  '%«  ^"  ^ 


als  Bedingung  dafür ,  dass  die  Funktion  in  (6)  oder  die  rechte  Seite  in 
(5)  immer  das  nämliche  Vorzeichen  hat.  Die  vorstehende  Bedingung 
vertritt  zugleich  die  in  no.  (5)  ausgesprochene,  weil,  wenn  sie  erfüllt 
ist,  nicht  alle  in  (5)  stehenden  Grossen  gleichzeitig  verschwinden  kSnnen« 
Wenn  nun  die  Werthe  a:=a  und  y=6  der  Ungleichung  (7)  Ge- 
nüge leisten,  so  sind  oJDTenbar 

d^F       ,  iPF 

von  gleichem  Vorzeichen,  weil  im  Gegenfalle  die  Summe  zweier  posi- 
tiven Grossen  negativ  wäre,  und  da  nun  nach  dem  Vorigen  die  rechte 
Seite  von  (4)  für  alle  Dx  und  Dy  das  nämliche  Vorzeichen  behält, 
so  kann  man  auch  l>y=0  setzen,  woraus  man  ersieht,  dass  jener  Aus- 
druck immer  das  nämliche  Vorzeichen  hat  wie 

rf*F  e^F 

j^(Z)^)«  oder  wie  ^p-, 

also  mit  diesem  Differenzialpuotienten  zugleich  positiv  oder  negativ  ist. 
Aus  allem  Diesen  zusanunen  ergiebt  sich  nun  das  Criterium: 

die  aus  den  Gleichungen  -j-  =0  und  -^  =  0    abgeleiteten 
Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  die  Bedingung 


(5^^)^"5F2-^^°  ^^^ 
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erfliUen   nDd    erzeugen    das  Maximnin    oder  Minimnm  von 
F{a,y),  je  nachdem  fSr  sie  die  DiffereDiiaiqvotieDten 

755    """^    -%»  <«> 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  ausfallen. 
Um  diess  auf  ein  Beispiel  anzuwenden ,  sei 

man  findet  dann  sogleich 

dV 

5j  =  2(^+Äy  +  Z)), 

dF  dF 

Aus  den  Gleichungen  ^=0>  li^=0  ergeben  sich  ftir  .r  und  y  die 

b^6D  Werthe 

_CD'-'BE  AE^BD 

zunächst  muss  nun  sein 

und  es  findet  dann  ein  Maximum  oder  Minimum  statte  je  nachdem  A 
und  C  zugleich  negativ  ödes  positiv  sind. 

Um  auch  ein  Beispiel  zu  haben,  in  welchem  sich  der  CalcQi 
nicht  vollständig  hinausfahren  lässt,  behandeln  wir  auch  die  Aufgabe: 
,9 in  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks  ABC  einen  Punkt  O  so  zu 
bestimmen»  dass  die  Summe  der  fiten  Potenzen  der  Entfernungen  AO, 
BO,  CO  ein  Minunum  wird.''  Setzen  wir  CO=a:,BO=:a:,AO=a:t, 
«0  wäre  demnach  Fig.  16. 

zu  einem  Minimum  zu  machen.    Wenn  (erner ^  BCO:=zy , ^BCA=  y 
vod  BC=a9ACz=zb,  so  ist 

Xi  =  V^a*  +  or^  —  2aa:  cosy , 
a:»=V"6*+ar* — 2^07  cos  (y—^). 

Aun  ergiebt  sich  für  F(a:.y)=xa>**  +  :i^/*+aW"|5 

12 


1S9 


dF 
dx' 


f=-'-(t)+-^'(t). 

d.  I.  vermöge  der  Wertbe  von  Xx  und  x^*. 

dF         ^,   ,  ,    x—acosy     ^,   ,  .     x — 6cofi(y— v)    ,^- 
ite  =  f^'"'  +  f* ^^x'^H »» ^-^^«'^•' 

Setzt  man  beide  Differensialqaotieoten  =0»  so  erhält  man  für  x  mid 
^  die  beiden  Gleichungen: 

An  eine  Elimination  von  x  und  y  aus  denselben  ist  nun  bei  der  Will- 
kührlichkeit  des  Exponenten  fi  gar  nicht  zu  denken  ^  dag^^n  kSonep 
wir  aber  aus  diesen  Gleichungen  zwei  andere  sehr  einfache  ableiteo. 
Setzen  wir  nämlich  ^BOC-z^^q),  ^AO(y^=i'p  und  betrachten  die 
rechtwinklichen  Dreiecke  CBP  und  CAQy  so  ergiebt  sich,  dass  die 
vorigen  Gleichungen  die  folgende  Form  annehmen: 

a/*— * = Xx^*—^  cos  g> + xj*"^  cos  t/; , 

0  =  ari'*--*sing> — xJ'^^Bmiif. 

Eliminiren  wir  hieraus  einmal  opJ*^^  und  einmal  Wi^^^^,  so  wird 

j/^*  sin  ij; = a?i^*~^sin  (^ + if;) , 

a:/*^^  sin  g> = ar2"~*  sin  (9 + ij;) ; 

und  wenn  wir  bemerken,  dass  sin i|^  =  sin 2IOC, sin 9:;=: sin ^OC,4i>-|-t 
=AOB  ist, 

xt^^  sin  AOC=:  Xx^*-^  sin  AOB, 
xf"-^  sin  BOC  =  xj*-^  sin  A OB. 

Symmetrischer  gestaltet  sich  diess,  wenn  wir  statt  x,  Xx,  x^  schrei- 
ben f,iy,|  und  ^AOB=za,ti)  ,^AOC=a,e),  ZÄOC=(i;,0 
setzen.    Es  ist  dann 

jr-^sln(S,Ö=ir-*sln(|,i>), 
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und  diess  sind  die  Bedingungen ,  mittelst  deren  man  in  Jedem  speziel- 
len Falle  die  Werthe  von  | ,  17 ,  t  ^^^^  der  von  Ihnen  eingeschlossenen 
Winkel  unter  Beihfilfe  der  Bestimmungsstiicke  des  Dreiecks  zu  ent- 
uickelo  hat«  Ob  diese  Bestimmung  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
fuhrt,  ist  immer  leicht  zu  entscheiden;  denn  wenn  man  den  Punkt 
O  nur  weit  genug  wegrücken  lässt,  so  kann  man  ^,fi,i  grösser  als 
jede  gegebene  Linie  machen ;  für  ein  positives  ft  wächst  dann  auch 
^'*_|.^u_|.^  unbegränzt  und  folglich  giebt  es  in  diesem  Falle  kein 
Maximum,  für  negative  [a  dagegen  kann  man  diese  Summe  so  klein 
machen  als  man  will,  und  dann  existirt  kein  Minimum;  es  geben  also 
jene  Bedingungen  ein  Minimum  fdr  positive  fi  und  ein  Maximum  för 
negative  fi« 

Ist  f4=l,  SO  Wird  -^(S,i?)=-^(S,ö  =  ^(^*ö=-3->wooachman 

den  Punkt  O  leicht  durch  eine  geometrische  Construktion  finden  kann ; 
für  fA  =  2  ist  O  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC. 

Fände  die  erste  der  vorbin  angegebenen  Bedingungen  nicht  statt, 
verschwänden  also  die  Differenzialquotienten 

dx^  '  dxily  '  dy^ 

zugleich  für.  die  gefundenen  speziellen  Werthe  von  x  und  y^  so  würde 
mau  auch  aus  dem  zweiten  Differenzialquotienten  nicht  erfahren  können, 
welche  von  jenen  Werthen  einem  Maximum  oder  Minimum  entsprechen, 
und  sich  an  die  weiteren  Differenzialquotienten  der  Gleichung 

dF     dF^        dF^ 

-^^^Dx  +  ^Dy 

halten  müssen.  Hier  ist  nun  erst  nOthig,  dass  der  erste  für  jene 
speziellen  Werthe  nicht  verschwindende  Differenzlalquotient  gerader 
Ordnung  sei,  wenn  überhaupt  ein  Maximum  oder  Minimum  möglich 
sein  soll;  bezeichnen  wir  die  Ordnung  desselben  mit  m,  wo  m  eine 
gerade  Zahl  bedeutet,  so  müssen  nun  alle  Differenzialquotienten  nie- 
driger Ordnung 

<PF    d^F  d^^F 

versehwiDden«  woraus  man  der  Reibe  nach  leicht  ableitet: 

12* 


161 

U.  8.   f. 

Xltttn  BerflcksichtigaDg  dieser  Gleichungen  nimmt  j-^  die  folgeml« 
Fonn  an: 

rf"F     «*"F^„  ,„  ,  m      ä'«F'  .^.^ 

+  1  •^^r=I^^(^>"-'+^<^>"' 

wovon  man  sich  ohne  die  mindeste  Schwierigkeit  durch  wirkliche  Ent- 

d^F  d^F 
Wickelung  von  ^—3  ,  nr-j  etc.  successiv  überzeugen  wird.  Da  der  vor- 
liegende Ausdruck  4  der  Voraussetzung  nacb^  sich  nicht  annullirt,  so 
muss  er  fflr  alle  Dx  und  Dy  immer  das  nämliche  Vorzeichen  behalten, 
so  dass  das  Minuszeichen  dem  Maximum^  das  Pluszeichen  dem  Iftini- 
mum  entspreche.  Soll  aber  der  Ausdruck  rechts  sein  Vorzeichen  nicht 
ändern  y  so  darf  diess  auch  bei  dem  folgenden : 

rf«/'/Z>a:\«,  d^F     fPxY^^  d^F      fDx\'^ 

Tc^Kjhi)   ^^^dx^^dy\Dy)         ^'^d^^'^==^^\JD^) 

d^F      Dx     d^F 

nicht  der  Fall  sein>  worin  miy  m^  etc.  (die  Binomialkoedfizienten)  zur 
Abkürzung  dienen.     Setzen  wir  die  Quotienten 

Dx_      dfnF  d^F  ^ 

2^-*>rf55?=«o,äi«_i^y=«i,u.«.f., 

80  kann  der  Ausdruck 

fSr  alle  s  nur  dann  sein  Vorzeichen  ungeändert  behalten,  wenn  die 
Wuneln  der  Gleichung 

siromtlich  imaginär  sind.  Diese  Bedingung  ISsst  sieh  aber  anaSytiscb 
nicht  weiter  reduziren ,  weil  hierzu  die  allgemeine  Auflösung  der  Glei- 
chungen geboren  würde,  und  man  kann  daher  die  Untersnchong  nur  in 


speziellen  F&llen  weiter  föhren,   wo  dano  noch  zu  entscheiden  biefht» 
ob  jenes  constante  Vorzeichen  das  positive  oder  negative  ist. 

IL  Ein  ganz  ähnliches  Verfahren  lässt  sich  in  dem  Falle  an- 
wenden, dass  die  Funktion  F«  deren  Maximum  oder  Minimum  aufge- 
sucht werden  soll«  drei  oder  mehrere  von  einander  unabhängige  Verän- 
derliche enthält.    So  hat  man  für  drei  Variabele 

dF     dF  ^       dF  dFj.  .,^. 

und    zur    Bestimmung   der    ein  Maximum  oder  Minimum   erzeugenden 

Werthe 

dF         dF         dF 
i^=0.g^=0>f=0.  <11) 

genutzt  man  diese  Gleichungen  bei  der  Entwickelung  des  zweiten  Dif- 
ferenzialquotienten  von  F^.so  ergiebt  sich 

d^F     d^F  d^F  d^F 

cPF  d^F  d^F 

wobei  znr  Abkürzung  die  foigende  Bezeichnung  eintreten  möge: 
d«F_      «#»F_       rf*F_ 

't^t—^'daidz—^'dxdy—^     [  ^^-> 

Dx  Du 

SO  dass  nach  Division  mit  (/>z)'   die   vorhergehende  Gleichung  die  fol- 
gende Form  annimmt: 

d^F_ 

acöä  — 

(Dz)a{gp«  +  iy^+t+2£'py+2V/^+2r^}  (13) 

und  diese  Gr5sse  annullirt  sich  dann,   wenn  gleichzeitig 

{=0  ,  1^=0  ,  f=0   ,   r  =  0  ,  V  =  0  ,  f=0       (14) 
wird.  Ist  diess  nun  nicht  der  Fall ,  so  bilden  die  aus  den  Gleichungen 
(11)  entwickelten  Werthe  von  a:,  y,  z  ein  Maximum  oder  Minimum,  je 
nachdem  das  in  der  Parenthese  von  no.  (13)  stehende  negativ  oder  po- 
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sitiv  ist  Kierzu  gebOrt  erstlich ,  dass  di«  genanqte  GrOsse ,  die  rieb 
auch  in  folgender  Form  darstellen  lässt: 

für  alle  p  und  q  einerlei  Zeichen  behalte,  dass  also  die  Wurzeln  der 
Gleichung ,  welche  man  für  p  erhält  y  wenn  man  das  Ganze  =  0  setzt, 
imaginär  seien.  Da  nui)  eine  Gleichung  von  der  Form  of«*-f2|^'  +  7 
nur  für  ß^ — «y<0  imaginäre  Wurzeln  hat,  so  muss 

oder,   wenn  man  Alles  nach  Potenzen  von  q  ordnet > 

(r-5^)^n2(Vr-5l')^+V*-a:<0  (16) 

sein.  Hierzu  gehurt  nun  erstlich,  dass  die  ganze  Funktion  einerlei 
Zeichen  behalte,  oder  dass,  wenn  man  sie  gleich  Null  setzt,  die  Wur- 
zeln imaginär  sind,  also  nach  der  vorigen  Regel  « 

W  -  Sr)^  -  (f*-  In)  (v""-  5J)<0  (17) 

sei.  Die  Funktion  auf  der  linken  Seite  von  (16)  bat  unter  dieser  Be- 
dingung für  alle  q  das  nämliche  Zeichen,  also,  wenn  ^^^O  genommen 
wird,  das  ihres  letzten  Gliedes  und  ist  demnach  negativ  für 

V*-5f<0,  (18) 

mitbin  sind  die  Ungleichungen  (17)  und  (18)  die  Bedingungen  für  das 
Bestehen  der  Ungleichung  (16),  d.  h.  dafür,  dass  die  Funktion  in  (16) 
immer  einerlei  Vorzeichen  hat.  Diese  Bedingungen  haben  aber  noch  ein 
paar  wichtige  Consequenzen.  Aus  der  Ungleichung  (17)  folgt  nämlich,  dass 

r-{i?und  v*-ji: 

gleiche  Vorzeichen  haben,  weil  sonst  nach  (17)  die  Summe  zweier 
negativen  Grössen  positiv  ausfiele;  hieraus  folgt  wieder»  dass  wenn 
die  Ungleichung  (18)  erfüllt  ist,  auch  die  folgende  statt  findet: 

und  aus  beiden  zusammen  ergiebt  sieh,  dass  einerseits  9},  $und  {;  an- 
dererseits I  und  rjy  also  zusammen  |,  i^  und  {gleiche  Vorzeichen  haben. 
Da  nun  weiter  die  Bedingungen  (17)  und  (18)  zur  Folge  haben,  dass 
der  Ausdruck  in  (14)  für  alle  p  und  q  sein  Zeichen  nicht  ändert,  so 
hat  derselbe  (p=0,  ^=0  gesetzt)  das  Zeichen  des  letzten  Gliedes  t> 
welches  nach  dem  Vorigen  mit  dem  von  £  und  rj  identisch  ist,  wird 
also  mit  diesem  zugleich  negativ  und  positiv.  Diess  Alles  zusammen 
giebt  folgende  Regel: 
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dlF  flF^  iiH* 

Die  aus  den  Gleichungen  ^=0,^  =  0, -^-  =  0  abgeleite- 
ten Wertbe  von  :g,  y  und  z  müssen  zunächst  die  Bedingungen 

(vr-ir)'»-(£"-in)('»"'-ä)<o   I  ^"'^ 

erfüllen  und  erzeugen  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(a:,  y ,  z), 
je  nachdem  für  sie  die  Differenzialquotienten 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  ausfallen« 

Verschwänden  dagegen  §  5  ^  »  f  und  ^'  ,7}'  ,i^  gleichzeitig,  so  würde 
man  die  höheren  Differenzialquotienten  von  FQß^fftZ)  in  Betracht 
ziehen  müssen ,  worüber  sich  im  Allgemeinen  nicht  viel  sagen  lässt, 
da  man  hier,  wie  in  I.,  auf  höhere  Gleichungen  stusst.  —  Wie  man 
bei  Funktionen  noch  mehrerer  Variabelon  zu  verfahren  habe,  wird  aus 
dem  hier  Vorgetragenen  vullig  erhellen. 

§33. 

Maxima  und  Minima  der  Funktionen  mehrerer  von  einander 
nicht  völlig  unahhängiyer  f^ariabeleti. 

Es  enthalte  die  Funktion  F(a:,y ,2 ,...)f  die  wir  wie  bisher  kurz 
mit  F  bezeichnen  wollen,  m  veränderliche  Grössen,  und  ausserdem 
seien  noch  n  verschiedene  Gleichungen  zwischen  a:  ,  y  ,  z  ,  ...  gege- 
ben >  etwa  in  der  Form 

tf>(ar,y,s,-.  )  =  0  ,  V(x,y,z,...)  =  0  ,  n(x,y,z,^.)  =  0  etc.,  (1) 

so  ist  klar,  das«  die  m  Veränderlichen  der  Funktion  F  nicht  mehr 
von  einander  unabhängig  sein  werden;  in  der  That  enthält  dieselbe 
niefat  »ehr  als  m — n  von  einander  independente  Variable,  da  man 
mit  Hülfe  der  n  gegebenen  Gleichungen  n  Veränderliche  unter  den  m 
verliaBdeiien  durch  die  m — n  übrigen  ausdrücken  kann.  Ist  nun  das 
Mazhnirai  oder  Mimmum  von  F  aufzustfchen,  so  liegt  es  am  näk:hsten, 
die  angedeutete  Elimination  von  n  Variablen  zuerst  vorzunehmen  und 
dam»  iHicb  den  Regeln  des  vorigen  Paragraphen  zu  verfahren.  Der 
Ausführung  dieses  Gedankens  stehen  aber  grosse  Schwierigkeiten  ent- 
gegen und  sie  würde  namentlich   in  dem  Falle  ganz   uMOOglich  sein, 
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WO  die  Gleichungen  (1)  von  höheren  Graden  sind.  Wir  müssen  uns 
desshalb  nach  einer  bequemeren  Methode  umsehen. 

Denken   wir   uns,  wie    früher,  :r  9^, z,  ...  als  Funktionen  einer 
neuen  Variabelen  co  und  setzen  zur  Abkürzung 

^  =  Dx/^  =  iyy.^  =  Dz,.... 
den  den  ^      den 

so  ist 

dF      dF,r,      ,   dF  r,     ,    dF  n    ^  a>x 

.dy       dx         ^  dy     ^  ^  dz  ^  ^  ^ 

So  wenig  aber  die  Variablen  x  j  y  ^  z  ^  ...  von  einander  unabhängig 
sind ,  so  wenig  sind  es  die  Grossen  Dx  ,  Dy  y  Dz  ,  ...  und  in  der 
That  giebt  es  unter  ihnen  nur  m  —  n  völlig  beliebige  und  independente. 
Bezeichnen  wir  nämlich  die  Gleichungen  (1)  kurz  mit 

*  =  0,    «^  =  0,  71  =  0  ,  ....  (3) 

80  folgt  durch  Differenziation  derselben  nach  o: 

^=0,  ^'=0,^  =  0 

dua         '  dm  '  den  ' 

oder  auch 

^Dx  +  ^Dy  +  ^Dz  +  ...  =  0      }      |(4) 

^Dx+^Dy^^Dz  +  ...=0 
dx         ^  dy     ^  ^   dz 

u.  s    f. 

Aus  diesen  n  Gleichungen  lassen  sich  nun  n  der  Grössen  Dx  ,  Dy  9 
Dz  y  ...y  also  etwa  Dr  ,  Ds  ,  Dt  ,..y  entwickeln,  d.  h.  durch  die 
m  — 71  übrigen  Dx  ,  Dy  y  Dz  ,  ...  Dg  ausdrücken,  und  in  der  That 
gehört  hierzu  nur  die  Auflösung  von  n  Gleichungen  des  ersten  Grades, 
welche  jederzeit  möglich  ist.  Durch  Substitution  dieser  Werthe  voo 
Dr  y  Ds  y  Dt  etc.  fallen  aus  der  Gleichung  (3)  alle  diejenigen  von 
den  Grössen  Dx  ,  Dy  ,  Dz  ,  ...  Dq  y  Dr  y  Ds  y  Dt  y  ...  weg,  die 
nicht  völlig  willkührlich  sind;  denkt  man  sich  hierauf  alle  die  Glieder 
vereinigt,  die  entweder  Dx,  oder  Dy  ,  Dz  ,  ...  Dq  als  gemeinschaft- 
lichen Faktor  enthalten,  so  nimmt  die  Gleichung  selbst  folgende  Form  an 

^  =  XDx  +   YDy  +  ZDz+  ...  +  QDqy 


wobei  JC  ,  Y  9  Z  ,  ...  Q  Summen  sind ,  die  sich  ans  dem  angedeute- 
ten CalcJil  von  selbst  ergeben^  und  Da: ,  Dy y...  Dg  ganz  wilikühriicbe 
Grossen  der  Anzahl  oach  m  —  n  darstellen.     Soll  nun  ein  Maximum 

ftV* 
oder  Minimum  statt  finden ,   so  muss  -j-  =  0  sein ,  woraus  wegen  der 

Willkührlichkeit  von  .¥  ,   Y  ,  Z  ,  ...  folgt 

Jir=0,  F  =  0,  Z=:0,  ...  Q  =  0.  (6) 

Diese  m — n  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  Werthe  von 
m  —  n  Grossen  x  ^  y  9  z  ,  ...  q  unter  den  überhaupt  vorhandenen  m 
Variablen  ar,y...^,r,  *,<....  Die  noch  übrigen  n  Veränder- 
liehen T  y9  yty  ...  erhält  man  hierauf  mit  Hülfe  der  n  Gleichungen  (3). 
Um  nun  zu  entscheiden,  ob  die  gefundenen  Werthe  einem  Ma- 
ximum oder  Minimum  von  F  entsprechen ,  entwickeln  wir  den  zweiten 
Differenzialquotienten  von  F  nach  o ;  aus  no.  (5)  ergiebt  sich 

d!^F_  djXDx)    dx      d(YDy)    dx  '  djZDz)     dx 

dca^           dx       'da          dx       '  dcD  dx       'da 

d(XDx)   dy   ,  d(YDy)    dy  d(ZDz)    dy 

dy      '  dco           dy       '  d(o  dy       'da 

d(XDx)    dz       d(YDy)     dz  d(ZDz)    ^ 

dz       '  dcD            dz       'da  dz        'da 


und   durch  Differenziation  der  einzelnen  Produkte  unter  Berücksichti- 
gung der  Gleichungen  (6) 

+ 

Die  für  x  9  y  ,  z  y  ....  gefundenen  Werthe  entsprechen  nun  einem 
Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  der  vorliegende  Ausdruck  nega- 
tiv oder  positiv  bleibt.  Hierzu  gehurt,  dass  nicht  alle  die  verschie- 
denen partiellen  Differenzialquotienten  von  X  ,  Y  ,  Z  etc.  gleichzeitig 
verschwinden  und  die  Reihe  rechts,  als  Funktion  von  Dx  ,  Dy  ,  Dz 
etc.  betrachtet,  ihr  Vorzeichen  nicht  ändere.  Da  in  derselben  nur  die 
m — 11  von  einander  unabhängigen  Grössen  Dx  ,  Dy  ,  ...  D^  vorkom- 
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meo  wie  io  no.  (5)«  so  ist  zur  ErfülluDg  der  ebengenaoDteD  BediDgnng 
nOtbig,  cUuss  die  Grieichung 

0  =  g(D..)«+g:D.%  +  ...  +  ^Z>jrZ>^  +  ^  (Z)y).  +  .... 

nach  Dx  ,  Dy  ,  Dz  etc.  aufgelöst  nur  imaginäre  Wurzeln  habe,  was 
sich  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht  entscheiden  lässt.  Ob  das  nach- 
her vorhandene  constante  Vorzeichen  ein  Plus-  oder  Minuszeichen  ist, 
lässt  sich  dann  immer  ohne  Schwierigkeit  absehn. 

Wären  dagegen  sämmtliche  partielle  Diffcrenzialquotienten  von 
X  j  Y  9  Z  etc.  =  0  für  die  vorher  gefundenen  Werthe  von  :c  ,  y  ,  i 
etc.,  so  wfirde  man  sich  an  die  höheren  Differenzialquotienten  von  F 
zu  wenden  und  hier  eine  ganz  ähnliche  Untersuchung  anzustellen  baheo. 

Wie  man  nun  diese  Regeln  anzuwenden  hat,  wird  sich  aus  den 
folgenden  Beispielen  ergeben. 

I.  Man  soll  die  Summe  •tr^  +  ^^-f^^  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen  unter  der  Voraussetzung,  dass  gleichzeitig  immer 
ax+by  +  cz  =  k  ist. 

Wir  haben  hier 

F  =  ;r2  +  y«  +  2«  ,  0  =  oa:  +  %  +  C2  — .  A- 
und  folglich  nach  (2)  und  (4) 

^  =  2xDa:  +  2yDi/  +  2zDz, 

0  =  aDa:  +  öDy  +  cDz. 
Aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich 

Dzzrz  —  ^Dx-'^  Du 

c  c      ^ 

und  durch  Substitution  dieses  Wertbes  geht  die  erste  Gieichnng  in 
folgende  über : 


80  dass  al8o 


f  =  2(.-^.)Dar  +  2(y_|z)Z>^, 


c  c 


ist.    Ans  A  =  0  ,   r  =  0  folgt  nun 
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a  (ß 

und  H'enn  wir  diess  in  die  Gleichung  a.r  -|-  %  -|-  c:  :=  A-  substituireu, 
so  ergeben  sich  die  Wertbe 

-  c^ 

-  ''^ 

-  «^ 

Nach  no.  (8)  ist  nun  weiter,  da  nir  blos  zwei  unabhängige  Variabele 
X  und  y  haben, 

und  Dach  dem  Obigen 

^  =  2,^  =  0,^  =  0,^=2; 
dx        "  *  dx  '  <%  '  ^U 

also  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung 

Da  dieser  Ausdruck  Immer  positiv  ist»  so  entsprechen  die   für  x^y^i 
gefundenen  Werthe  einem  Minimum  von  F. 

2.  Um  auch  ein  Beispiel  aus  der  Geometrie  zu  haben,  behan- 
deln wir  die  Aufgabe: 

Unter  allen  rechtwinküchen  Parallelpipeden  von  der  gleichen 
Oberfläche  2A:  dasjenige  zu  finden ,  welches  den  grussten  kubischen 
Inhalt  hat. 

Nennen  wir  ^  ,  ^  ,  z  die  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossenden 
Kanten»  so  ist  die  Oberfläche  unseres  Körpers  =  2 (.r// +0:2+^2)  und 
folglich  immer 

xy  -{-  XI  -{-  yz  —  k  =  0. 

Das  Volumen  dagegen  ist  ==  xyz ;  um  diesen  Ausdruck  zu  einem  Maximum 
zu  machen  9  brauchen  wir  diess  blos  mit  /(a:^y:;  =  /a;  +  ^+/2  zu  thun*). 


*)     Dieser  Ucbergang  ist  nicht  gerade  nntliwendi«;^,  denn  man  könnte/* auch 
nnmittelbar  =Xffz  setzen,  er  erleiclitert  nber  den  Calcül. 
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da  der  Logarithmus  einer  Zahl  mit  ihr  selbst  zugleich  viächst.      Wii 
haben  daher 

F=  Ix  +li^  +  lz  ,  ^  =i  xy-{-a:z  +yz^  k. 
Hieraus  folgt 

dca      X  y  "^ 

0  =  ^V^^^)Dx^-{x^rz)Dl,^r(x\y)Dz^ 
mithin 

Dz=^U±'-Dx-^Bif 

^+y  ^+y    ^ 

und  folglich 


also 


d(a       {X     x+y    z)  {y      x+y    z) 


X      x+y    %  '  y     a:+y'  z* 


Aus  JIT  =  0  ^   F  =  0  erhält  man  jetzt  sehr  leicht 

X  zu  z    ,    y  ^  z 
und  hieraus  mittelst  der  Gleichung  0  =  0: 

Nun  ist  weiter 

?^=  ^  I-i-JLti-  L 

dx  x'^^ {x^-yY'  z 

oder  weil  ^  =  y  =  z  ist 

dX_       l..J_--. L 


ferner 


^'=  Jr--£_.  1  =  0,  weil  z=x. 
dy      (ar  +  y)*   i 


Ebenso  findet  man 


dV  l  l       jrfF       n 


Hieraus  ergiebt  sich  nun 


Da  dieser  Ausdruck  immer  negativ  bleibt,  so  entsprechen  die  gefun- 
denen Werthe  einem  Maximum.  Geometrisch  erbellt  hieraus,  dass 
der  Würfel  das  grosste  unter  allen  Parallelepipeden  von  gleicher  Ober- 
fläche ist 

3.  Das  grosste  Viereck  zu  bestimmen,  welches  sich  mit  den 
gegebenen  Seiten  a,  ß ,yfd  beschreiben  lässt. 

Nennen  wir  x  und  y  die  einander  gegenüberliegenden  Winkel, 
welche  von  den  Seiten  a ,  ß  und  y ,  d  eingeschlossen  werden ,  so  haben 
wir  für  den  Inhalt  des  Vierecks : 

€eß   .        .  y^   . 
-^sina:  +  ^siny, 

und  wenn  dieser,  also  auch  das  Doppelte  von  ihm,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F(x  ,p)=ccß  sin  a:i-yö  sin  y 

zu  setzen,  ßerechnet  man  ferner  diejenige  Diagonale,  welche  durch 
die  Scheitel  der  Winkel  (a  ,  S)  und  (ß ,  y)  gebt,  aus  je  zwei  Seiten  und 
dem  eingeschlossenen  Winkel,  so  ergiebt  sich  noch  die  Bedingungs* 
gleichung 

a^ -\.ß^-^2aß  cos  x  =  y^+ö^'-2y8  cos  y, 
und  also  ist 

g>(a:,y)=a*+/32-y®-d2—  2a/?cos.t:  +  2yÄcosy=0 
zu  setzen.    Es  wird  nun 

äF 

^  =z  aß  cos  X  Dx -{-yö  cos  i/ Dl/ 

und  ebenso  vermöge  der  Bedingungsgleichung  9>=:0 

0=:aß8inxDx—  yösinpDlfn 
woraus 

_  _  ^sinar  ^ 

yÖD!/=:Ccß    . Dx 

'      ^       '^  sm ;/ 

folgt.    Die  Substitution  dieses  Werthes  in  die  vorhergehende  Gleichung 

giebt 

dF        ^,  .  sinar         ^  .. 

3^  =  «/J  (cos  X  +  ^--  cos.«^)  Dx, 
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also 

A  =  a/J  (cosar  +  ^1^  cos^). 

Aus  X=0  folgt  jetzt 

cosarsiD^  +  sina:cosy=:0,  d.  i.  sin(ar+y)  =  0, 
mitbiD 

a:  +  y=0  ,  180O  ,  3600  ,  270o, .  ..  etc. 
Da  aber  jp  und  y  zwei  Winkel  eines  Vierecks  sein  solieD»   so  ist  von 
diesen  Werthen  nur  der  zweite 

a:  +  y=180o  ,  y  =  180O— a? 

zu  brauchen.  Setzen  wir  diess  in  die  Bedingungsgleicbung  q>(x»y)=:^ 
und  bemerken,  dass  jetzt  cos^= — coso:  ist^  so  ergiebt  sich 

cosar—        2iaß  +  yö)      * 

Dass  dieser  Werth  einem  Maximum  entspricht ,  entscheidet  sich  jet^'^ 
leicht  mit  Hülfe  der  Formel  (8),  welche  in  unserem  Falle  nur  ein  eif 
ziges  Glied  auf  der  rechten  Seite  hat,  weil  nur  eine  unabhängige  Vaf 
riable  x  in  der  Aufgabe  vorkommt  und  keine  Y,  Z  etc.  vorbandet 
sind.    Es  ist  nämlich 

d^F     dX  j^  .  cosa:         ^,w\  \^ 

^aPcos(ar+.y) 

siny         ^      ^ 

Da    nun   a:  +y  =  180^,    cos  (or  +y)  =  —  1,    y    immer    ein    Winkel 

d^F 
<180o  und  folglich  sin^  positiv  ist,  so  bleibt  -r-^  negativ  und  mithiB 

entsprechen  die  gefundenen  Werthe  einem  Maximum.  ßerOcksichtlgt 
man  noch ,  dass  sich  um  jedes  Viereck ,  dessen  Gregenwinkel  sich  n 
zwei  Rechten  ergänzen ,  ein  Kreis  beschreiben  lässt ,  so  erhellt  sogleich 
der  Satz:  ^unter  allen  Vierecken,  welche  aus  den  nämlichen  Seiten 
construirt  sind,  hat  das  Sebnenviereck  den  grössten  Flächeninhalt. 


\ 
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tp.  VIII.    Die  Theoreme  von  Taylor  und  Mac  Laurin. 

§  ;34, 

Anwendungen^  die  sich  von  den  Lehren  des  §.  S7,  machen 

lassen. 

Wir  haben  früher  io  §§  26  und  27  zwei  Theoreme  kennen  gelernt, 
Iche  folgendennassen  lauteten: 

I.  Wenn  die  Funktion  F(a:)  und  ebenso  ihre  Derivirte  /^(j:)  in- 
nerhalb der  Gränzen  a;  =  a  bis  x=:a  +  h  endlich  und  stetig 
bleibt,  so  ist 

F(a+h)  =  F(a)  +  hF{a-{^Xh)  ,  1  ^^^  0. 

11.  Wenn  die  Funktionen  f{x)  ,  f  {x)  ,  fix)  ,  ...  /•(")(ä-)  inner- 
halb des  Intervalles  j:  =  0  bis  x=:h  sämmtüch  stetig  und 
endlich  bleiben,  wenn  ferner  für  x=0: 

m  =  r(0)=r(0) ...  =  /x«-i)(0)  =  o 

ist,  so  gilt  die  Gleichung 

Diese  Sätze  haben  das  Eigenthümüche,  dass  sich  durch  eine 
r  einfache  Combination  eine  fortgesetzte  Anwendung  des  zweiten 
ioremes  auf  das  erste  vermitteln  lässt.  Stellen  wir  nämlich  die 
te  Gleichung  in  folgender  Form  dar: 

F(a  +  A)  =  F(a)  +  ^  F'(a)  +  h{F (a  +  kh)^F' (a)  ] 

jr,  wenn  zur  Abkürzung  hiF" (a  +  kk)  ^  F' (a)\  =  f(h)  gesetzt  wird, 

F(a  +  h)  =  F(a)  +  J-  F (a)  +  fih), 

ist  es  nicht  schwer,  einige  Eigenschaften  der  Funktion  f(h)  anzu- 
I^D,  welche  eine  kürzere  Ausdrucksweise  derselben  müglich  machen. 
I  ist  nämlich 
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f{h)  =  F(«  +  A)-F(«)-*  F{a) 

f'(h)  =  F(«+A)-/'(a) 
f"(h)  =  F'ia+h) 

und  für  A=0  ,  f(ß)=iO  ,  f(0)=0  folglich  nach  dem  Theoreme  II  für 
«=2,  und  f"(x)\on  x=0  bis  a:=Ä  als  stetig  und  endlich  oder  F'(x} 
von  a.'=a  bis  a;^=a+h  als  continuiriich  und  endlich  vorausgesetzt, 


/•(/0  =  ^*^"(«+^Ä). 


Demnach  ist  jetzt 


Fia  +  h)  =  F(a)  +  '±F(a)  +  ^  F"(a +  *,/«). 
wofür  wir  wieder  schreiben 

F(«+Ä)=/^(«)+^  ^(«)  +  0  ^'^"^ 

+  ^^{r'(a-\^X^h)~'F'(a)). 

ßezeichDen  wir  das  auf  der  rechten  Seite  unter  der  Zeile  stehende  ii^'^ 
f(h),  so  finden  sich  leicht  die  folgenden  Eigenschaflten  dieser  Funktia^^ ' 

/(0)=o ,  rm=o ,  r(0)=o ,  r(/o=^''(ö+/o; 

mithin  ist  nach  dem  Theoreme  IL 

wobei  aber  f"'(h)  von  a:=0  bis  x=h  oder  P"(a:)  von  a:  =  a  bis  a:^ 
a  +  h  stetig  und  endlich  sein  muss.    Vermöge  dieses  Werthcs  wird  jetzt 

F(a+h)  =  F(a)+^Fia)  +  j^i^'(«)  +  j^  I^'ia+X^h). 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieser  Betrachtungen;  ist  nämlich 
71  eine  positive  ganze  Zahl^  so  gilt  das  Theorem 

Fia+     =f  («)  +  ^F'(a)  +  ^F-(a)  +^-^  F'"(a)  +  ... 


•••  ^  1.2..,(w--l)  ^  '  ^  1.2...W 

wobei  An  eine  die  Gränzen   0  und  1  nicht  überschreitende  Grosse  ist. 
Es  muss  noch  berücksichtigt  werden,  dass  der  Reihe  nach  die  Bedio- 
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gnngen  gefondeo  wurden :  P  {x)  stetig  uad  endlich  zwischen  a^rza 
vnd\r=a+A,  ebenso  F^(ai)  ,  F"  (x) ...  Fi»)  (x) ,  dass  mithin  die  Gül- 
tigkeit des  vorliegenden  Satzes  nur  dann  behauptet  werden  darf^  wenn 
die  Funktion  F(x)  nebst  ihren  Differenzialqnotienten  bis  zum  nteo  in- 
clusive stetig  und  endlich  bleibt  von  x=^a  bis  x=a-t-h.  Setzt  man 
a  an  die  Stelle  von  A,  so  lautet  der  Satz: 

Bleibt  die  Funktion  F(x)  nebst  ihren  Differenzi- 
alquotienten  bis  zum  nten  inclusive  stetig  und 
endlich,  während  x  bis  auf  x  +  h  sich  verändert, 
so  ist 

F{x+A)  =  F(x)  +  ^F'(x)  +  ^F»(x)+j^  r'ix)  + 

Dieser  Satz  heisstder  Taylorsche,  obgleich  Taylor  ihn  in  einer 
von  dieser  verschiedenen  Form  ausgesprochen  hatte;  aus  ihm  ergiebt 
sich  das  Theorem  von  Mac  Laurin,  wenn  man  a;=0  nimmt  und 
dann  a;  für  A  schreibt.    Es  lautet: 

Bleibt  die  Funktion  F{x)  nebst  ihren  Differenzi- 
alquotienten  bis  zum  nten  inclusive  stetig  und 
endlich  während  des  Intervalles  x  =Q  bis  x  =:  x, 
so  ist 

^^'       -F(»-i)(0)  +  ,   f   ^Fi^K^x)    (2) 


•'•  ■^1.2...(w— l)  '"'^1.2. 

Bei  der  Wichtigkeit  dieser  Sätze  dürfte  es  wohl  nicht  überflüs- 
sig «ein  f  eine  zweite  Ableitung  derselben  zu  geben ,  bei  welcher  der 
liouistische  Gedankengang  noch  schärfer  hervortritt. 

§.  35. 
Beuristüche  Entwicklung  der  Sätze  von  Taylor  und  Mac  Laurin, 

Da  sich  eine  Funktion  mit  ihrer  Veränderlichen  gleichzeitig  ändert^ 
so  lat  es  eine  der  natürlichsten  Aufgaben  der-Analysis,  die  Grösse  einer 
solchen  Veränderung  anzugeben ,  wenn  man  die  ihr  zu  Grunde  liegende 
Aenderung  der  Variablen  kennt,  oder  mit  anderen  Worten,  aus  dem 
Werthe  von  F(x)  den  von  F{x-\-h)  abzuleiten,    vorausgesetzt,    dass 

13 
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die  Natur  der  Funktion  F»  sowie  die  Werthe  von  x  und  h  bekannt 
sind.  Sehen  wir  uns,  um  erst  ein  Beispiel  zu  haben,  in  der  Reibe 
der  gewöhnlichen  Funktionen  um,  so  bemerken  wir  sogleich,  dass  di« 
Poteoa  mit  ganzem  positiven  Exponenten  eine  von  den  Funktionen  ist, 
för  welche  sich  die  Aufgabe  sehr  leicht  lUsen  lässt,  weil  nach  dem 
binomischen  Satze  für  ein  ganzes  positives  m 

....  +-jarA»»-i  +  A» 

ist.  Hieraus  erhellt  weiter^  dass  jede  sogenannte  ganze  rationale  und 
algebraische  Funktion  vom  Grade  fi,  d.  h.  ein  Ausdruck  von  der  Form 

worin  A,B  ,C, ....  M  willköhrliche  Constanten,  a,ß  ^y,  ....  fi  positive 
ganze  Zahlen,  nach  ihrer  Grösse  geordnet,  bedeuten,  auf  gleiche  Weise 
behandelt  werden  kann,  weil  die  vorige  Umwandlung  auf  jedes  einzelne 
Gli^  anwendbar  ist.    Wir  haben  nämlich 

F(ar  +  Ä)= 
^  [^«  +  pr«-U  +  5L![pll)ar«-«A« +  ....  + Ä«3 

+  C[ary+{-a:y-iA+2fc^-i.y-2Äa  +  ....  +  Ay] 


+M[x'*  +  ^xf^^h+f!^^^a:f*-^h^+....+h/'l 

und  wenn  wir  diejenigen  Glieder  zusammennehmen,  in  welchen  gleicbe 
Potenzen  von  A  vorkommen: 

F(x+h)  = 

Aa^  +  Bx?  +  Cxr  + ....  ^Mxf^ 

+  j  ^au«-i  +  Bßxß-^  +  Cyxr-^  + ....  +üffia^i  j  * 

+  \Aa{a^l)x^'^^-  Bß{ß^l)xß-^-{-....-\'Mik(^i^l)xl''^\^ 

A^ 

+  üffi(fi-l)(^-.2)....2.1.3-^-j-.  (1) 
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Andererseits  erhält  mao  durch  snccessiFe  DifferenziatioiieD  der  Gleichung 

leicht  Folgendes : 


F(A*)(ar)=ilfix(|*  — l)(fi— 2)....2.1 

uod  durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Formel  (1)  in  die  fol- 
gende über: 

F(x+h) 

=F(x)  +  P(x)^+r'ia:)j^  +  ....  +  Fif^)(x)^,j^'^  (2) 

Nun  ist  aber  nicht  jede  Funktion  eine  algebraische  ganze  und 
rationale  und  daher  wird  sich  der  vorliegende  Satz  nur  dann  auf  andere 
Funktionen  ausdehnen  lassen ,  wenn  die  letzteren  unter  gewissen  Bedin- 
gungen für  irgend  ein  Intervall  als  ganze  rationale  algebraische  ange- 
sehen werden  dürfen.  Dies  lässt  sich  aber  im  Voraus  gar  nicht  so 
leicht  erkennen^  und  wir  versuchen  daher  einen  anderen  Weg  zur  Ent- 
scheidung der  obschwebenden  Frage. 

Denken  wir  uns  aus  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  no.*(2) 
eine  beliebige  Anzahl  Glieder,  etwa  n,  vom  Anfange  her  ausgehoben, 
und  lassen  F(a;)  jetzt  eine  ganz  beliebige  Funktion  bedeuten ,  so  würde 
es  offenbar  blos  darauf  ankommen ,  die  Summe  der  Reihe 

F(.r)+*F'(..)+j*lF"(a:)+....+j-^^i5F.-»(:.) 

auszuroitteln ;  diese  Summe  würde  dann  von  selbst  ausweisen,  in  wie 
weit  das  Theorem  (2)  für  willkührliche  Funktionen  Gültigkeit  besitzt. 
Um  aber  nicht  immer  mit  zwei  Variablen  x  und  h  zu  thun  zu  haben, 
wollen  wir  x=c  —  h  setzen,  wo  c  eine  Constante  bedeutet,  die  frag- 
liche Summe  als  Funktion  von  h  betrachten  und  deragemäss  mit  0(h) 
bezeichnen,  so  dass  also 

13* 
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Ist.  In  dieser  Form  besitzt  quo  die  Reihe  eine  Eigenschaft,  weiefae 
ihre  Summirung  sehr  erlmchtert;  es  besteht  nfimüch  ihr  Differenzial- 
quotient  nicht  mehr  aus  n  Gliedern ,  sondern  nur  aus  einem  einzigen. 
In  der  That  ergiebt  sich  durch  Differenziation  nach  h  unter  Anwendung 
der  Regel  für  die  Differenziation  von  Produkten: 


d.  i.  nach  gegenseitiger  Hebung 

Um  nun  aus  dem  Differenzialquotienten  von  0(h)  diese  Funktion  selbst 
zu  finden 9  wenden  wir  uns  an  den  in  §.  27.  bewiesenen  Satz: 
0(a-\-h)^<P(a)  _0'(a+kh)    .^  .^^ 

welcher  unter  der  Bedingung  gilt ,  dass  ^(z) ,  ^'(2) ,  *'(z)  und  ^(2)  end- 
lich und  stetig  bleiben  von  z=:a  bis  2=a-fA  und  ^'(z)  während  die- 
ses Intervalle»  sein  Vorzeichen  nicht  ändert.  Nehmen  wir  a  =  0  und 
substituiren  für  V(z)  eine  andere  stetige  und  endliche  Funktion  ^zX 
welche  aber  für  z=0  verschwindet,   so  ist 

0(A)— ^(O)_0'(U) 
i/;(A)        ^V(ih)' 

woraus 

*(A)  =  *(ö)+;|j!^*'(U),l>i>0,  (6) 

folgt 5  und  diese  letztere  Gleichung  kann  dienen,  um  0(A}  zu  finden  so- 
bald ^'  (A)  bekannt  ist.  Wenden  wir  diess  auf  unsere  spezielle  Unter- 
suchung an,  so  haben  wir  nach  no.  (4) 

und  mithin  nach  no.  (5) 
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Aus  der  Gleichung  (3)  erglebt  eich  aber  unmittelbar 

*(0)  =  F(c) 
uod  so  haben  wir  jetzt 

*(Ä)=F(c)-^g^.r3ii^^^-)(c-U).      (6) 

womit  die  fragliche  Summe  gefunden  ist.  Wir  dürfen  aber  nicht  ver- 
gessen^ dass  diess  nur  so  lange  gilt^  als  die  Bedingungen  Rir  die 
Existenz  der  Gleichung  (5)  erfüllt  sind.  Diese  t^aren  erstlich  Stetig- 
keit und  Endlichkeit  von  ,0(2)  und  ^'(z)  innerhalb  des  lotervalles  2=0 
bis  z=Ay  was  in  unserem  Falle  vermöge  der  Gleichungen  (^  und  ^4) 
nur  dann  statt  findet,  wenn  die  Funktionen 

F(x), F(z), F' (i) ,..,,. FC»-0(z),  fX»)(z) 

stetig  und  endlich  bleiben  von  x=zc  bis  x=ü — h.    Ausserdem  müssen 
in  no.  (6)  '^(z)  und  '^'(2}  stetig  und  endlich  innerhalb  des  nämlichen 
Infervalles  sein  und  '^'(z)  darf  ebendaselbst  keinen  Zeichenwecbsel  haben. 
Aus  der  Vergleichung  von  (3)  und  (6)  folgt  jetzt  sehr  leicht 

F(c)=F(c-'h)+jF'(c-h)+^r'(c-h)+.... 

Nehmen  wir  endlich  e^=x+h  und  zur  Abkürzung  1 — l^^ln,  ^0  nun 
auch  In  eine  die  Gränzen  0  und  1  nicht  überschreitende  Grosse  bedeu- 
tet, so  wird 

F(x+h)=F(x)+^F(a;)+^F''(x)  + 

l^A^O;   ;i„  =  l— A.  (7) 

Die  Bedingungen  fSr  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  sind :   1)  es  müs- 
sen die  Funktionen 

F(z)  ,  F(z)  ,  F"(z)  ,  ....  F«-i)(z)  ,  F(")(z) 
«tetig  und  endlich  bleiben  von  z=x  bis  z=a:+Ä,  und  2)  die  Funktion 
Hz)  muss  sich  für  z=0  annuUiren»    V;(z)  und  if;'(z)  müssen  innerhalb 
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des  genannten  Intervalles  stetig  und  endlich  bleiben^  und  ilf'(z)  darf 
ebendann  sein  Vorzeichen   nicht  ändern. 

Da  af;(i)  eine  beliebige  Funktion  Ist^  8o  hält  es  meht  schwer, 
eine  solche  Wahl  dafür  zu  treffen,  dass  die  unter  no.  2  ausgesproche- 
nen Bedingungen  erfilllt  irerden  ;  so  z.  B.  ivenn  i|;(2)=i'"  gesetzt 
wird  9  wo  m  eine  positive  Grösse  bezeichnet.    Es  ist  dann 

'»(A) Ä»» h_ 

i;/  (kh)  "■  m  (U)"»-i ""  mk"*- 1 ' 
und  wenn  man  diess  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  k=zl-~»kn  substi- 
tuirt,  so  giebt  die  Gleichung  (7): 

h  k^ 

F(^+A)=:F(a:)  +  fnar)  +  j^F"(a;)  + 

••••+172:?^  ^^> 

Da  die  positive  Grosse  m  noch  beliebig  gelassen  ist,  so  kann  man  sie 
auch=l  oder  =n  setzen,  wodurch  sich  ergi^bt: 

und 

Unter  den  verschiedenen  Formen,  welche  man  auf  diese  Weise  bekom- 
men kann,  benutzt  man  natürlich  diejenige ,  welche  im  speziellen  Falle 
die  bequemste  Rechnung  liefert. 

Nimmt  mau  noch  a:=0  und  schreibt  h  für  x  in  den  Formeln  (9) 
und  (10),  so  erhält  man: 

F(^)=F(0)  +  f  F(0)  +  ^F'(0)  + 


•••  +  r2Sr=T)  (") 


a: 


F(^)  =  F(0)+j-F'(0)+f--^F'(0)  +  . 
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nun  die  Funktion  F(z)  nebst  ihren  Differenzialquotienten   bis  zum 
m  inclus.  endlich  und  stetig  von  z=0  bis  z=ar  sein  muss. 

Die  beiden  so  entwickelten  Theoreme  stehen  sich  übrigens»  ob- 
«di  hier  das  zweite  als  spezieller  Fall  des  ersten  erscheint,  in  Ab* 
ht  auf  ihre  Allgemeinheit  ganz  gleich ,  denn  man  kann  eben  so  leicht 
3  erste  aus  dem  zweiten  ableiten.    Setzt  man  nämlich  in  dem  letzteren 

wird 

i?^(a:)=/»(*  +  a:),l^'(^)=/^(A+a:),  u.  s.  f,, 
ner 

F(0)=AA)  .  F(0)=r  (A) ,  ^^(0)=/^ (ÄX,  u.  s.  f. 
l  folglich  ergiebt  sich  aus  no.  (12) 

rtauscht  man  hier  h  und  a  gegeneinander  und  schreibt   dann  F  für 
8p  kommt  man  auf  die  Gleichung  (10)  zurück. 

f  36. 
Beispiele  zu  dem  Theoreme  von  Mae  Laurin. 

Von  beizenderem  Nutzen  ist  der  Mac  Laurin'sche  Satz  da^  wo  es 
,  eine  gegebene  Funktion  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  ihrer 
riablen  fortschreitende  Reihe  au  verwandeln;  setzt  man  nämlich 

ist  durch  Vergieichung  mit  den  in  (11)  und  (12)  stehenden  Formeln 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  m 

^"•=1.2.ä...m  ^^^ 

1 

iurch  sämmtliche  in  no.  (1)  noch  unbekannte  Grössen  ihre  Bestimmung 
onden  haben.    Wir  wollen  diess  nun  auf  einige  Beispiele  anwenden. 
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I.  Sei 

worin  it  eine  ganz  beliebige  Grösse  bezeichnet;  man  findet  hier  nach 
den  früher  entwickelten  Regeln  zur  Entwickelaog  defhSheren.Diffe- 
renzialquotienten 

F('»)(x)  =  ft(,t^l)(f*-2)....(f*— »»+1)(1  H-ary— 

und  folglich  nach  no.  (11) ,  wenn  man  X  zur  Abkürzung  für  ku  schreibt: 

(l4-.).  =  l+f-.+<i<^:^H-'*^'--^>/^-|)^^-^.H... 

ft(f«-l)(ft-2)...(fi-«  +  2)       , 
••• +~^      1.2.3...(n-l)       '"^ 

a(^l)(^2)...(ft-n-fl)   d-^Xr-^ai'       ,, 
+  1.2.3...(it— 1)  '  (1+iUr)»-/»'    ^' 

II.  Für 

F(a:)=/(l+ar) 
ergiebt  sich 

P(m)  /^^  _  (-l)'»^^U.2.3...(»i-l) 

FM(a:)  = ^^p-^5 

und  folglich  wieder  nach  no.  (11) 

111  ( 1)» 

/(l+ar)  =  ^a:--Ja:*  +  Ja:3-_  +  ^^j-^ 

III.  Nehmen  wir 

ivo  k  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  so  ist 

JP'("»)(ar)  =  k^e^ 
und  folglich  nach  no.  (12),  wenn  man  X  für  iln  schreibt: 


e    -*+  1  +  1.2+    •  +  1.2.3...(n— 1) 


+i:¥^''**'-  <«> 


IV.    Die  Annahme 

F(x)  =  cos« 
giebt 
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F(«)(«)  =  coB(m^  +  x)  ,  -P«")(0)=co8»»J; 

m 

also  F("»^(p)=:0  wenn  m  ungerade  und  =(—1)«  wenn  m  gerade  ist. 
Hiernach  wird 

cosx_i— j  2  +  1.2.3.4~1.2..,.6  +  " 

•••+-12... («-.!)  +r:2:::ü«^«(4+^>-  ^ 

V.    Setzt  man 

F{x)  =  sinar, 
80  findet  sich 

F(«)  (a?)  =  sin(m|  +  x)  ,  F(-)(0)  =  sin  m| ; 

also  F('>*)(0)  =  0  wenn  m  gerade  und  =( — ^1)   *    wenn  m  ungerade 
ist.    Hieraus  ergiebt  sich 


a:»-^8in(ji— 1)|  ^  ^ 

•'+    1.2...(n.-^l)    +f:273-.-;^"^°»2+^>      ® 

In  allen  diesen  Gleichungen  kommt  noch  die  Grosse  X  tot,  welche 
natürlich  in  jeder  derselben  einen  anderen  Werth  hat  und  sich  mit  .r 
und  n  selbst  ändert ^  doch  so«  dass  sie  die  Gränzen  Null  und  Eins 
nicht  überschreite^.  Man  kann  diese  Eigenschaft  benutzen,  um  die 
jedesmal  auf  der  linken  Seite  stehende  Funktion  zwischen  zwei  Grin- 
zen  einzuschliessen ,  wodurch  man  gewissermassen  die  Region  des  Zah* 
lengebietes  kennen  lernt »  in  welcher  ihr  numerischer  Werth  zu  suchen 
ist.    So  gäbe  z.  B.  die  Gleichung  (5)  für  n=z2. 


w,.    .  (1— ;i)a:« 


Da  nun  X  die  Gränzen  0  und  1  nicht  überschreitet,  so  liegt  der  Werth 

von 

(L  +  Xx)^ 
nicht  ausserhalb  der  Gränzen 


183 

(1-1)^  _  n         ,  (l-0)a:*  _     . 

und  odfiiiD  übersteigt  nach  dem  Obigen  l(i  +  x)  die  GrSmeB  jr— 0 
ood  X — 07*  nicht,  oder  es  ist 

wo  das  Gleichheitszeichen  nur  in  dem  Falle  a=zO  Anwendung  finden 
wurde.  Dieser  Gebrauch  unserer  Gleichungen  ist  aber  von  nur  unter- 
geordneter Bedeutung,  weil  man  damit  höchstens  zu  Nähemogsformelo, 
aber  nicht  zu  genauen  Gleichungen  für  die  links  stehenden  Funktionen 
kommen  konnte.    Wichtiger  dagegen  ist  die  folgende  Bemerkung. 

Stellen  wir  die  Gleichung  (1)  —  das  allgemeine  Schema  der  spä- 
teren Formeln  —  in  der  Gestalt 

dar,  so  liesse  sich  wohl  der  Fall  denken,  dass  die  Grosse  Rn  für  ein 
gewisses  erst  noch  zu  bestimmendes  n  verschwinde,  was  z.  B.  nach 
der  ersten  in  no.  (3)  für  Rn  angegebenen  Form  für  X«  =  1  gescheheD 
wurde.  Es  ist  aber  sogleich  zu  ersehen ,  dass  diess  für  kein  bestimm- 
tes endliches  n  möglich  ist;  denn  es  würde  die  in  diesem  Falle  re- 
sultirende  Gleichung: 

F(ar)  =  Jo  +  A^  +  ^%^^  +  ...  +  -4»_i««-i 
moe  Identität  swiseheo  einer  beliebigen  Funktion  und  einer  algebraischen 
ganzen  und  rationalen  Funktion  aussprechen»  eine  Identität,  die  anders 
aki  far  ganx  spezielle  Werthe  von  a:  gar  nicht  bestehen  kann.  In  he* 
«onderen  Fällen  Usst  mch  diess  noeb  bestimmter  aus  diu  Eigenschaf- 
ten vo»  F(x)  nachweisen.  Wenn  nun  aber  auch  Rm  für  kein  bestimm- 
tes endlichem  n  der  Null  gleich  ist«  so  wäre  doch,  noch  der  Fall  denk* 
bar,  das«  sich  Rn  für  unausgesetzt  wachsende'  n  der  Null  als  Gränz- 
werth  näherte;  dann  würde  zugleich  die  Anzahl  der  auf  der  rechten 
Seite  vorkommenden  Reihenglieder  (=n)  unbegränzt  zunehmen  und 
man  erhielte  einen  um  so  genaueren  Werth  von  F(a) ,  je  mehr  €rlieder 
der  Reihe  man  vereinigte.    Man  hätte  dann  in  Zeichen: 

Fix)  ^himR» 
=  Lim  {Aq  +  Aix  +  A^a^  +  ••-  +  -4»-ia;»~*} 
und  weil  Lim  i2U  =  0  ist: 
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F(x)  =  ilo  +  2<ia?  +  4b««  +  A^x^  +  ...  in  Inf.    (10) 

Wäre  dagegen  Lim  Bn  von  Null  verschieden ,  so  würde  man  Lim  Ru 
nicht  weglassen  9  also  die  Gleichung  (10)  nicht  als  eine  Folgerung  von 
no.  (9)  ansehen  dürfen.  Wir  wollen  nun  die  sich  nuthig  machende  Un- 
tersuchung über  den  Gränzwerth  von  Rn  an  den  Beispielen  in  (4),  (5), 
(6),  (7)  und  (8)  ausführen. 

§.  37. 

Die  unendlichen  Reihen  für  Potenz,  Logarithmus,   ExponenziaU 
grosse,  Cosinus  und  Sinus. 

Wenn  wir  die  Frage  entscheiden  wollen «  in  welchen  Fällen  der 
Ausdruck  Rn  sich  der  Null  als  Gränziverth  nähert,  so  wird  es  bei  den 
mannichfachen  Formen,  die  jene  Grosse  für  verschiedene  Funktionen 
F(a:)  haben  kann,  nöthig  sein«  sich  nach  einem  ganz  allgemeinen  Cri- 
terium  umzusehen,  woraus  man  erkenneA  kann ,  ob  eine  beliebige  Funk- 
tion f(n)  von  n  für  unausgesetzt  wachsende  Werthe  von  n  auf  jeden 
beliebigen  Grad  der  Kleinheit  herabsinkt  oder  nicht«  Ein  solches 
Kennzeichen  besteht  nun  in  folgendem  Satze: 

Wenn  der  Quotient  '\.,.  ^  von    einer    gewissen  Stelle  an 

A«) 

kleiner  als  die  Einheit  wird  und  es  auch  immer  bleibt  wie 
gross  man  n  annehmen  möge  /  wenn  also  selbst 

ist,  wobei  es  blos  aiif  den  absoluten  Werth  ankommt,  so 
nimmt  dte  Funktion  f{n)  selbst  unausgesetzt  bis  zur  Gränze 
Null  ab,  ht  also 

Lim/(ii)  ==  0. 

Nennen  wir  a  den  Gränzwerth  von  LS^Jl-l^  wo  also    «  <  1  ist,  und 

nehmen  wir  zwischen  1  und  u  eine  Zahl  ß  an  (ß^a  aber  J^<1)»  so 
rauss  sich  immer  ein  Werth  p  von  n  finden  lassen,  von  welchem  ab 

der  Quotient  ^^  /\  ^  <  ß  ist«    Denn  wählt  man  p  ziemlich  gross,  so 

tw 

kann  "^yr^  nicht  viel  von  nt  verschieden  sein ,  man  kann  diesen  Quo* 
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tienteo  etwa  szajhö  setzen »  wo  S  nur  wenig  beträgt  und  noch  über- 
diess  abnimmt^  wenn/9  wächst,  wird  also  auch  S  so  klein  machen  kön- 
nen 9  dass  selbst  a  -f-  'd  <  j3  ist.  Wir  haben  dann  folgende  UiJgtei- 
cfanngen : 

f(p)  ^  '^ 

f(p+q-l)  ^  ^' 
deren  Anzahl  q  beträgt.    Durch  ihre  Multiplikation  ergiebt  sich 

f(p)      '^' 

und  wenn  man  p-{-g^zn  also  q:=zn — p  setzt 

f(n)  <  f(p)ß^. 

Da  nun  /?<1  war,  so  können  wir  ß  =  f— -  setzen,  wo  y  irgend  eine 

positive  GrSsse  ist  und  erhalten 

f(n)  <  ÖEL— .  (l) 

Nach  dem  Binomialtheoreme  für  ganze  positive  Exponenten  ist  be- 
kanntiich 

(l+y)«  =  1+ «  y  +  »i^iZ±)  y»  +  ...  +  y», 

woraus,  weil  alle  Reihenglieder  positiir  sind, 

(l+y)«>l  +  i»y 
oder 

1      V      1 

folgt.    Man  kann  daher  die  Ungleichnng  (1)  in  die  stSrkere 

umsetzen.    L&ssen  wir  hier  n  unausgesetzt  wachsen  ohne  p  zu  Xadem, 
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HO  kann  n — p,  ebeoso  (n— p)y«  und  folglich  aveh  der  gaoae  NeriticT 
grSosor  als  jede  angebbare  Zahl  werden  und  mithin  der  QaotUmt  der 
Null  80  nahe  komm^i  als  man  will.  Daraas  ergiebt  sich  dum,  dass 
auch  f(n)  auf  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  herabgebracht  wer- 
den kann.  —  Der  Satz  besteht  übrigens  nicht  mehr,  sobald  a=rl 
oder  gar  >1  ist;  im  ersten  Falle  kann  f(n)  ebensowohl  ab-  wie  m- 
nehmen*)  und  im  zweiten  wächst  f(n)  mit  it  gleichzeitig  fiber  alle 
GrSnze  hinaus «  wie  sich  leicht  durch  eine  der  obigen  ganz  analc^  Be- 
trachtung zrigen  Hesse. 

Wir  gehen  nun  zu  den  Anwendungen  unseres  Theoremes. 
I.    In  der  Formel  (4)  des  vorigen  Paragraphen  ist 

* l.2.3...(n-.l)  "^  VT+Ä^y       (l+lorr-i     (2) 

und  hier  brauchen  wir  auf  den  letzten  Faktor  keine  Rucksicht  zu  neh- 
men ,  weil  er  von  n  gar  nicht  abhängt.  Der  erste  Faktor  annullirt  sich 
unmittelbar,  sobald  jü  gleich  einer  von  den  Zahlen  0,1,2,... 
(n — 1)  ist,  aber  in  diesem  Falle  erhalten  wir  nichts  Neues,  wir  kom- 
men nämlich  auf  das  Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten 
zurfick.    Setzen  wir  nun  für  nicht  ganze  und  positive  f» 

1.2. ..  (n — 1) 
also 


80  folgt 

und  mithin 


1.2.. .(n  —  1)« 

fW  n  \n         J 

Lim  (^^  =  ^x. 


Soll  nun  der  absolute  Werth  von  — jp  unter  der  Einheit  liegen,  so 
muss  diess  mit  a:  selbst  der  Fall  oder  l>a:>— ^1  sein.  Hierin  haben 
vrir  die  Bedingung  ffir  die  unausgesetzte  Annäherung  des  ersten  Fak- 


*)    So  habe«  z.  B.  JL  nml  n*  beide  die  Eigenschaft,  da«  Liiii^^^=l 


^   um  #•      u«7iuc    uic   ciii^uarimA»,   «.«i   """     ^(^) 
MM«, 


iit;  f(n)  =  ~  bildel  aber  eine  abnehmende  und  f(n)=^n^  eine  xonebniende 
Fnaktion. 
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tor«  in  (2)  ao  die  Null ,  uod  es  fragt  sich  our  ooch,  ob  für  ein  solches 
X  der  »weite  Faktor  nicht  etwa  unbegräozt  zuDimmt,  so  dass  Limi4 
sich  unter  die  vieldeutige  Form  0  .oo  stellte.  Da  nun  aber  X  eine  po- 
sitive Grösse  zwischen  0  und  1  ist^  so  haben  wir  bM  positiven  x  ganz 
sicher  1+Iar>l — A;  bei  negativen  x^  wo  1 — laß  an  die  Stelle  von 
l-fio;  käme,  istXar<i  (wegen  x<,\)i  mithin  1  — iLr  >  1  —  A,  in  je- 
dem Falle  also  ist  ..  ~  ein  achter  Bruch  oder  wenigstens  nicht  grSs- 
ser  als  die  Einheit  und  folglich  übersteigt  auch  der  zweite  Faktor: 


(l+O 


die  Einheit  nicht.    Wir  haben  daher   für  1  >  or  >  —  1  dem  absoluten 
Werthe  nach 

und  folglich  Limübi  =  0.    Benutzen  wir  diess  für  die  Gleichung  (4)  in 
§.  36*^  so  ergiebt  sich 

1  >  ar  >  - 1  ) 

Da  hier  ^  ganz  beliebig  ist,  so  führt  diese  GIdchung  den  Namen: 
allgemeines  Binomialtheorem.    Ein  paar  andere  Formen  sind 

(l+:r)^=  l-f  a.  +  iiij!±l>a:«  -  «^|^^J-±^  ^^  +  ... 
1  >  a:>  -1, 
und  wenn  man  auch  x  oegativ  macht, 

(1-.)-^  =  1  +  f  .  +  fi^^.+  !iOi+«^  .3  +      \  ^ 
Nimmt  man  hier 

2 


WO  nun  t  jede  beliebige  positive  firOsse  bedeuten  kann,  so  ergiebt  sich 
noch  die  oft  brauchbare  Form 

%  ^  0. 
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II.    In  Formel  (5)  des  vorigen  Paragraidien  ist 


*  =  -(,^) 


1  +  Xx   '  (^^ 


wobei  wir  wieder  auf  den  letzten  Faktor  l^eine  Rücksiclit  zu  nehmeo 
brauchen  9  weil  er  seinem  absoluten  Werthe  nach  von  n  nicht  abhängt. 
Man  übersieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  der  ganze  Ausdruck  sich  der 
Gränze  Null  nähert,  sobald 

l>a:>-l 

ist.  In  diesem  Falle  nämlich  übersteigt,  wie  wir  bereits  gesehen  haben, 
der  zweite  Faktor  in  Rni 


die  Einheit  nicht  und  folglich  ist  den  absoluten  Werthen  nach 

Da  nun  bei  acht  gebrochenen  x,   der   Gränzwerth  von  a^  die  Null, 

M  ny    dagegen  immer  eine  endliche  Grosse  ist,  so  folgt  hieraus  zusammen 

Lim/?«==0  für  I  >  ar  >  —  1. 

Diese  Eigenschaft  findet  übrigens  auch  noch  fär  x=  +  i  statt,  denn  es 
geht  dann  Rn  seinem  absoluten  Werthe  nach  in 

\i+kj       i  +  X 

fiber  und  da  wir  wissen,  dass  l  zwischen  0  and  + 1  liegt,  so  istjetst 
der  erste  Faktor  hierron  «in  fiehter  Bruch,  mithin 


^-^(t+iT'=^ 


und  also  wieder  Lim  i2U=0.  Das  Nämliche  würde  man  auch  finden, 
wenn  man  sich  der  zweit^  aas  no.  (12)  in  §.  35.  entspringenden  Form 
für  Jßu  bedienen  wollte.  Nach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich  nun 
aoB  Foiinel  (5)  in  §.  36: 
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also  z.  B.  (iSr  ;r=l 


Für 


1  >  ar>-l. 


*^  =  »-2-4-1  + 


negative  ar  ist  nach  no.  (7)  wegen  — /(l — ar)  =  '(137=- } 

1  >  ar  ^  —1. 

Mit  Hülfe  der  Substitution 

1 
1  +  2 

ergiebt  sich  hieraus  fär  jedes  positive  % 


z>  0. 


Nimmt  man  die  halbe  Summe  der  Gleichangen  (7)  und  (8),  so  wird 

1  >  a:>  -1 

und  für 


(10) 


1+^-,,    alsoar  =  ^=* 


—  X  2  +  1 

WO  nun  %  jede  positive  Grösse  bedeuten  kann 

•J  '*=  T(Sf)+KST)'+K*TTy  +  •      j  Ol) 
«  >  0.  ) 

Zur  numerischen  Berechnung  der  Logarithmen  ist  es  am  bequem- 
sten, solche  Reihen  zu  haben,  deren  Glieder  rasch  abnehmen,  so  dass 
schon  wenige  Glieder  eine  hinreichende  Anniherung  geben.  Man  er- 
hält dergl.  Reihen  auf  folgende  Weise.     Iii  Formel  (7)  sei  ar  =  - 


i9d 

und  o  <  6,  80  wird  ia  +  x)  =  1(1+^)  =  '(^)  =  '(«  +  *)  " 
ia,  folglich 

,(.  +  »,  =  ^ +  >!-■  (!)'+■  (t)'-...    a-, 

und  diese  Formel  kann  zur  Berechnung  von  l(a  +  b)  dienen ,  sobald  la 
schon  bekannt  ist.  —  Setzt  man  femer  in  no.  (8)  ^=-h,  wo  »eine 
ganze  positive  Zahl  ist,  so  folgt 

=  2/p-U(p-l)  +  l(p  +  l)), 
woraus  man  durch  Transposition  und  Division  mit  2  leicht  erhilt    ' 

Nun  braucht  man  aber  blos  die  Logarithmen  der  Primzahlen  unmittel- 
bar zu  berechnen;  nimmt  man  für  p  eine  solche,  so  sind  p  —  1  und 
p+l  zusammengesetzte  Zahlen,  folglich  ihre  Logarithmen  aus  der 
Berechnung  der  früheren  Primzahlen  schon  bekannt.  Diess  setzt  in- 
dessen voraus,  dass  man  den  Logarithmus  der  2  wenigstens  schon 
kenne,  doch  lässt  sich  auch  dieser  durch  einen  kleinen  Kunstgriff  aus 
der  Formel  (13)  selbst  finden.    Für  jp=2  und  p=3  erhält  man  nämlich 

»_/2  +  M,    1,1.1       , 

2      ^2. 3« "^4. 34^6. 3«  ^  '  ■• 

Es  ist  aber  li  =  Wt,  folglich  wenn  man  mit  P  uud  Q  die  Summen 
der  nach  Potenzen  von  ~    und    ^  fortgehenden  Reihen  bezeichnet 

/2  =  iß  +  />,a  =  |ß  +  e. 

Sieht  man  hier  /2  und  ß  als  2wei  Uubekaunte  an  und  elimiDirt  diesel- 
ben algebraisch^  so  wird  . 

12  =  4P+2Q  ,  a  =  6P+AQ 

14 
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wodurch  12  und  ß  ihre  Bestimmung  gefunden  haben.  Hat  man  auf 
diese  Weise  eine  Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  berechnet»  so  kann 
man  daraus  leicht  eine  der  künstlichen  Logarithmen  ableiten«  Heiast 
näiplich  B  die  Basis  der  letzteren  und  bezeichnen  wir  mit  log  einen 
Logarithmus  dieses  Systems,  so  ist  bekanntlich 

wo  j^  der  Modulus  des  Systemes  mit  der  Basis  B  heisst    Für  ^=10 
findet  man  nach  den  angegebenen  Regeln  IB  =  2,3025850929 
folglich  den  Modulus  ^  =  0,4342944819. 
Hl.    In  Formel  (6)  §.  3€.  ist 

1.2.3...n 

Da  nun  e^^^  für  jedes  bestimmte  k  und  a^  eine  endliche  Grosse  bleibt, 
so  wird  Lim  /^n  =  0,  sobald  der  erste  Faktor 

^^""^  -  i.ä.s...« 

die  Null  zum  Gränzwerthe  hat.    Es  ist  aber 

Lim  %ti>  =  Lim  ^  =  0 
f(n)  n 

für  jedes  beliebige  k  und  Wy  und  da  0<1,  so  ist  immer  Lim  f(n)s^ 
0  und  Lim  /{n  =  0.    Wir  erhalten  daher  ohne  weitere  Determination 

""    ~  ^+  1  +t:j+l2.3+-  ^^^^ 

Für  kx  '=^\  ergiebt  sieh  hieraus 

1        1    ^        ' 

«  =  1  +  7  +  ^  + 


1  ■  1.2 '  1.2.3  '    ;• 

nnd  mittelst  dieser  Reihe  ist  es  sebr  leicht,  den  Werth  von  e,  den 
wir  in  der  Einleitong  als  den  Gränzwerth  von 

(1+1)«- 
m 

für  unendlich  wachsende  m  kennenlernten,  niinieriseh  zb berecbnen*. — 
Nehmen  wir  in  (14)  k=zla  und  berücksichtigen»  ^Asa 
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ist  9  so  wird  noch 

•»    ,   xla  .  {xlcL)^  ,  (xla)^    . 

«'=^i  +  -r+-rr+r:o  + 

IV.    Id  den  Fonneln  (7)  und  (8)  der  vorigen  Paragraphen  ist  erst 
«     ^  =  1.2.3...«  *^"*  ^"2  +  *^^ 


und  dann 


*-  =  T:f5br^™^"l  +  ^>- 


Da  aber  Cosinus  und  Sinus  Grossen  sind,  Kelche  die  Gränzen  +  1 
und  —  1  nicht  übersteigen  können^  was  auch  der  Bogen  für  einen  Werth 
faab«n  mc^e,  so  erhellt,  dass  in  jedem  Falle  Lim  Rn  =  0  wird,  so- 
bald 

Lhn   I   ^.  ^ =  0 

ist.  Nach  dem,  was  wir  in  no«  III.  gefunden  haben,  muss  diess  aber 
für  jedes  beliebige  x  der  Fall  sein,  und  daher  ergeben  steh  jetzt  die 
beiden  beoierkenswerthen  Fonneln 

co«a:  =  I  -  j^  +  --^_j^  +  ....       (16) 

X  x^  x^ 

sin^  =  ____.+  ___^__  -  ..,.        (17) 

gültig  für  jedes  x.  Es  versteht  sich  beim  blosen  Anblicke  dieser 
Gleichungen  von  selbst,  dass  man  hier  coso;  und  sinor  In  dem  näm- 
lichen Maasse  ausgedrückt  erhält,  in  welchem  x  angegeben  ist.  Will 
man  daher«  wie  gewuhnlich,  die  goniometrlschen  Funktionen  m  Thel- 
len  des  Halbmessers  ausdrücken  y  so  mnss  man  auch  x  in  solchen  an- 
geiben,  was,  wenn  der  Bogen  ursprünglich  in  Graden  bestimmt  ist,  leicht 
mitteist  der  Ludolph'schen  Zahl  geschehen  kann ,  welche  dem  Bogen 
von  180^  entspricht.  Es  giebt  dann  zu  jeder  beliebigen  absoluten  Zahl 
einen  Cosinus,  Sinus  und  ebenso  alle  übrigen  goniometrischen  Funk- 
tionen. 

Aus  diesen  Betrachttmgen  ist  ersichtlich ,  da'ss  die  Bedingungen, 
unter  welchen  sich  die  Grosse  Rn  der  Null  nnbegränzt  nähert,  ledig- 
lich von  der  Form  der  Funktion  F{x)  abhängen,  indem  sie  sich  für 
Spezialisirangen  denieHien  Verschieden  gestalten;  hierdurch    entsteht 

14* 


193 

für  die  Anwendung  des  so  fruchtbaren  Theoremes  von  Mac  Lanrin 
eine  nicht  geringe  Unbequemlichkeit,  in  so  fem  wir , genotfaigt  ami, 
bei  jeder  neuen  uns  yorkommenden  Funktion  F(a:)  die  Unterignichnng 
€ber  Lim  Rn  auch  wieder  von  Neuem  vorzunehmeD.  Es  wäre  daher 
in  hohem  Grade  wünschenswerth ,  ein  ganz  allgemeines  Kennzeichen 
zu  haben,  mit  Hülfe  dessen  man  der  Funktion  F(x)  gleich  im  voraus 
ansehen  könnte,  unter  weichen  Bedingungen  das  aus  ihr  hergeleitete 
Rn  sich  der  Null  als  Gränze  nähert  oder  nicht.  Man  kann  die  Sache  aber 
auch  noch  unter  einem  anderen  und  sogar  bequemeren  Gesichtspunkte 
betrachten.    So  wie  nämlich  zwischen  F(a:)  und  der  Reihe 

F(0)  +  ^^(0)4-^^^/(0)  +  ....  in  inf. 

nur  dann  eine  Identität  statt  findet,  wenn  Lim  /2n  =  0  ist,  so  kann 
man  auch  umgekehrt  behaupten,  dass  wenn  jene  Identität  vorhanden 
ist,  auch  Rn=0  sein  müsse.  Denn  gesetzt,  man  hätte  auf  einem  von 
dem  bisherigen  ganz  verschiedenen  Wege  gefunden 

F(a:)  =  F(0)  +  jF'(0)  +  ^2jr(0)  +  ....ininf.        (1«^ 

und  die  Bedingungen  kennen  gelernt,  unter  welchen  diese  Gleichung 
besteht,  so  würde  man  dieses  Resultat  mit  dem  Mac  Laarin'schen 
Satze  zusammenhalten  können,  nach  welchem 

F(a:)  -  LimÄn  =,F(0)  +  JF'(0)  +  ^^  ^''(^  +  -  ^  i»^- 

sein  muss;  hieraus  ergiebt  sich  dann 

F(a:)  =  F{x)  -  Lim  Ä,, 

mithin  Limjßn  =  0.  Es  wäre  also  die  Frage  zu  beantworten,  unter 
welchen  Umständen  besteht  die  Gleichung  (18)? 

Um  aber  die  Allgemeinheit  so  hoch  als  möglich  zu  treiben,  ist 
uns  noch  dn  Schritt  nothig.  Wir  haben  uns  früher  nicht  darauf  be- 
schränkt, die  Variablen  in  den  Funktionen  als  blos  reell  anzusehen, 
sondern  auch  imaginäre  Werthe  derselben  zugelassen,  wir  mfissen  da- 
her auch  die  jetzige  Untersuchung  so  allgemein  halten ,  dass  sie  den 
Fall  imaginärer  Veränderlichen  in  skc\k  schliesst.  Zu  diesem  Zwecke 
denken  wir  uns  x  unter  der  Form  m  + 1;  V  — 1  stehend,  wo  natürlich 
auch  u  oder  v ,  die  als  reell  vorausgesetzt  werden,  der  Null  gleich  sein 
darf.     BertLcksichtigt  m^   noch,  dass  eine  zweitheilige  Grösse  von 
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der  Fonn  te  +  vV— 1  stets  auf  das  Schema  q  (cost  +  V^ — Isinr)  ge- 
bracht werden  kanii*)>  so  spricht  sich  das  Thema  der  jetzt  nSthigen 
Uotersuchung  in  folgender  Frage  aus: 

Welche  Eigenschaften  müssen  der  Funktion  F(x)  zukommen 
und  welchen  Bedingungen  muss  a:  unterworfen  sein,  wenn 
die  Gleichung: 

Fix)  =  F(0)  +  ?F'(0)  +  ^  F''(0)  +  ...  in  inf.  (19) 

worin  x  unter  der  Form  q  (cos  t  +  ST — 1  sin  t)  vorausgesetzt 
wird,  gelten  soll? 

§38. 

Beziehungen  zwischen  einer  Funktion  und  ihrem  ersten  Differeu" 
üalquotienten  bei  imaginären  Variahhn. 

Da  die  Gleichuttg  no.  (19),  ganz  im  Allgemeinen  betrachtet,  eine 
Beziehung  zwischen  einer  Funktion  und  ihren  successiven  DiiFerenziai- 
ipiotienten  enthält ,  so ,  wird  es  vor  Allem  darauf  ankommen ,  z\t  ent- 
scheiden ,  in  wie  fem  sich  die  Relationen,  welche  wir  bei  reellen  Varia- 
blen zwischen  einer  Funktion  und  ihren  Differenzialquotienten  statt  fin- 
den sahen,  äüf  imaginäre  Veränderlidie  ausdehnen  lasse».  Wenden 
wir  uns  daher  zunächst  an  die  einfachste  dieser  Relationen  nämlich 

F{b)  -  F(a) 
=  Lim8[P(a)+P(a  +  S)+P(a+2d)+...  +  r(a+iT^S)\    (1) 
worio 


♦)    Aas  tt+«V — 1  =  (»(cosr-f  V  — 1  siii  t)   folgt  nämlich  ^cosr  =  «  , 
nnx  =  V  9  mithin 

(ßC08r)*  +  (pginr)*  =  tt*+i;*  oder  q  =  V  «*+<;* 

=  —  oder  twiT  =  — , 

Q  cusr      u  u 

womit  Q  (der  sogen.  Modulus)  und  t  (das  Argument)  besfoimt  sind. 
Für  reelle  u  und  v,  die  in  jener  Form  immer  veraasgesetzt  werden,  fallen 
auch  ^  und  t  vatmet  reell  aus. 
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ist  und  dit  Funktion  Fia:)  und  ebenso  F'  (x)  als  stetig  und  endlich  von 
a^z^a  bis  a^^=^b  vorausgesetzt  werden,  damit  keine  der  Grössen 

F{h)  ,  F{a)  ,  F'{a)  ,  F' {a^S)  ,  ...  F'^a+^TTia) 

zweideutig  oder  unendlich  ausfalle. 

Substituiren  wir  jetzt  für  F(a;)  eine  andere  Funktion ,  welche  die 
imaginäre  Grösse  V^ — •!  =  i  enthalt,  nehmen  also  etwa 

F{x)  z=z  /"[r  (cos  X  +  V"~i sin  x)  ]  =  /'(r€*0 ,  (2) 

so  ist  die  Operation   des  Differenzirens  ganz  gleichHirmig  ausfuhrbar, 
wie  schon  in  der  ersten  Abtheilung  gezeigt  wurde.    Für 

ygxt  :::^  j 
ist  nämlich 

dx  dx  dz      dx 

d.  i. 

F'{x)  =  rie^ifire^). 

Sollte  nun  die  Gleichung  (1)  auch  jetzt  noch  gelten,  so  müs^te  nach 
Substitution  der  Werthe  von  F(x)  und  F'(s): 

f(r^i)  _  f(reai) 

...  +  e(«+«^^f /'(rß(«+«^^)0)  (4) 

sein.     In    wie    weit    diess    richtig    ist,    ergiebt    sich    durch  folgende 
einfache  Betrachtung. 

Man  denke  sich  die  Funktion  f(re'^)  dergestalt  zerlegt,  dass 

/•(re^O  =  (p(r,x)  +  iXr,a:)  (5> 

ist,  wo    g>(r,x)   und  i/^(r,a:)  ein  paar  reelle  Funktionen  von  x  sind; 
man  hat  dann  durch  Differenziation  nach  x 

rie^^f'(re^i)  =  (p' (r,x)  +  tV(r,ar). 
Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  a  ,  a  +  6  ,  a  +  2(^  ,  ...  a  +  n — 18  för 
X,  addirt  sämmtliche  so  entstehende  Gleichungen  und  multiplizirt  diese 
Summe  mit  6,  so  folgt 

. . .   -f.   ß  (a+^=ia)  i  fi  (i-e  (a-hÄ=i^)i)  ) 

=3:öt9'(»-»a)+g>'(»-,«  +  ^)  +  9'(»'*«+2^  +  --.  +  9'(»-,a+»^l^} 
+  i.^{i/;'(r,a)  +  t(;'(r,a  +  d)  +  i/;'(r,a +2d)  +  ... +^'(r,a+7?:ria)}. 
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Ist  Dun  der  Werth  von  r  80  gewählt  *),  dass  keine  der  Funktionen  auf 
der  rechten  Seite  unstetig  oder  unendlich  wird,  dass  also  auch  ^i{r,») 


*)  Man  könnte  fär  den  ersten  Augenblick  glauben,  dass  auf  den  Werth 
▼on  r  nichts  ankomme,  weil  er  bei  der  Differenziation  nach  X  als  Constante 
fignrirte ;  man  darf  aber  nicht  yergessen ,  dass  eine  Fnnlction  von  einer  Vari-» 
ablen  X  und  einer  unbestimmten  oder  willkührlichen  Constanten  r  im  Grunde 
eine  Funktion  zweier  Variablen  r  und  X^  und  die  Differenziation  nach  X  eihe 
partielle  ist;  es  kann  daher  anch  zusammengehörige  Paare  Ton  Wcrthen  für 
r  und  X  geben,  für  welche  diese  Funktion  unstetig  oder  nneodlich  wird.  Elii 
Beispiel  zum  obigen  Satze  wird  dies«  erläntem.  Sei  nämlich  /(s)  =Arctans, 
so  wird 

mithin 

riesifUresti  —       r/(rosar+/smar)      _      f/(cosar-h/sinar) 
,  ^   ^      -^        l+{r(cosar+/sinar)|«~"l+r«cosar+lr»sin2ar 

ond  wenn  man  Zähler  wie  Nenner  mit  1  -f  r*  cos  2ar  —  ir*  sin  2X  multiplizirt, 
nach  leichter  Reduktion 

__     r(l^r^)«lng  -       r(l-fr*)cosj: 

■   *  1 


l+Str^cogaar+r**    ^     1 +  2r«cosai?  + r* 
also 

if      ^_     r(l— r*)sinar 
^  ^'■'^^- l+2r«cos2ar+r*- 

In  ier  obigen  Formel  darohläuft  nun  X  das  Intervall  JP  =  a  bis  :r=d,  indem 
et  aacli  and  nadh  aUe  Zwischenstufen  a^B  ,  tf-|-2^  etc.  ersteigt;  wäre  also 

z.  B.  «<—  und  ^  S  •?,  so  käme  auch  der  Werth  4r=  —  mit  vor,  indem  eine 
jener  Zwischenstufen  etwa  a-\-kd  =  -^  wurde.    In  diesem  Falle  Jst  dann 

Man  Abersieht  hier  auf  der  Stelle  die  Determination,   welche   für  r  eintreten 
muss;  es  darf  nämlich  r  nicht  =1  sein. 

Ebenso  leicht  findet  man  umgekehrt  für  r  =  1 

rie*if*ire'i\  =  / -^ 
^      ^  cosor 

aiae  ^^'(1  ,  dr)   =:  ,  woraus   iolirt,   dass  das   Intervall  a  bis   ^  nicht 

cosar 

d^n  Werth—  einschliessen  darf»  weil  sonst  v'(l>^)  unstetig  wurde. 
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und  t/;(r,^)  selbst  stetig  uud  endlieh  von  a?=a  bis  x=Hk  bleiben,  so 
erhalten  wir  als  Gränzwerth  der  rechten  Seite  für  unendlich  abneh- 
mende d  i 

=  <p(r,b)  +  iXr,6)  —  {g)(r,a)  +  iXr,a)lJ> 
d.  i.  nach  no.  (5) 

und  kommen  hiermit  wirklich  auf  die  vorhin  blos  hypothetisch  aufge- 
stellte Gleichung  (4)  zurück. 

Um  die  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  kurz  aussprechen  zu  kön- 
nen^ wollen  wir  noch  als  Definition  festsetzen,  dass  unter  Stetigkeit 
und  Endlichkeit  einer  Funktion  mit.  imaginärer  Variablen  die  Stetigkeit 
und  Endlichkeit  der  beiden  reellen  Funktionen  verstanden  werden  soll, 
in  welche  man  sich  jene  nach  dem  Schema  (5)  zerlegt  denken  kann. 
Die  Bedingung,  dass  die  vier  Funktionen  q>(r,ai)  ,  ^(r,x) ,  g)'(r,ap), 
if^'iryj!)  endlich  und  stetig  bleiben  sollen,  reduzirt  sich  nach  diesem 
Sprachgebrauche  darauf,  dass  f(re^  und  e^y  (re*0  endlich  und  stetig 
sein  müssen  oder,  weil  e^=co8x  -f  tsin^  schon  an  sich  stetig  und 
endlich  ist,  auf  die  Bedingung  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  flre*^ 
und  f  (re*0«  Schreiben  wir  endlich  noch  der  später  nöthig  werdenden 
Bezeichnungen  wegen  t  für  x,  so  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen : 

.  Wählt  man  die  Grösse  r  so,  dass  die  Funktionen  f{z)  und 
f  (2)  endlich  und  stetig  bleiben,  sobald  man  z=zr€^  und  t 
willkührlich  innerhalb  des  Intervalles  t=a  bis  t=b  nimmt, 
so  gilt  för 


n 


die  folgenhe  Relation : 
1 


Lim  d  { e^f  (rc«)  +  e(«+^'/'  (rc(«+<^0  +  c(«f  a^)^/'  (rcC«^«^)«) + ... 

....  +  c(«+«^^«7'  (rc(*f  n^^)«) ) ,  (6) 

worin  sich    das  Zeichen  Lim  auf  das  unbegränzte  Wachsen 
der  ganzen  positiven  Zahl  n  bezieht. 

Es  liegt  hier  der  Gedanke  nicht   fem,   a  und  6  so  zu  wählen, 
dass  die  beiden  Grossen 

««*  =  cos  a  +  i  sin  a 
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und 

c*«' = cos  6  +  t  sin  6 

einander  gleich  werden  ,%^odarch  sieh  die  linke  Seite  unsrer  in  (6)  ver- 
zeichneten Gleichung  auf  Null  reduziren  würde ;  es  ist  aber  nichts 
leichter  als  dies6>  man  braucht  nämlich  blos  a=0  und  6=29r  zu  set- 

2« 
zen.    Ausserdem  wird  dann  noch  6==: — ,  wobei  wir  zur  Abkürzung 

n   ■  n 

setzen  wollen.  Berücksichtigen  wir  endlich ,  dass  cos  t  +  i  sin  t  von 
<= — OD  bis  ^=-f  00  keine  anderen  Werthe  annimmt  als  solche,  die  es 
von  t=0  bis  f=29r  bekommt,  so  ergiebt  sich  noch  das  Theorem: 

Wählt  man  die  Grosse  r  so,  dass  die  Funktionen /(z)  und /'(z) 
endlich  und  stetig  bleiben ,  wenn  man  für  ganz  beliebige  t  die 
Variable  z=:re*^  setzt,  so  gilt  die  Gleichung 

n  *   ^ 

Dass  die  Gültigkeit  dieser  Formel  sogleich  ein  Ende  hat,  wenn 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  oder  ein  Unendlichwerden  von  f(z) 
adei  f'(z)  (är  z  =  re'^  vorkommt,  sieht  man  sehr  leicht  an  einzelnen 
Beispielen.  Bemerkenswerth  in  dieser  Beziehung  ist  die  Annahme 
f(z)z=zb.    Vermöge  der  Fonnel 

/(«+jS£)  =  l/(a«+/S«)  +  iArctan^ 
ergiebt  sich  dann 

/(re«)  =  l(r  cos  t+ irsin  0  =il(r^  +  »  Arctan  (tan  t). 

Nach  unserem  Sprachgebrauche  heisst  nun  Stetigkeit  und  End- 
lichkeit von  l(r^^  nichts  Anderes  als  Stetigkeit  nnd  Endlichkeit  von 
i/(r*)  und  Arctan  (tan  f).     Nun   ist  ^(f)  stetig  und  endlich  fSr  jedes 

von  0  verschiedene  r,  also  muss  erstlich  r^  0  sein.    Lassen  wir   aber 

in  Arctan  (tanf)  die  Variable  t  das  Intervall  t=0  bis  tz=:27c  durchlau- 

fen ,  so  tritt  schon  an  der  Stelle  i  =  o  ^'^^^  Unterbrechung  der  Conti- 

nuität  ein.  Es  ist  nämlich,  wenn  d  eine  bis  zur  Gränze  Null  abneh- 
mende positive  Grösse  bezeichnet: 
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Lim  Arctan  [taD(2 — ^)]=ÄrctaD[+X)]  =  + ^, 

Lim  Arctan  [tan (s- +  ^]  =  Arctan p-x]=—s-« 

An   der  Stelle  ^=  o  springt    also  die    Funktion    u  =  Arctan  (tan  t) 

von  M=+2  nach  u=z^;^  über.  Die  Gleichung  (8)  gilt  daher  nicht  für 
f(z)z=zlz^  und  in  der  That  ist  dann  f'(z)=-',  mithin  für  ein  ganzes  po- 
sitives m 

folglich  jener  Gränzwerth  nicht  =0,  sondern  =— • 

Es  ist  nun  auch  sehr  leicht  >  den  Gr&nzwerth  von 

Ar)  +/Xr^)+f(r^^)  + ....  +f(r^^')  ^p^^^^^  ^^^ 

auszumitteln,  wobei  F{r,n)  zur  Abkürzung  gebraucht  wird.  Es  wird 
nämlich 

dr       -^  n 

mithin  wenn  S  ein  kleines  Inkrement  von  r  bezeichnet: 

ö 

~  n  +  ^' 

wo  e  eine  mit  d  gleichzeitig  bis  zur  Null  abnehmende  Grosse  bedeutet 
Gehen  wir  in  dieser  Gleichung  zur  Gränze  für  unausgesetzt  wachsende 
n  über,  so  ist  wegen  no.  (8),  wenn  wir  Lim  F(r,»)  kurz  mit  F(r) 
bezeichnen , 

F(r  +  S)-F(r)     ^ 

s =' 

und  weqp  wir  noch  die  Gränze  für  unendlich  abnehmende  S  nehmen 

F'(r)=0 
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für  jedes  beliebige  r.  Hieraus  folgt  sogleich ,  dass  Fif)  selbst  oder 
\AmF{T yfi)  TOD  r  unabhängig >  d.  i.  eineConstaDte,  sein  müsse.  Diess 
giebt  den  Satz:  ^ 

Wählt  man  die  Grosse  r  so,  dass  die  Funktionen /"(z)  und /* (2) 
endlich  und  stetig  bleiben ,  wenn  man  für  ganz  beliebige  t  die 
Variable  zz=zre*i  setzt,  so  gilt  die  Gleichung: 

Da  der  vorliegende  analytische  Ausdruck  aus  f{i)  dadurch  gebil- 
det wird,  dass  man  für  z  der  Reihe  nach  r  yvd'  ^  rd^  ,  ...  r^-^  setzt, 
von  den  so  entstandenen  Werthen  der  Funktion  das  arithmetische  Mit- 
tel und  von  diesem  die  Gränze  für  unendlich  wachsende  n  nimmt,  so 
durfte  es  nicht  unpassend  sein,  das  Endresultat  der  genannten  drei 
Operationen  die  Mittelgränze  von  f(z)  für  r  als  Modulus  zu 
nennen  und  in  folgender  Weise  zu  bezeichnen: 

uJ^^^+rm^f^^J>  +  -+f(^^'^  =  Mrmi      (11) 

Bevor  wir  weiteren  Cntersuchungen  über  diese  jeder  Funktion  zugeho« 
rige  Constante  Raum  geben ,  wollen  wir  erst  einige  Beispiele  fQr  die 
Bestimmung  derselben  betrachten  und  zwar  solche,  die  uns  beim  spä- 
teren Verlaufe  der  Dntersachung  selbst  wieder  von  Nutzen  sein  werden« 


§.  39. 
Bestimmung  der  Mittelgränzen  einiger  Funktionen» 

1.  Bleiben  die  Funktionen  /(j;)  und  f  (x)  endlich  und  stetig  vtm 
2  =  r©  (cos t-\- isin t)  bis  2=ri  (cos t  +  isin t),  wobei  immer  t  völlig  will- 
kührlich  gelassen  wird  und  Vq,  r^  zwei  verschiedene  Werthe  des  Modulus 
r  bezeichnen,  so  hat  die  Mittelgränze  vermöge  ihrer  Unabhängigkeit 
von  r  för  alle  r  zwischen  Tq  und  r^  den  nämlichen  Werth ; .  glückt  es 
also,  sie  für  r=ro  oder  r:=:zri  zu  bestimmen,  was  in  speziellen  Fällen 
sehr  leicht  sein  kann,  so  gilt  der  gefundene  Werth  für  alle  nicht  aus- 
serhalb des  Intervalle«  r=ro  bis  r-;:a*i  liegende  r.  Von  besonderem  Vor- 
theile  ist  diese  Bemerkung  in  dem  Falle  ro=0,  wo  also  f(z)  und  f  (z) 
stetig  und  endlich  von  x=0  h|s  2 :=iri (cos t+iBint)  bleiben;  iiian  hat 
dann  sehr  elnfiich  fftr  ra=0 
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mithin  allgemeiD  * 

Nimmt  man  z.  ß.  f{z)^z^,  so  wird 

f(r^*)  =  r^  { cos  mt  +  i  sin  mt  \ , 
f(re^i)  =  mr"»-*{cos(m  — l)f+fsin(wi  — l)f}. 

Setzt  man  m  als  positive  ganze  Zahl  voraus,  so  giebt  es  keinen  Werth 
von  r  und  t,  fSr  welchen  die  vier  Funktionen 

r*»cosm<,  r^sinm^,  r^^-^cosCm  — 1)^,  r*»— *sin(iii — 1)* 

unstetig  oder  unendlich  würden ;  es  ist  demnach  zufolge  der  CrleichuDg(l) 

]Ur{z^]=zO.  (2) 

Diess  lässt  sich  auch  aus  der  Definition  von  Mr{i^]  nachweisen.   Man 
hat  nämlich 

=:Lim-{r«  +  (r9)~+ (r^«+....+(rd»-i)«) 

=Lim— {l+'^"•  +  ^'»+...•+^"^*^"•^ 
SteIlt  man  die  eingeklammerte  Reihe  in  der  Form 

1  + -Ö"»  +  (^)«  +  ('^)» +....  + (^)«-* 
dar,  so  findet  man  leicht  ihre  Sunune: 

Vermöge  der  Bedeutung  von  d'  ist  aber 

-ö««=e"**"n^=  cos2m;c  +  tsinSm^r, 

d^  z=z  e    n    =  cos l-tsin ; 

n  n 

nuthin 

-mm  t     *      ».    »^    1  —  cos2wMr— tsin2m« 

ilfr{^}=Lmi  — .- 2m^      .  .   ^n  (3) 

1  —  cos — tsin 

n  n 

Der  Zähler  ist  hier  zwar  =0,  aber  man  darf  daraus  nicht  schliessen 
wollen,  dass  der  Gränzwerth  ebenfalls  Null  sei;  es  ist  nämlich 
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Lim(l  — COS  — -)=:0,  Lim  sid =0 

und  folglich  stellt  sich  das  Ganze  unter  die  vieldeutige  Form 

'^*        *        00      0 

Wendet  man  dagegen  im  Zähler  und  Nenner  die  bekannten  goniometri 
sehen  Formeln 

1 — cos  2t« =2  sin  ^j  sin  2t«  =  2  sin  tc  cos  tc 
an  5  so  wird 

r"*  sin  mn   sin  mn — t*  cos  mn 


ilfr|2;»)=:Lim 


,    7ii%      ,  mn     ,       mn 

nsm —    sm tcos--- 

n  n  n 


und  unter  Berücksichtigung,  dass 


Lim  sin  — =0 ,  Lim  cos  —  =  1, 
n  n  ' 


/sIl  —   . 

Lim (n sin —^)  =  Lim  | ^    \mn=mn 

n '  I       mn      ■ 


ist,  ergiebt  sich  endlich 


iMM  .     .      r*»sinwMr  sinift9r — »cosni» 

ilfr  U*"  = = '  (4) 

*  mn  -7« 

d.  i.  ilfr{2*")=0  wie  frfihei:,  weil  sinmn=iO  ist 

n.  Sind  die  Funktionen  f(z)  und  f  (z)  stetig  und  endlich  fSr  jedes 
r>0  an  bis  ins  Unendliche  hinaus,  so  kann  man  Mr{f(z)\  oft  dadurch 
leicht  bestimmen,  dass  man  zuerst  den  Werth  von  Mr{f(z)]  in  dem 
Falle  aufsucht,  wo  r  ins  Unendliche  wächst,  was  ebenfalls  unter  Um- 
ständen sehr  leicht  ist.     So  z.  B.  für  f(z)  =  —  ist 

f(r^)  =, 1_ ^cosmi-^isinmi 

'>      '        r>"(cosm<-|-tsin?RQ  r« 

und  ähnlich 

jn i    ti.            cos(wi+l)< — tsin(m-4-l)f 
f(r^i)=^m \„^i     ^  » 

und  bei  ganzen  positiven  m  sind  beide  Funktionen  stetig  und  endlich 
füY  alle  r>0  und  sonst  beliebige  t    Ausserdem  ist 
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1  1  1/1   \2  /l    \»-l 

ilf,{i}=Lim  — |  +  ^  +  (p.)  +...+  {^)      ). 

Bestimmt  man  zuerst  ]Ur{-^]  für  r  =  QO,  so  ist,  weil  Lim  — =0  wird 
für  r=x,  Mx,{-^]=0  uod  folglich  allgemein 

MA^]=0,T>0.  (5) 

Man  kann  diess  auch  leicht  aus  der  Formel  (4)  ersehen ,  wenn  man  da- 
selbst *(—m)  an  die,  Stelle  von  m  setzt,  wodurch 

,-. ,  1  .      sin  m^r   sinwiTr  +  tcosmyr 

zum  Vorschein  kommt^  was  in  der  That  =0  ist»  wenn  nidit  r^Ol 

III.  Wäre  die  Funktion  f(z)  und  ebenso  ihr  Differenzialquotient 
endlich  und  stetig  von  r=0  bis  r=ri  und  dann  wieder  von  r=ri  bis 
r=:oo,  so  bestände  sie  gewissermassen  aus  zwei  aneinander  geschobe- 
nen stetigen  Funktionen  und  man  würde  ihre  Mittelgränze  für  alle  r 
zwischen  0  und  Vi  dadurch  bestimmen,  dass  man  r=0  nähme  und  für 
alle  r>ri  dadurch,  dass  man  r=oo  nähme.  Diese  Bestimmungen  kön- 
nen natürlich  verschieden  ausfallen  und  dann  hat  die  Funktion  zwei 
Mittelgränzen ,  von  denen  eine  für  das  Intervall  r=0  bis  r=ri  und  die 
andere  für  das  Intervall  r^=ri  bis  r=r(X>  gilt.     Z.  B.  für 

wird 

,  /v      /     rcos^ — a-f  zrsin  f 

^'^*'^'*^^^(rcose— a+trsinÖ«" 

und  wenn  wir  iim  grosserer  Allgemeinheit  willen 

a=^(c(mv  +  isinz)  (6) 

setzen,  wo  q  und  t  gegebene  Grossen  sind,  so  ist 

^,    ^.  rcosif+trsin^ 

tivß** )  •*—      ...  — ,■  ■  - 

'^      '     rcosf — ^cosr+ i(rsin/— -psinr) 

und  weBD  Zähler  wie  Nemier   mit  rcosf'— ^eosr — t(r6int— *'^siör) 
multiplizirt  wird,  so  ergiebt  «ich  nach  ^iter  UeiBCO  Reduktion 


r^-^TQ  cos  (f*-«T) ^  . rgsinC/— t) 

■"^  (r  cos  t —  Q  cos  t)* + (r  sid  if  —  9  sin  t)*  *  (reosf— ^cosT)H^(rsin^-'^siiiT)'' 
Hier  kann  nun  für  /=t  eine  Unstetigkeit  eintreten;  denn  es  wird  in 
diesem  Falle 

und  folglich  muss  r  von  ^  verschieden  sein.  Ganz  ebenso  verhält  es 
sich  mit  f(re^).    Man  sieht  diess  auch  noch  etwas  kürzer  auf  folgende 

Weise.    Die  Funktion     ■  wird  nur  in  dem  einen  Falle  unstetig  md 

zugleich  unendlich 9  wo  zssa  ist  *)>  also  für 

r (cos f +t  sin f)=^ (cos  t  + 1  sin r), 

woraus   folgt  r  cos  i=Q  cos  r  ,  r  sin  f  =  ^  sin  r  und  mithin 

t=T,  oder  =:t  +  2^,  t  +4jr,  etc.. 

Das  erste  kann  man  nicht  hindern,  weil  t  ein  völlig  willkührlicher 
Winkel  ist,  dessen  Allgemeinheit  nicht  beschränkt  werden  darf,  dage- 
gen kann  man  verhindern,  dass  r=p  wird,  indem  man  r  o  (»  setzt.  Da  nun 

f{t)  and  f(z)  stetig  und  endlich  bleiben  für  r<^  und  dann  wieder  für 
r>  p,  so  ist  im  ersten  Falle 

und  im  zweiten 

Da  ferner  für  jedes  t  und  r=0  in  unserer  Funktion 

ist)  so  hat  man  auch  Jfo{/'(z))=0,  folglich 

'^)    Man  hat  nämlich  für  2==a4~^9  ^^  ^  ^i"^  bis  zur  Gränze  Nnll  abneh' 
■nende  GrÖMe  bezeichMt, 


nndfür  %=:aS 


JAm  —1-.=  Lim^L+i  =  +  od 


Lim -JL.  =  Lim  fLzJ?  =  —  OD . 
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^r\^J=0,r<Q.  (7) 


Für  r=ao  Ut  dagegen 

1 —  ^  cos(/ — t)  —  iS-sin(t — t) 

Lim ■ . 

(cos  t ?.co8t)*  +  (sinif  — -^sinr)* 

wo  sich  das  ZeicheD  Lim  auf  das  uoeDdliche  Wachsen  voo  r  bezieht, 
oder 

f^^^^  ^  (cosO*  +  (sinO«  ^  ^' 
mithin 

iir^  \m\  =  Liml±l±i±l^l±l  =  L 

Hieraus  folgt  dann  allgemein: 

Jlf,  j-L-j  =  1  .  r  >  ^.  (8) 

Man  kann  zfi  diesen  Resultaten  auch  auf  einem  zweiten^  jedoch  weni- 
ger direkten  Wege  gelangen.   Erinnert  man  sich  nfimiich  an  die  Formdn 

^A-=.  1  +  t«  +  w*  +  w»  +  ...  :(9) 


u 


_  =  M  +  W«  +  W»   +   «*   +    ...  (10) 


welche  einzig  und  allein  fOr  u<l  gelten»  so  ist  für  u  =  ^,alsoi<a 


a 


X — a         I £  a      ar     a^ 

a 

und  nun  findet  man  die  Mittelgänge  sehr  leicht »  wenn  man  berficksicb- 
tigt^  dass  immer 

J^r{q>(z)  +  ^(*)  +  ..   }  =  J^r{g>(z)]  +  Jfrl^(«))  +  ... 
ist«  wie  man  ohne  alle  Schwierigkeit  aus  der  Definition  der  Uittel 
grSnze  ersieht    Es  ergiebt  sich  so 


1 
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dk  u  naeb  Fomel  (2)  för  w  :=:  1  ,  2  ,  3  ,  • . . 
Dagegen  ist  für  t<  =  -,  wo  nun  z^  a  sein  inuss. 


z 
1 


-=i+f+?+P  + 


mithin 

^r\^i=JUr[i\  +  aM,lll+a^Mr\^l   +  ... 

oder  unter  Anwendung  der  Formel  (5) 

Mr  i^—l  =  1  ,  2>  a. 
^2  —  a' 

Die  Bedingungen  z  '^a  und  z  >  a  gehen  aber  für 

z  =  >(cosf +isinf)  ,  a==^(cosT  +  isinr) 

wegen  des  beliebigen  t  in  r<^  und  r^  g  über  wie  oben.  Dii^ae  A\h 
leitung  setat  indessen  voraus»  dass  die  Gleichwig  (9)  ai|ch  für  imagi- 
nSre  u  in  Anspruch  genommen  werden  dürfe;  diess  lässt  sich  in  der 
That  rechtfertigen,  wie  sich  im  folgenden  Paragraphen  zeigen  wird» 
wo  wir  den  Gebrauch  jener  Formel  nicht  umgehen  können. 
IV.    Um  auch  ein  allgemeineres  Beispiel  zu  haben»,  sei 

dabei  g)(z)  eine  Funktion»  von  der  wir  voraussetzen»  dass  sie  selbst 
nebst  ihren  Differenzialquotienten  bis  zum  mten  inclusive  endlich  und 
stetig  bleibe»  und  dass  für  2=0  die  Funktionen  g>(z)  »  q>' (z)  ,  ip"(z), 
...^C"*— ^)(z)  sich  sämmtlich  annulliren.  Fängt  das  Intervall»  innerhalb 
deren  die  Funktion  und  ihre  Differenzialquotienten  stetig  und  endlieh 
bleiben  mit  dem  Werthe  z=0  oder  r=0  an»  so  ist 


^ri^Sl-''o\^\=^' 


Da  nun  aber  für  2=0  die  Funktionen  g? (2)  »  (p'(z)  »  qp^Cz)  ,  ...g?('»-^)(2) 
sämmtlich  versehwinden»  so  ist  für  diesen  Werth  von  z 

15 
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indem  man  sich  sehr  leicht  überzengt»  dass  der  zweite  Bemte^  wel* 
eher  in  §.  28.  für  die  Regel  gegeben  wurde,  nach  der  man  den  wah- 
ren Werth  des  vieldeutigen  Quotienten  ^  aufsucht,  ganz  gleichförmig 
auch  auf  den  Fall  passt,  in  welchem  die  Variabele  aus  einer  imaginä- 
ren Gegend  her  bis  zur  Stelle  Null  gekommen  ist.  Man  hat  daher  för 
z=0 

y(z)  =      y('»)  (0) 
z^         i.2.3...nr' 

fblglich  wenn  die  Funktionen 

9>(x),9)'(2),g/'(2),...  q>i^)(z) 

sämmtlich  stetig  und  endlich  bleiben  für  alle  Werthe  des  Modulos  von 
r=0  bis  r=ri 

Ist  die  ebener  wähnte  Bedingung  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von 
(p  (z)  ,  q>'  {z)  ,  ...  etc.  nicht  erfüllt,  so  darf  man  auch  die  Richtigkeit 
d^  geAittdenen  Theoremes  nicht  behaupten ,  weil  die  Regel  zur  Auf- 
siH^tmg  des  wahren  Werthes' unbestimmt  scheinender  Quotienten  steh 
avf  die  Voraussetzung  stützt,  dass  die  Funktionen  im  Zähler  und  Nen- 
ner nebät  Ihren  Diflerenzialquotienten  bis  inclus.  den  erstem  nicht  ver- 
schwindenden stetig  ufid  endlich  seien.  Da  nun  in  unserem  Falle  z*" 
sammt  seinen  Differenzialquotienten  schon  stetig  und  endlich  ist,  so 
bedarf  es  blos  noch  der  vorhin  ausgesprochenen  Bedingung. 

Nimmt  man 


y(x)=F(i)-f(0)-lf-(0)-^F'(0)-...-^  ^^^^^_^yFX>-*(0). 

SO  wird,  wie  vorhin  verlangt  wurde, 

9> (0)  =  0  ,  cp' (0)  =  0  ,  ^''m  =  0  ,  t. .  i^^>{Q)  »  ö 

dagegen 

g)('»)(0)  =  F('»)(0).  (12) 

Da  nun  ferner  leicht  erhellt,  dass  der  Ausdruck 

welcher  eine  ganze  rationale  und  algebraische  Funktion  von  %  darstellt, 
immer  endlich  und  stetig  ist,  jsobald  n«r  niehl  eine  der  Grossen  F(0), 
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F'iO)  etc.  unendlich  gross  wird,  so  ist  sur  Stetigiceit  und  Endlichkeit 
von  <p{x)  ,  «>'(«)  >  v"(*)  ••'  V^^H')  weiter  nichts  als  Stetigkeit  und' 
Endlichkeit  von  F(s) ,  F  (i) ,  /*  (2) , ...  F(«»)(2).  nöthig.    Alsdann  htt  Jtach 
ne.  (li)  und  (12) 

_   Ft>")  (0)  . 
Anderenseits  aber  i«t  die  linke  Seite  auch 

d.  i.  nach  no.  (5^,  wenn  z>0  oder  r>0: 

=  ir,  ^^^.  (14) 

Aus  der  Vergleichung  der  in  no.  (13)  und  (14)  gefundenen  Resultate 
ei^ebt  sich  nun  sogleich  folgender  Satz: 
Bleiben  die  Funktionen 

F(z)  ,r(z),F"{z),  ...  /W(x) 

endlich  und.  stetig  fSr  alle  Werthe  des  Modulüs  r,  welche 
Innerhalb  des  Intervalles  r=0  bis  r=r]  liegen ,  so  ist 

von  weichem  wir  gleich  nachher  Gebrauch  machen  werden. 

§.  40. 

Allgemeines  Kennzeichen  für  die  Anwendbarkeit  des  Saftes 

von  Mac  Laarin. 

Die  wichtigste  Anwendung ,  welche  sich  von  der  Theorie  der 
Hittelgränzen  machen  lässt»  besteht  darin,  dass-man  zeigen  kann,  wie 
jede  gewissen  Bedingungen  Genüge  leistende  Funktion  als  Mittelgränze 
eines  sehr  einfachen  Ausdruckes  angesehen  werden  darf.  Setzen  wir 
nämlich  in  der  Gleichung 

15^ 
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welche ^sö  Itfhge  ^itt,  als  sieb  f(z)  und  f'(t)  stetig 'Shdehi  <iii4 -nicht 
unendlich 'wdrdien,  '■         '^   ■     '"  ;.•■;.■■ 

so  ergiebt  sich  f(0)  =  0  und  also 

^r^Z^^^-y^^O.  '         (l) 

Man  übersieht  aber  leicht,  dass  so  lange  F(z)  ,  F'(i)  und  F"(z)  ste- 
tig und  endlich  bleiben,  df^ss  auch  mit /(z)  und  f  (z)  der  Fall  sein 
niuss.  Denn  wenn  bei  diesdr  Voraussetzung  eine  XJnstetigl^ßit  in  den 
Werthen  von  f  (t )  eintreten  sollte*,  so  könnte  diess  nur  für  z  =:  0 
der  Fall  sein;  aber  för.  z^a-f^,  wo  8  eine  unbegränzt  abnehmende 
Grosse  bezeichnen  möge,  haben  wir 

mithin 

also  wir^  auch  hier  f(ä)  noch  nicht  unendlich  oder  unst(^tig,  voraus- 
gesetzt, dass  a  noch  in  demjenigen  Intervalle  liegt,  innerhulb  .dessen 
F(x)  und  F'  (z)  stetig  und  endlich  bleiben.    Ebenso  hat  man 

und  hier  könnte  ein  Unendlich  -  oder  Unstetigwerden  nur  in 
(z-a)F'(t)-[F(z)-F{a)\ 

J^r  z=a  vorkommen;  der  wahre  Werth  dieses  Ausdrucks  ist  dann  aber 
\P'(a)  und  folglich  findet  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  oder 
Endlichkeit  Statt,  sobald  F"{z)  stetig  und  endlich  ist  fär  ein  Intervall, 
weiches  a  unniafiist.  Die  Gleichc|ng,.(:l)  gilt  also  ffr^aljie.ar^  .^^cbe 
innerhalb  desjenigen  Intervailes  liegf^n,  iii  welchem  F(z)  ,  F'(z)  und 
F"(x)  stetig  und  endlich  bleiben.    Andererseits  fol^t  ^ber  aus  (1) 
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Wenden  wir  hier  die  unter  :iio.  (7)  und  (8)  des  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Formeih  an,  indem  wir  q  den  Modnius  von  a  nennen,  so 
erhalten  wir 

und 

Jlfr|i^>^  =  F(«),r>^  (2) 

und  hier  ist  die  letztere  Gleichung  von  besonderem  Interesse,  indem 
sie  uns  zeigt,  dass  jede  Funktion  einer  beliebigen  Grosse  a  als  Mittei- 
gränze  eines  gewissen  Ausdrucks  angesehen  werden  kann;  nennen  wir 
noch  0  und  r^  die  Gränzen,  innerhalb  deren  F(2)  ,  F' (z)  und  F"(z) 
endlich  und  stetig  bleiben,  so  sind  die  Bedingungen  für  äie  Gdtfigkeit 
von  no.  (2)  noch  schärfer  ausgesfirochen : 

Um  nun  Weiter  gehen  zu  kunnen,  mC(ssen  wir  uns  zunächst  versichern, 
dass  wenn  der'Modulus  vop^  a  kleiner  als  der  von  z  ist,  die  Gleichung 

2" 

welche  ursprünglich  nur  för  reelle  a  und  z  bekannt  ist;  ybr^  GnMg 
keit  behält.    Snbstituiren' Wii'  Mr'a  tfiid  i  ^re  Werthe: 

2  =  r  (cos  t.+  tsiü  t),  V  i«  ==  g  J(C9S  T  tJ:  t  sin  t)  , 

so  wird  ..{•":.;..,.? 

fL— .?    cost+£sinT 

d.  i.,  weni^man  Zähler  und  Nenner  mit  cosf — isint  multiplizirt , 


"  =  t[cos<r-^0  +  »Vm(t--e)],  (4) 

wo  wir  zur  Abkürzung 

?^  =  */,r-«=:e  (5) 

setzen  wollen.    Ferner  ist 

r(cosf-f  tsinQ 


2  — a     (r  co8t—  Q  cos  r)  +  i  (rsin  t —  psin  t) 
^nd  weiffi  mM  Zähler  wie  Nenner  mit 
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(reo«  <— Q  cos  t)  —  t  (r  sin  <—  ^«in  t) 
miiitiplizirt : 

2  r^  —  r()cos(T — t)  -{-  irQ8in(r  —  f) 

z — a"""  (rcosf — (ico8r)*-|-(rsin/— ^  sinr)® 

Berücksichtigt  roan^  dass  der  Nenner  auch 

=:;r*  — 2r^cos(r — t)  +  q^ 

Ist  und  dividirt  Zähler  und  Nenner  mit  r^»  so  kommt 

^         1-^cos(r^<)  +  /?-siii(r-f)- 


d.  i,  Da^^h  der  iu  no.  (5)  eingeführten  Bezeichnung  . 

1    1 — q  cos  ^  -{-  ig  sis  # 

t— a"~     1— ^cosö  +  ^* 

Substitulren  «^;ir  diess  in  no.  (3)  und  bemerl^en^  ck^s  nat*h.  (4)  und  (5) 

•  ^=^(cose  +  tsin»),  ''    "       '        ' 

folglich 

—  ■=:  q^  (cosm^-f  t  sfaiinO) 

ist^-so  ergiiebt  sich.     ...  .    ■♦•...-       ,,1      .,  •  .i-n- r,^.:.  vi  •/•i..•'• 

1  — 2ycose  +  ^^ 
=  i  +  ly  (cos  ö + %  sin  0)  +  V*(cos  26  + 1  sin  20) 
+  93(cos30  +  tsinSe)  +  ,... 
oder  durch  Vergleichung  d^r  reelifn,und  imaginären  Partieen 

1  — 2^cos0  +  g2  [        (6) 

=  l  +  ^cos  6 +<^2cos  204^98  eosSe-l-....      ) 

1— 2^cosö  +  ^*  [        (7) 

=  gsin  e  +  <y*sin2e  +  q^  sinSÖ  +  ....        ) 

Wenn  nun  die  Gleichung  (3)  für  imaginäre  a  und  %  richtig  Miebe  unter 
der  Voraussetzung,  dass  der  Modulus  q  von  a  kleiner  als  der  Modu- 
us  r  von  z  ist>    so  müssten  die   daraus  abgeleiteten  Gleichungen   (6) 

und  (7)  für  jedes  beliebige  6  gelten,  so  lange  q^^  unter  d^r  Einheit 
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liegt.    Da88  dem  in  der  That  so  «ei»  ergiebt  sieb  auf  folgende  Weite« 
Es  bezeichne  Sn  die  Samne  der  n  Glieder  enthaiteodeo  Reihe 
l  +  9Cose  +  7«cos2e+  q^eo89S+....  +  9"-^  cos  (n— 1)6.     ß) 

Multipliziren  wir  dieselbe  mit 

1— 2^cose+^«=(i+y«)  —  a^cose 

und  zerlegen  jedes  Produkt  von  der  Form 

2  cos  mS  cos  S 
in  die  Cosinussumme 

cos  (wi  —  1)  ö  +  cos  (m  +  l)ö, 

so  erhalten  wir  sehr  leicht 

(1— 2ycos0  +  ^«)5« 

=       1  +  ^  — 2ycose 

-^(i+q^qcosS  —  ^*  (1  +  cos  20) 

+  (1  +  q*)g^  cos  2S  —9S (cos 6-1- cos 30) 

+  (1 +9^9^  cos  3©  -^  ^  (cos  26  +  cos  40) 


+  (1  +  ^*)  9*-*  cos  («  — 1)6  —  ^«  (cos  (w  —  2)6  +  cos  lie). 

Nimmt  man  ."diese  Grossen  in  vertikaler  Richtung  zusammen«  so  ent- 
stehen durch .  Auf iosung  ^^r  Paranthesen  vier  verschiedene  Colonnen, 
deren  Gliedei  ekb,  wie  man  sehr  leicht  übersieht ,  so  weit  heben,  dass 
man  übrig  beh&it 

(l  — 2^cose  +  v^)S« 
=  1 — ^co86  +  ^+*  cos  («-*!)  6  —  4)r«cosn6, 
virorans  sich  sehr  leicht  ergiebt: 

o  1  —  ycos6       ,  <ycos(n — 1)6— cosw6  ^ 

'^  — 1— 2ycos6+^2+       l-.2^cos6+^2      ^'      ^^^ 

Die  Reihe  in  (6)  geht  aber  aus  der  in  (8)  hervor,  wenn  man  in  der 
letzteren  die  Gliederanzahl  n  ins  Unendliche  wachsen  lässt;  wir  müs- 
sen daher  den  Gränzwerth  des  Ausdruckes  in  (9)  für  unausgesetzt  zu- 
nehmende n  aufsuchen »  wobei  es  blos  auf  den  Gränzwerth  von 

flrcos(n — 1)6 — cosn6  ^  ,.^, 

ankommt,  da  das  erste  auf  der  rechten  Seite  in  (9)  stehende  Glied  von 
»  gar ^ nicht  abhängt,  fiei  wachsenden  n  oszilliren  nun  die  Cosinus  von 
(n— 1)6  und  «6  immer   zwischen   +  1  und  —  l  hin  und  her  und  der 
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Zählet  in  n<^.  (IQ)  erhält  offeobar'lSeinen  grCssten  W«rth,  tvemi  cos  (it— 1)0 
=  ■1-1  ,  cosnOss— 1  ist,  woraus  folgt,  dass,  \vie  gross  aach  n  sein 
möge ,  der  fragliebe  Quotient  die  OrOsse  .     ^  * 

y  +  1 

1  — 2^cose+^2*" 

nicht  übersteigen  kann.  Da  nun  aber  fiir  ^  <  1  die  Potenz  ^.  Ideioer 
als  jede  angebbare  Grösse  gemacht  werden  kann,  so  folgt 

l*>roi — TT^ S"l — 5V"=0  i* 

und  um  so  mehr 

,.     flrcos(72 — 1)0  — cosnO  .:      .^         ■/         .    ./. 
1  —  2^cosö  +  ^*  ,> 

folglich  durch  Substitution  dieses  VVerthes  in  no.  (9): 

¥•4?  l^^COSO  ^1  ^     ^     •        ' 

^*°^**  =  r=2^oIeT^*«<V     .  ;        ' 

und  diess  ist  in  der  That  nichts  Anderes  al^  die  Gleichung  ^),  weil 
jetzt  Lim  Sn^  die  Summe  der  ins  Unendliche  fortgesetzten  Reibe  (8) 
bedeutet.  '         .     \    ♦  - 

Durcti  ein  völlig' analoges' *T^rfäfeiren  ifberz^eogt  tnäÜlsdiäft  yott'diir 
Richtigkeit  der  Gleichung  (7).    Man  setzt  nänilich         -/    •^'"»''.|! ^^y' 

Sn  =  qsin  0  +  ^«sinie  +  g^sinSS  +  ^./^^-^sinfj^^^^ 
multiplizirt  beiderseits  mit    .       ;  . 

1— 3^co86f+^«=(1+g»;i— 2^cos0  ^ 
und  zerlegt  rechts  jedes  Produkt  von  der  Form    '■  •*■     •   -  - 

2  sin  mß  cos  S 
in  die  Sinussumme 

sin  (m— 1)0  +  sin  (««  + 1)0. 
Auf  diese  Weise  findet  man  ohne  Schivierigkeit    '      "     •  ■  -.'     .^ 

(l-2^cos0  +  ^2)Ä» 
=  q6m&  +  q^+^8in(n — 1)0  — y»slnn0  - 

oder 

^ ^  sin  0  q  sin  (n -^  1)0  —  sin  »0   ^ 

'^""1— 2gcos0  +  y2+      1— 2(7cos0  +  y«      ^ 

und  mittelst  Ueberganges  zur  Gränze  für  unausgesetzt  wabhiMde  n  für 
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vias  mit  der  Gieichang  (7)  ziisammenföllt 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (6)  und  (7),  deren  Richtigkeit 
vrir  so  erkannt  haben,  nachdem  man  die  letztere  mit  t  =  V — 1  multipli- 
zirt  hat,  wendet  rfickwärts  die  Substitutionen  in  no.  (5)  ah  und  setzt 
am  Ende 

r(cos<+isin*)=z  ,  ^(cosr+isioT)=:a, 

so  kommt  man  auf  die  Gleichung  (3)  zurück  und  hat  damit  ihre  Gflltig- 
keit  Hir  p<r  bewiesen.  Hiervon  lässt  sich  nun  eine  wichtige  Anwen- 
dung, auf  die  Gleichung  (2)  machen ;  durch  Substitution  von  (3)  in  (2) 
Wird  nämlich 

,,,F(.,+«qö+'!la+..^ä+...., 

oder  auch 

Eriancrt  man  sich  nun,  dass  die  MitfelgrSnze  einer  jeden  Funktion 
eine  constante  Grosse  ist ,  so  erkennt  man  ib  der  vorlibgeilden  Gleichung 
eine  Formel,  welche  zur  Verwandlung  einer  Funktion  F(a)  in  eine  nach 
steigenden  Potenzen  von  a  fortgehende  Reihe  dient.  Es  fragt  sich  otin 
blos  noch,  unter  weichen  Bedingungen  die  GoefIfizieDten-  dieser  Poten- 
zen, nSmlicfa  die  Mittelgränzen 

MAF{z)]  ,  Mr\^l  ,  Mr\^\  ,  .... 

endliche  Grossen  werden,  weil  sich  sonst  das  erhaltene  Resultat  unter 
die  nichtssagende  Form  F(a)=QO±Qodb«>  etc.  stellen  würde.  Uiierauf 
antwortet  uns  die  Gleichung  (15)  des  vorigen  Paragraphen ,  wonach 


^Misrl  =1.2.3...««  •'^•^'^" 


ist,  sobald  F(i),F'(»),F"(j),..../'W(x)  endlich  und  stetig  bleiben  in- 
uchaib  einen  gewissen  Intervalles  r—O  bis  r  =  ri.  Bringen  wir  Riesen 
Sits  für  m  =  0  , 1 , 2 ,  3  ,  in  Inf.  in  Anwendung,  so  ergiebt  sich  aus 
»0.(11):  .       . 
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wobei  die  Funktionen 

F(z)  ,  F'(2)  ,  F'iz)  ,  F"(2) , ....  in  inf. 

endlich  und*  stetig  bleiben  müssen  von  r  =  0  bis  r=sr^.  Wenn  niiD 
nun  berücksichtigt,  dass  die  gefundene  Reihe  mit  der  im  Mac  LfanriA- 
schen  Satze  vorkommenden  identisch  ist,  so  ergiebt  sich  folgendes 
wichtige  Theorem: 

Wenn  eine  Funktion  F(z)  so  beschaffen  ist,  dass  sieb  ftr 
2=:r(cos<+V^  —  Isinl)  ein  Intervall  rssO  bis  r^rf  angebeo 
lässt,  innerhalb  dessen  bei  beliebigen  f  und  r2>r>0  die  ge- 
nannte Funktion  nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  ins 
Unendliche  hinab  stetig  und  endlich  bleibt ,  so  lässt  sich  die- 
selbe für  alle  diejenigen  Werthe  ^=p(cosr4-V^  —  1  sinr)  in 
eine  Reihe  von  der  Form 

verwandeln,  deren  Modulus  q  innerhalb  Jenes  Intervalles  0  bis 
Tißegt  und  deren  .^^u^^ii^  ^  beliebig  i;»t;  die  .,erwähBte 
Reibe  föUt  mit  der  im  Theoreme  von  Mac  Laurin  yorkommeo- 
den  zusammen. 

Das  so  eben  ausgesprochene  allgemeine  Criterium  für  die  ADWelld.ba^ 
keit  des  Mac  Laurinschen  Tbeoremes  gehOrt  unter  die  Satze»  welche 
sich  leichter  vermuthen  als  beweisen  lassen.  Dass  man  in  der  That 
Grund  genug  hat,  einen  derartigen  Satz  als  Fundamentaltheorem  (ilr  die 
Theorie  der  nach  steigenden  Potenzen  einer  Variabelen  for^ehendeo 
Reihen  zu  vermuthen,  möge  folgendes  wohl  nicht  überflüssige  Rai- 
sonnement  darthun.  —  Wer  verlangt,  dass  F(ai)  als  Summe  eiber 
Reihe  von  der  Form  A-i-Ba:-{-Cx^  +  etc.  erscheinen  solle  und  demge- 
mäss  hypothetisch  die  Gleichung 

F(x)  =  A  +  Bx  +  ßr«+  ....  (13) 

aufstellt,  der  schreibt  offenbar  der  Funktion  dieselben  Eigenscbaften 
zu  wie  der  Reihe,  denn  sonst  wäre  eine  Gleichung  swischen  beiden 
eine  vollendete  Absurdität  Welche  sind  denn  nun  aber  die  Eigen- 
schaften der  Reihe?    Es  ist  nicht  schwer,  deren  wenigstens  eiii^  wa 


216 

entdecken.  Bezeichoeo  wii  die  Reihe  kurz  mit  0{x)  und  setzeo  x  ale 
reell  voraus ,  so  erhellt  zunächst  sehr  leicht,  dass  0{x)  eine  stetige 
Funktion  von  x  sein  muss  und  das  Nämliche  gilt  auch  von  den  Diffe- 
renziaiquotienten  0'(x),  <V{x)  etc.  Soli  nun  eine  beliebige  Funktion 
F{x)  der  Reihe  0{x)  gleich  sein»  so  kann  dies  offenbar  nur  so  lange 
geschehen,  als  auch  F{x),  P{x),  F"{x)  etc.  immer  stetig  bleiben. 
Würde  dagegen  eine  dieser  Funktionen  an  irgend  einer  Stelle  ar=| 
discontinuirlich ,  so  kann  für  o?  >  |  offenbar  gar  keine  Gleichung  zwischen 
F{x)  und  0{x)  mehr  bestehen,  wenn  sie  vorher,  d.  h.  für  ^<|,  be- 
standen hat.  Das  Verlangen  nach  einer  solchen  würde  mit  der  geome- 
trischen Forderung  eine  stetige  und  eine  unstetige  Curve  durchweg  zur 
Deckung  zu  bringen ,  auf  ganz  gleicher  Linie  stehen.  Wären  ferner  die 
Constanten  A  y  B  ^  C  etc.  sämmtlich  positiv ,  so  würde  ^  {x)  desto 
grSsser  sein,  je  mehr  x  betrüge,  also  0{x)  eine  von  a?=0  bis  07=00 
beständig  zunehmende  Funktion  bilden.  Daraus  folgt  denn  wieder,  dasa 
zwischen  F(x)  und  0{x)  für  alle  or  nur  dann  eine  Gfeichung  bestehen 
kann,  wenn  F{x)  ebenfalls  eine  durchweg  wachsende  Funktion  ist; 
nähme  dagegen  F{x)  zu  von  o?  =  0  etwa  bis  x  =  l',  aber  ab  sobald 
x^^  geworden  ist,  so  konnten  F(x)  und  0{x)  höchstens  fSr  die  in 
dem  Intervalle  a;=:0  bis  or  =  |'  enthaltenen  x  gleich  sein,  und  wäre 
diess  der  Fall,  so  kann  fSr  or>|  ganz  sicher  keine  Gleichung  zwischen 
F{x)  und  der  Reihe  mehr  statt  finden.  Diess  lässt  sich  noch  bestimm- 
ter an  einzelnen  Beispielen  nachweisen.  Gesetzt  z.  B.  wir  hätten 
gefunden : 

M        ^%     4      2        2.1    .     2.1.4   , 

ohne  zu  wissen  wie  weit  diese  Gleichung  gilt,  so  lässt  sich  sogleich 
die  Gränze  angeben,  über  welche  hinaus  die  Gültigkeit  derselben  sich 
nicht  erstrecken  kann.    Es  folgt  nämlich  durch  Differeiiziatlon 

da  nun  hier  für  07  =  1  eine  Unstetigkeit  eintritt,  in  so  fern  die  linke 
Seite  die  zwei  Werthe  +00  oder  — 00  hat,  jenachdem  ar=:Lim(l  — d) 
oder  =Lim  (1  -{■  ö)  ist,  so  folgt,  dass  wenn  die  Gleichung  von  a?=0 
bis  j;  =  1  besteht  (und  das  wissen  wir  nach  dem  Früheren) ,  sie  über 
1  hinaus  keinen  Bestand  mehr  haben  kann.  Das  Nämliche  gilt  dann 
aach  Ton  der  Gleichung  (14).    Ebenso  kannte  man  das  aweite  der  ge- 
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gebenen  Criterien  anwenden,  indem  man  die  Gleichmig  (14)  in  folgeo- 
der  Fonn  darstellt: 

,_V^(r=:^«=:|a:+|4.;«+|;i;-|^«  +  ....  (15) 

Da  nun  die  Reihe  lauter  positive  Grössen  enthält >  so  bildet' sie  ffir 
positive  wachsende  x  eine  zunehmende  Funktion;  diess  ist  aber  mit 
der  Funktion  auf  der  linken  Seite  nicht  der  Fall ;  letztere  nimmt  zu 
von  ;r=0  bis  a:=i,  wo  sie  ihr  Maximum  1  erreicht  und  sobald  ar>l 
ist 9  findet  eine  continuirliche  Abnahme  in  ihr  statt.  Die  Gleichung  (15) 
kann  also  bei  positiven  x  höchstens  von  x=0  bis  x=i  gelten. 

Wenn  nun  aus  diesen  Betrachtungen  ganz  sicher  hervorgeht, 
dass  die  Funktion  f{x)  nur  dann  mittelst  des  Mac  Laurinschen  Theo- 
remes  verwandelt  werden  kann,  wenn  sie  gewissen  Bedingungen  ge- 
nügt ,  so  fragt  es  sich  immer  noch ,  ob  sie ,  wenn  diess  letztere  der 
Fall  ist,  sich  verwandeln  lassen  muss,  oder  mit  anderen  Worten: 
unser  Raisonnement  giebt  zwar  die  Nothwendigkeit  gewisser  Bedingun- 
gen an,  aber  es  handelt  sich  nicht  um  blos  nothwendige  Bedingungen, 
sondern  um  solche,  die  zugleich  noth wendig  und  hinreichend 
sind.  Diese  letzteren  nun  haben  wir  durch  das  vorhergehende  Theo- 
rem kennen  gelernt  und  zwar  in  der  wünschenswerthen  Ausdehnung 
auf  nicht  blos  reelle  Werthe  der  Variabelen. 


§.  42. 
Beispiele  zum  Theoreme  des  vorigen  Paragrapheti. 

Der  grosse  Vortheil,  welchen  das  im  vorigen  Paragraphen  ane- 
gesprochene  Crlterium  für  die  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac 
Laurin  darbietet,  besteht  darin,  dass  man  sich  die  oft  sehr  umständ- 
liche Betrachtung  aber  den  Gränzwerth  der  Grösse  Rn  in  §.  37.  völlig 
ersparen  und  zugleich  die  gewonnenen  Resultate  auf  imaginäre  Werthe 
der  Veränderlichen  x  ausdehnen  kann.  Einige  Beispiele  mögen  diess 
zeigen. 

I.  Sei  zuerst  F(ar)  =  (l+^)i»,  so  haben  wir  zwei  Fälle  zo  un- 
terscheiden, ob  nämlich  fi  ganz  und  positiv  ist  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  sind  auch  F*{x)^  F"(x)  etc.  Potenzen  mit  ganzen  positiven  Ex'^ 
ponenten,  von  denen  jeder  nächstfolgende  um  eine  Einheit  kleiner  al^ 
der  vorhergehende  ist;    es  kommt  daher  unter  diesen  Funktionen  eine 
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vor,  yrelche  sich  aaf  eine  blose  Constante  reduzirt»  währelyd  alle  mtk* 
herigen  der  Null  gleich  sind,  l)a  nun  keine  der  Funktioi^n  F(z),  JT^z), 
/^(z)  etc.  eine  Potenz  mit  negativem  Exponenten  darstellt ,  so  kann  für 
ein  endliches  bestimmtes  ^  jrüemals  ein  unstetig-  oder  Unendlichwer- 
den irgend  einer  jener  Funktionen  eintreten  und  daher  gilt  die  für 
(1  -f  üpy*  gefundene  Reihe  ganz  allgemein  bei  beliebigen  a: ,  wenn  f» 
ganz  und  positiv  ist.  Anders  dagegen  wird  die  Sache  für  nicht  ganze 
positive  fu    Dann  haben  wir  für  Ft*>(ar)  die  Formel 

f*(fi-l)(f*-2)..  .Cfi-n  +  l)(l+a:>«-« 

und  da  man  n  so  gross  nehmen  darf  als  man  will ,  so  kann  man  auch 
n >  jbk,  machen,  wodurch. 

wird.  Hier  kann  nun  allerdings  eine  Unterbrechung  der  ContinvirtSt 
eintreten,  sobald  nSmlii^h  0?=  —  1  oder,  wenn  Ä=rr(cos<+tsin^  ge- 
nommen wird,  r=i,  t=n  ist  Es  muss  folglich  der  Modulns  von  a 
kleiner  als  der  Modulus  r^  =  1  sein ,  für  welchen  die  Unstetigkeit  und 
hier  auch  gleichzeitig  die  Unendlichkeit  von  Fi^)(x)  zum  Vorschein 
kommt.  —  Diess  Alles  zusammen  giebt  den  Satz: 

Die  Gleichung 

(l+a;)^  =  l  +  f;r+^^^f=^:«:H (i) 

gilt  für  alle  x  wenn  fi  positiv  und  ganz  ist,   ausserdem  nur 
für  solche  jr,  deren  Modulus  unter  der  Einheit  liegt. 

Für  reelle  x  kommen  wir  hiermit  auf  das  Frühere  zurück  ;    bei  imagi- 
nären .T)  etwa  ; 
a:=:q  (cos  t  +  t  sin  t), 

darf  demnach  r  beliebig  sem,  wenn  ^<1  ist.  Diese  letztere  Substitu- 
tion giebt  zu  einer  el^a^ten  Transformation  Veranlassung.  Setzen 
wir  nSmlich  um  kurz  zu  sein 

«oist  jeizt 
/  [i  +  ^(co«t  +  isinr)]'" 

==  1  +  ftip  (cosT  +  f  sIdv)  +  fij^*  (cos  2t  +  t  sin  2t) 

+  f*»^'(cos3T+isin3T)+....  '    (1) 
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Setien  wir  dagegen 

1  +  ^  (cosr  +  t  sinr)  =  R(co8  T  ^i  sin  T), 
so'  folgt 

Äcosr=l  +  ^co«T,  Äshi  y=p8liit, 
und 

(Äcos  T)^  +  (iZsin  r)«=:l  +  2^co»t  +  p«, 

Ä=:(1  +  2^C0ST  +  ^«)},  (^ 

iSsinr      ^      -,         Dsinr 
727o7T=*^'**^=l  +  ^cosT 

r=Arctan,  1^'°^     ^k^,  (4) 


mithin 


wo^  wie  immer,  Arctan  den  kleinsten  dller  zu  einer  gegebenen  Tan- 
gev^  geborigen  BOgen  und  k  eine  positiTe  ganze  Zahl  bezeichnet 
Ffir  die  so .  bestimmten  Werthe  von  jR  und  T  i»^  wm 

[1  +  Q  (cosr +lsinT)  y*=Rf^  (cos  T+  isin  T)^ 

V  =r  Ä^(co8ftr  +  ishitkT),  (6) 

indem  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  dass  die  Formel 

(cos  6  +  isin  6)"»  =  cos mS  +  i  sin m6, 
welche  wir  in  der  Einleitung  für  blos  ganze  positive  m  gelten  sahen, 
auch  ffir  jedes  andere  reelle  ft  gilt  *).    Durch  Vergleichung  der  reellen 
und  imaginären  Partieen  in  (2)  und  (5)  ergiebt  sich  jetzt : 


*)    Sind  nämlich  p  nnd  g  beliebige  positive  ganze  Zahlen,  so  ist 
(cos-  9  +  i  sin-©)'  =  coap0  +  l  ainp9  =  (couQ  +  ian^yp 
folglich  durch  beiderseitige  Aasziehnng  der  ^tcn  Wurzel 

eos^d  ^  #«iii^  =:  (cos^-|-/cfaiO) 'y 
y¥üs  umgekehrt  geschrieben  den  Beweis  liefert,   dass  die  oben  erwähnte  For- 
mel auch  dann  gilt,  wenn  m  ein  beliebiger  positiver  Brach  ^  ist*     Wäre  fer- 
ner m  eine  positive  Irrationalzahl,  so  kann  man  sich  dieselbe  als  Gräozwerth 
eines  rationalen  Braches—  (etwa  Dezinmlbraches)  denken,    indem  man  sidi 

p  nnd  g  stetig  ändern  lässt.    Für  Lim  —  =  m  beweist  man  hierdurch  die  Gfil- 


/^eo6p7*3si-(-^i9C08T-f  (A^u^eoB^  +  ....  (6> 

J2i^sinfi7s=fAi^siDT  +  f%^^Bin2r  +  .... 

gaiixe  Zahl  i,  welche  vorhin  noch  unbestimmt  blieb,    laset  eich 
t  leicht  bestimmen;    für  ^  =  0  wird  nämlich  Rzsl,  T^k%,  folg- 
nach  no.  (6) 

cos  flA-TT  =   1. 

aber  |»  eine  gane  beliebige  GrOsse  bedeutet,  so  kann  diese  Gleichmig 
bestehen  wenn  A=0  ist.    Vermöge  der  Werthe  tob  R  und  T  er- 
it  sich  dann 

(l+2^co.t+^i^co.(^Arctanj-l^) 
=  1  +  jMi^cosT  +  fii^*cos9r  +  fAs^'cosSr  +  ....         (7) 

(1  +  2^  cos  T  +  ^«)t/*8in(^  Arcton j^^) 

=  fi^^sinr  -{-  ^^>sin2T  -f  f%^' sin  3t -f....  (8) 

diese  Gleichungen  gelten  fiir  ganz  beliebige  q,  sobald  jfi  eine  po- 
TB  ganse  Zahl  darstellt ,  ausserdem  nur  fdr  ^<^1. 
II.    Sei  ferner  F{x)  =  1(1  +  :r),  aho 

1^.)(^)  =  (-l)''-^i>2..(n--l)^ 
^^^  (1+^)« 

giebt  es  für  o:  einen  Modulus,  bei  welchem  F^^){x)  unstetig  und  zu 
eher  Zeit  unendlich  wird,  wenn  man  nämlich  a;  =  r(cos^-|-tsioO, 
TT  ,  r=  1  also  ;r= — 1  setzt.  Die  Reihe  für  den  Logarithmus  iroo 
X  gilt  demnach  nur  so  lange,  als  der  Modulus  von  x  unter  der 
ihelt  liegt.    Bei  reellen  x  kommen  wir  hiermit  auf  das  Frühere  zi|» 


ceit  des  Satzes  fnr  irrationale  positire  m.  Aus  diesem  Allen  erhellt,  das» 
selbe  fär  jedes  positive  m  gilt.    Man  Iiat  nim  weiter 

z ^"m  ^  t  '?x<r^^^^ ^  .  .  . TT  =  coslWÖ— /sinSiO 

(cos9  -f  Isin^)»     cosm9-|-/suisid 

=  co8(— m)0-|-/sin(>-m)^, 
i. 

(cosO-|-/sinO)(-m)  =  co8(— m)9-f /stn(— 1»)9, 

raus  man  ersieht,  dass  der  Sala  fdr  jedes  neg;atiTe  m  gilt,  wenn  er  für 
es  positiTe  m  richtig  ist;  nach  dem  Vorigen  folgt  jetit  die  allgemeine  Gnl- 
keit  denwlbcM. 
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rück  V  bei  imaginir^o  .a'  also  ai=^Q  (cos  v-l-i  ein  v}  wird 

/[l  +  ^  (cos  T + isin  r)} 
=:  \  Q  (co|5 T  +  t sin  t)  ^  4^«(cos  2ir  +  z sin  2t)  +  J^»  (cos  3t  +  i^i«^)— ,.. , 

und  wenn  man  links  die  formet 

/(a+jS/)  =  J/a(2  +  j52)^+  i  Arctan  ^ 

füv  ittsl-l^^eostT  »  /3r=^sior  anwendet,  so' findet  man  durch  Vergiel- 
ehuDg  der  #edlen  ^und  imaginären  Partieeii 

i/(l+29C0ST  +  ^2)  I 

;     =i   f  ^COST-^4^2cOs2T  +  i.^3coß3y-   ...  .  \ 

.    ;..    :/     Arctan     ^^'"^  )        ^ 

•       ^  ^     1+pCOST  [       (10) 

=  {()sinT — J^*sin2T  + J93gi„3^ — ^^^^      j 

wobei  immeA^^  <i  ftein  müss.'  >Für  ^  ^  »  g^^l^t  die  letztere  Formel 
noch  das  bewerketiswerthe  Kesulfat: 

'■    "'■*■■■ "    .Arct^^  =j|i»-77^y3^i^  ..(^^i 

auf  welches  wir  bald  zurficUpnameB  >^erden»      \  .] 

III.    Für  Fim)  =  e*  wird  F<«)(a;)  ebenfalls  =6*;  femer  ist  lur 
imaginäre  x  etwa  a:=u+vi 

;:.  .       V      '  €*  =  ^(cOSM  +  £sintt)  . 

lind  da  nun  e^,  cosu  und  sint<  durchwß^  stetige  Funktionen  sind,  so 
%JS*»»/^*^®  ^r(^)  K  ^(^)  y  J^'i^)  etc.  für  alle,  a^  stß^g  iin4:  endlick 
^leiben  ^  dass  mithin  die  Reihe  für  e'  ohn^  aÜe  l^inschräfiku^  gilt 
Nimmt  man  wieder  ar=^(cosT+isinT),  so  wird 

^^(co8r-|-^sinr) 

__  I  _- .  .^(cosT  +  tsipT)  ^^  Q^ (cos 2v + f sift 2t)  .1  ., 

~*      "^  1  ^  1.2 

:  .   ^?  (cos  3r  +  t^q3f)   , 

^  TO  ■'^••• 

und  wenn  man  berüeksicbtigt,  dass 

.^(>co»r  +  /(»Miir  ^  ^(»cMT[eos(^sinT)+isln(^sinT)] 
ist  9  durch  Vergleichung  des  Reellen  und  Imaginären  beider«eittt  !• 
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e^co«rcos(^siDT) 

=*  +   1^ + TT2~+-T:ir3  +  • 


(12) 


^sinT  ^  ^^sin2r  ,  Q^sm9t  ,  >      (13) 


1     +     1.2     +  1.2.3 


7C 


gültig  für  jedes  beliebige  q.    Nimmt  man  noch  '^=^9   so  ergiebt  sich 

P*  P*  P* 

"^«^=^"^r2+r2:aa-rir6+- 

swp— It —12. 3+1. 2.3.4. ö"^—" 
wie  wir  ebenfalls  schon  auf  anderem  Wege  gefunden  haben. 

Auf  ganz  gleiche  WeÜRe  würde  man  sich  überzeugen ,  dass  die 
für  coso:  und  sinj?  entwickelten  Reihen  für  jeden  beliebigen  Werth  von 
X  den  genannten  Funktionen  gleich  gelten^  wobei  wir  uns  aber  nicht 
aufhalten  wollen»  da  diese  Betrachtung  zu  keinen  wesentlich  neuen 
Resultaten  führt.  Wichtiger  dagegen  ist  die  Anwendung  des  Mac  Lau- 
rinschen  Satzes  auf  einige  zusammengesetztere  Funktionen ,  wobei  wir 
noch  die  Reihen  für  tano:,  cotor«  cosec  x,  seca:,  Arcsin  o;  und  Arctan  o: 
kennen  lernen  werden. 


§.43. 

Anwendung  des  Mac  Laurinsehen  Theoremes  auf  Funktionen  von 
Exponenzialgrössen. 

Da  sich  das  Mac  Laurinsche  Theorem  auf  jede  Funktion  anwen- 
den lässt»  deren  höhere  Differenzialquotienten  durch  eine  independente 
Formel  dargestellt  werden  können,  so  liegt  der  Gedanke  sehr  nahe, 
auch  die  zusammengesetzteren  Funktionen,  deren  Differenzialquotienten 
mt  früher  aufgesucht  haben,  in  dieser  Rücksicht  zu  betrachten  und  wir 
wenden  uns  daher  zunächst  an  die  aus  Exponenzralgrössen  zusammen- 
gesetzten Funktionen. 

I.    Sei  zunächst 

80  haben  wir  nach  §•  21«  Formel  (4). 

16 
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wobei  fär  irgend  ein  ganzes  positives  p    die  CoefBzIeDten  mittelst  der 
Formel 

Jp=rp^^(p-i)i (p-l)«  +  (p-l)a(p-2)"-.(p~l)3(|>-3)«+..  (l) 
bestimmt  werden.    Hieraus  folgt  nun 

und  wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen^  wo  nun  An  eine  völlig  bekannte  Grösse  ist, 

F(«)(0)  =  — A. 

Nach  der  Mac  Laurinschen  Formel  ergiebt  sich  nun  sogleich 

1     1^      Aix     Jga?*      A^x^  ^. 

e'  +  l~"2"'    1  ""  1.2  ""1.2.3  ■^•-  ^"^^ 

Ohne  aber  die  Werthe  von  A^y  A^  etc.  zu  berechnen,  kann  man  scho0 
im  Voraus  leicht  absehen,  dass  A29  A^,  Aq  etc.  sämmtlich  der  Null 
gleich  sind.  Aus  der  obigen  Formel  kann  man  nämlich  noch  die  fol- 
gende ableiten: 

2V  +  1"-    1    "^  1.2+l.2.3  +  •••• 
und  ebenso  för  negative  x 

JL  H^ni—      A^x    A^x^      Agx^ 
2e-^+l~"^    1  "^  1.2^1.2.3  ••• 

Nun  ist  aber 

6-'  + 1*^1  +e'^     e'  +  V 
folglich  muss  auch 

AiX     Aqpc^      A^x^ 


~      I    1   +1.2+1.2.3  +  -"i 


sein  und  ditfse  CHetehüftg^  reÜnkirt  atch:  adf  dl^er  folgMiMtiSJ  ' 

oder 

Berechnet  man  die  Werttie  der  übrig  bleibende^  Grossen  Ai ,  A^  r  A^  l..., 
so  findet  man  einen  Zeichen weehsel  in  ihnen«  nämlich  Ai  =^  j[»  A^  =^'*' q  *tc 
und  daher  ist  es  vortheilhafter  auf  folgende  Weise  zu  bezeichnen : 

2llL  (In  In  ( l^nn        v 

G. = (- 1)  V 1 2-^1  -  2«  JS«  +  -  +  -^Mi  j         (4) 
SO  dass 

An  =  (^l)^Cn 

wird ,  wobei  n  immer  ungerade  ist.  Bei  dieser  Bezelchnungsweise  und 
unter  Weglassuog  der  Grössen  A2  9  A^,A^  etc.  stellt  sich  die  Gleichung 
(3)  in  folgende  Form : 

6*  +  l~"2"~   1    +l*2.3""1.2,3.4.5  +  "'  ^^^ 

Es  ist  nicht  schwer«  die  Gränisen  für  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung 
anzugehen.  Die  Funktion  auf  der  linken  Seite  bleibt  nämlich  so  lange 
eadli^fa  and  stetig  als  der  Nenner  nicht  Mull  wird,  was  für  jcs^n^-^l 
eintritt.  Es  muss  folglich  der  jedesmalige  Modulus  von  x  kleiner  als 
7C  sein. 

Zur  Berechnung  der  mit  C  bezeichneten  Grössen  kann  man  übrir 
gens  noch  eine  andere  Formel  aufstellen^  wenn  man  sich  erinnert ^  dass 
zufolge  des  §.  21.  auch  folgende  Gleichung  gilt: 


H^) 


Lie'—Lae^  +  Lte" +(— l)!^'xLc"-' 

sa (c  +  Dn+i  ' 

^orin  für  ein  ganzes  positives  p 

4==p*--rf»  +  i)j(|>-l)»  +  (n  +  lk(^^^^  (6) 

'St-    Es  folgt  dann,  weil  F(»)(^)=5s— -4«  war,  für  a:=0 

16* 
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und  nach  der  Relation  zwischen  An  und  Cn  für  eiö  ungerades  n 
»zJL 

( l'^    2        n  n  fi  n 

C„=^-^^t^-I^  +  ^---...+(-l)'^^l^)      (7) 

und  man  wird  nun  zur  Berechnung  von  Cn  diejenige  der  Formeln  (4) 
und  (7)  benutzen,  bei  welcher  der  Calcül  am  bequemsten  ist. 

II.    Wollte  man  das  Mac  Laurinsche  Theorem   auf  die  analoge 
Funktion 

1 
^— l 

anwenden ,  so  würde  man  schon  das  erste  Glied  unter  der  Form  -tt  er- 
halten, und  in  der  That  ist  hier  jener  Satz  gar  nicht  anwendbar,  weil 
die  vorstehende  Funktion  ffir  x=zO  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit 
erleidet  und  unendlich  wird.    Dagegen  kann  man 


F(a:)=-  ^ 


setzen,  da  diese  Funktion  für  a:=0  den  endlichen  Werth  1  annimmt 
und  ebenso  wie  ihre  Differenzialquotienten  stetig  und  endlich  bleibt  von 
07  =r  0  bis  07  =  2;r  V  — 'l ,  wo  eine  zweite  Unstetigkeit  eintritt.  Wollte 
man  hier  die  höheren  Differenzialquotienten  wirklich  entwickeln  und 
dann  in  ihnen  x=^0  nehmen,  so  würden  sie  sich  sämniitlich  unter  der 

vieldeutigen  Form  q- — q-  +  q-  etc.  präsentiren;    diess  lässtsich  indes* 

sen  durch  einen  sehr  einfachen  Kunstgriff  vermeiden.    Man  hat  n£mlicl» 

a? ar     _     2ar 

c*— l      «*+!""«?*»— 1' 
folglich 

Setzt  man  in  dem  Gliede  auf  der  rechten  Seite  2or=y ,  so  ist  auch  fii  ^ 

z=  l?T*)(y).2» 
oder 


» 


Für  ar=0  ergiebt  sich  hieraus 

F\n)(ß)^0{n)(ß)  =  2"/X«)(0), 

folglich,  wenn  man  f\*)(0)  als  Uobekanote  ansieht. 

Es  käme  also  blos  darauf  an  ^(")(0)  zu  finden,  was  aber  sehr  leicht 
ist,  wenn  man  die  Gleichung  (5)  mit  a:  multiplicirt.  Man  erhält  näm- 
lich zunächst 

(P(ar;-^a:     "1~+1.2.3     1.2.3.4.5  ^  •• 
unn  da  andererseits  nach  dem  Mac  Laurinschen  Satze 

sein  muss,  so  erhält  man  durch  Vergleichung  beider  Resultate  leicht 
*'  (0)  =  I- ,  <P(»)(0)  =  .(-l)5n(i-j 

btvn        ^^'  gerade  n, 

^  *  und  =  0 

rar  uneerade  n. 

m    vi  °     /.        .- 

^i.  ^^  Mitbin  ist  nach  no.  (9) 

F^  (0)  =^  ^  1  ,  FL-)  (0)=  ^^^^^^l''^^^- 

ffir  gerade  n,  ^ 

und   =  0 
^  ungerade  n. 

Es   ist  demnach,    wenn  wir    för   Fix)  ,  F(0)  ,  1^(0)  etc.    ihre 
Wertbe  substituiren: 

'  ?::rr— ^""2^  +  2*— 11.2     2*-11.2.3.4 

+25:rTT:23    •••       ^^"^ 

^tsen  wir  soeh  eur  Abkürzung 

(2n)q^i 
2«»— 1    —  ^»»-1 ' 
voraus  umgekehrt 


a^; 


l 
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folgte   SO  können   wir  die  unt^r  (5)  »nd  (10)  g^wonoenen  Resultat^  in 
folgender  Form  darstellen: 

.  mod.  ^  ^ ».     .  ) 

cx-1— .^-2+1. a"*^""!. 2,3.4^ +••••    1        (12) 
mod.  ^<J«.  ; 

und  in  diesen  Forn^elp  ist 

oder  auqfc 

wobei   die  Grössen  J  und  L  nach  dpn  Formeln  (1)  und  (6)  berechnet 
werden. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (11)  und  (12);  uqter  der  Bemer^ 
kung«  dass 

V-^1  +c'+  l^ear—  l'^e«^— e^* 
ist,  ergiebt  sich  noch 

_2 1      (2»-2)^.        (24-2)A  y      ^ 

e'-c-*'".^  l.a     *+  1.2.3.4  .,'•'[     (15) 

mod.  ;r<».  i:.  ,  ) 

III.    Ein  etwas  complizirterei?  .Beispiel  M  4ss  folgende. '  Es  se^ 

so  hat  man  nach  der  allgemeinen  Formel  no.  (7)  in  fit  SQ.,  Trenn  inwV 

2« 

setzt. 


Es  ist  ab«r  noch  Form«!  (12)  ia  §.  14. 

2cos[(/>+l)Arctani] 

/'(i.)(z)  =  (~l)H.2....p (,.  +  l)i»+.)  ■■'  ' 

mitbin 

jft^M  »\     i    i\«i  o       2 COS [ ( jg  + 1) Arctan g-* ] 

und  wenn  dies  für  /7  =  1»  2,  3,  ...  n  in  die  Formel  für  F^")(:r}  substi- 
tuirt  wird,  so  ergiebt  sdch 

i^-)(^)  =  -jr,e.2-'=««-<?-^^:2^2|^> 

(6«*  +  !)« 

a    ^  2  cos  (3  Arctan  e-*) 
(•«»+1)* 


(e«»+.l)-2- 
folgWch  fdr  ^rsrO  wegen  Arctan  1  =  j> 

a         2«  o         3«  o-»„  (« + 1) « 

2  cos -7-  2cos-T-  'icosi — '    ' 

^^obei  wir  zur  Abkürzung 

Zn  An 

—  iTicos-j-  +  Kt  -^—^8  (y^,  +  •  •  • 

cos^li^ 

-  +  (-1)»««  (^;„-x  =  ^«     (16) 


setzen  waUeo*    Ss  ist  dann  1^«*)  (0)  ?ss  An  und  mitbin 
%  Q«^tiY«  Ä?  bätt«  luftu  ^b#pso 


e'+e-'~^T'^+lT5^  +1.2.3  "^  + 
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Hier  sind  nun  die  lioken  Seiten  beider  Gleichungen  einander  gleich 
und  folglich  müssen  es  auch  die  rechten  Seiten  sein.  Aus  dieser  Be- 
merkung erhält  man  Ai  =  A^  =z  A^  etc«  =  0  und  also  bieibf  übrig 

Berechnet  man  die  Werthe  von  A2  »  A^  etc.  nach  Formel  (16),  so  fin- 
det man  einen  Zeichenwechsel  in  denselben  und  daher  ist  es  passend, 
folgendermassen  zu  bezeichnen : 

Sic  in  Stt 

^«'^"«T     ä«'^"^T     2»*"^T 

Äa«-(-i)- lÄ«^^ -^s-^:^+Ä;^y3  - ... 

„     (2«+l)« 

damit  die  Grossen  Ri^  positiv  bleiben  und 

A^  =  (— 1)»J%« 
ist.    Für  die  nach  der  obigen  Formel  bestimmten  Werthe  von  B  ist  nu^ 

^       — 1 ^  /p2  _|_       ^4       ^_ 

e«.^e-vr  1.2  1.2.3.4 


mod  ^  <  TT 


(t8) 


Die  hinzugefügte  Bedingung  moda;<-^  ergiebt  sich    aus. der  Beme^ 

kung,  dass  die  Funktion 

2 2e* 

e*  +  er-^       e^  +  i 
und  deren  Differenzialquotienten  nicht  eher  unstetig  oder  unendlich  wer^- 

den,  als  bis  a:  =  a"V— 1  geworden  ist. 

§44. 

Die  Heiken  für  die  Tangente ,    Cotangente,  Cosekanie 
und  Sekante. 

Nachdem  wir  früher  gezeigt  haben«  auf  welche  Weise  sich  cos^ 
und  sinor  mittelst  des  Mac  Laurin'schen  Theoremes  in  Reihen  v^ivan^ 


dein  lassen,  liegt  es  ikes  noch  ob,  dto  Reiben*  Mr  tän^'/^otttar  ; 
cosec^r  und  secor  zu  entwickeln,  womit  dann  die  Aufgabe,  eine  direkte 
näberungsweise  Berechnung  der  goniometrischen  Funktionen  anzugeben, 
vollständig  gelöst  wäre.  Zur  Erfüllung  der  gestellten  Forderung  be- 
darf es  aber  gar  keines  neuen  Calcüls,  indem  die  gesuchten  Reihen 
sich  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  durch  ein  paar  elii- 
fache  Transformationen  sehr  leicht  ableiten  lassen,  wie  aus  dem  Fol- 
genden erhellen  wird. 

I.    Subtrahiren  wir  beide  Theile  der  Gleichung  (11)  von-^  mit 
der  Bemerkung,  dass 

*        _'■  ■'■' 

1  1     _1  .e^— !_■  1  .  e^—  e  ^ 

2  e*  +  l      2  V  +  1     ^'    5  .    -J 

ist,  so  ergiebt  sich 

t     g^_e-S_(2«-l)g.         (2«-l)g, 

2    Xir7=l~       1-2      ^      1.2.3:T^+- 

modwP;  ^  n* 

Nehmen  wir  hier  x  =  xV — 1,  wo  nun  2,  der  Modulus  von.  .a?^  ist,  und 
dividiren  beiderseits^  mit  V  —  1  =  i,  so  wird 

1  1  _ef^-r^*  _(^-^)Ä         (24^1)^3        . 

2  T    ..       -»<-— TT2— '+    1.2.3.4   *    +    ••    \  (X) 

2    <   TT. 

Die  linke  Seite  ist  hier  nichts  Anderes,  als  Ji  tan-^ ;  aus  den  Gleichungen 

cos^  +  «sin  ~=  e«' 

cos^  —  i sin  -|  =c"^' 
folgt  Dämlich  durch  Subtraktion  und  Addition 


2  2t 


I 
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und  dorch  OiTisioo  mit  der  sweiten  io  die  ei^te 
tan-^nr- 


'^     M'..H1'- 


mi4  folglich  h»it«n  wir  oQQh  po.  (1) 

*       2—       1.2       '+    1.2.3.4   *    + 


X  ■^  n. 


(4) 


Setzen  wir  endlich  noch  z=:2x  und  muitipliziren  beiderfteits  mit  3,  so 
ergieht  sich  für  2a;  <  ar 

2«(2«-l)g,  V 

+   1.2.3.4.5.6   *   +  •  ••  / 

2  ) 

IL    Durch  heiderseitige  Addition  von  -5- zur  Gleichung  (12)  3^ 
vorigen  Pai^agraphen  erhält  man  leicht 

/  modor  <  2n 

und  für  ar^^zV^— 1  nach  Multiplikation  mit  V — 1  =  * 

2'77rjT^-7~or-iT2X4'  •• 

d.  i.,  wenn  man  dasjenige  herdcksichtigt^  was  sich  durch  Division  vcr^ 
no.  (2)  in  no.  (3)  ergiebti 

2''''*2"='TT^*"~1~2,3.4*'"'  •••     j     (6) 

«  <  271?  ) 

Für  z  =  2a?  findet  man  hieraus  nach  Multiplikation  mit  2, 


cotx^JL-^X^-J^.   o:»      •    •■  '         ■      ■■■'  •■•■"  -■  •••"'•  ^"'' 


(e      1,9     .     rX574 


(      ■■Wtu-/. 


Sl«  A ^ 


1.2.3.4.5.6  ■  1     (7) 

X  <  «.  ;      . 

III.    Ersetzt  man  ia  der  Gleichqog  (15)  des  vorigen  Paragraphen 
;r  durch  xV^ — 1,  multipliztrt  nachher  mit  V — l  =  i  und  bemerkt,  da«» 

2t       _        1        -t-    t 

e*'—  e"**     c** —  c— **     sin  x 

ist ,  so  erlebt  sich  auf  der  Stelle 
cosecar_^+       j-jg^  ^       1.2.3.4     "^ 


+  1.2.3.4.5.6'^ 

*  <  «. 


(8) 


Das  Nämliche  würde  man  auch  darch  AdditloD  der  61ei<ihuDg<än  (4) 
und  (6)  erhalten,  wenn  man  die  Relation 

^tani-  +  4cot^ 

z  z 

sm  -75-      cos  3- 1  ^ 


co8|.     »in|.]     2cos|.8ln|-   ^'**^ 

dabei  berücksichtigt  und  nachher  ^  für  z  «chreibt. 

IV.    Sübstituiren   wir  endlich   in  der  Formel  (18)   de«  vodgfü' 
Paragraphen  a?V  — I  für  x  und  berücksichtigen  5  dass 

^+e— ***      e*^+e— **     co^^  . 

....  _g — , 

ist 3  so  gelangen  wir  zur  letzten  Formel  dieser  Art  9  nSmItch 


(9) 
verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  man  auch  die  Logarithmen 


^<2' 
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der  Cosinus  und  Sinus ^  oder  was»  abgesehen  vom  Vörzeicheiiy  da^i 
Nämliche  ist»  die  Logarithmen  der  Sekanten  und  Cosekanten  mittelst 
der  so  eben  entwickelten  Formeln  in  Reihen  verwandeln  kann.  Es  ge- 
schieht diess  auf  folgende  Weise. 

V.    Für 

P(x):=zl8ecx:=z — Icosx 
wird 

— -1-^  =  tan  a: , 
da: 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  (7t-^l}mal  differenziren : 

d^Fjx)  _  dP^^  tan  w  j 

daf^  da^*^^  i 

oder  für  tan:ir=^(:r) 

F(»)(ar)=ä^<«-^)(^) 
und  folglich  auch 

/'(«)(0)  =  a>(»^i)(O). 

Ans  der  Gleichung  (5)  erhält  man  aber  sehr  leicht ; 

n 
wenn  n  gerade  ist 

=0 
für  ungerade  n^ 

Nach  dem  Vorigen  folgt  nun 

F(»)(0)    _  2«(2ft— 1)^,1-1    1^ 
OT3..»        1.2.3. .n     'n 
für  gerade  n  : 

=  0 
für  ungerade  n* 

Wendet  man  jetzt  auf  die  Funktion  F(x)z=zlseca:  den  MacLai^^ 
rin'schen  Satz  mit  der  Bemerkung  an»  dass  F(0)=0  ist»  so  ergieb^ 
sich  auf  der  Stelle 


laecx j-^ 2"+    1.2.3.4      T 


2<'(2<»-l)l?.  £»  ^ 

+  1.2.3.4.5.6  •F+-  •        ^*"' 


und  diese  Gleicbupg  gilt  für  alle  ^<^>   weil  die   FnaktioD  FC^;)  so 


wie  ihre  DiferentiaiqiiotteDton  erst  an  der  Stelle  «= j    oestetig   und 
uneBdliGh  werden. 

VI.    Nimint  man 

F{x) = l(x  cosec  ar)  =  to  —  /sin  ar , 
so  wird 

^(f)  =  i-cota:. 
dx         X 

folglich  lür  l  —  cota:=^(a:), 

F(«)(ar)=^(«-^)(ar) 
und 

'     Stellt  man  aber  die  Gleichung  (7)  in  folgender  Form  dar: 

X  1*2  J.2.0.4 

«0  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

ftr  gerade  n 

=  0 

^ilr  ungerade  n«  mithin  nach  dem  Früheren 

FW(0)  _,  2»J3;>-.i     J. 
1.2.3..n      1.2.3..n'n 
fi^t'  gerade  n 

=0 
^»^  ungerade  n. 

Mit  Hfilfe  des  Mac  Laurin'^chen  Theoremes  ergiebt  sich  nun  fiir 
^C^=/(^  cosec  a)  und  unter  der  Rücksicht,  dass 


i^t 


.  V^in  xj 


'('<— )=T§?+ol4T+-  ("> 


^^fl  diese  Gleichung  gilt  für  alle  or  <  »,  weil  F{x)  erst  für  x^s>  ua^ 
^t^tig  und  unendlich  wird.  Eine  etwas  bequemere  Form  der  Gleichung 
*^  noch  die  folgende 
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2gi?5        ^    •      >  (12) 

1.2.3.4.5.6'  6  l   . 

Ar<».     .  ) 

Differenzirt  man  die  Gleichungen  (10)  und  (12),  so  kommt  maft  fiatffr* 
lieh  wieder  auf  die  früheren  in  (5)  und  (7)  zurück. 

§.45. 
Die  Bemoullischen  Zahlen  und  die  Sekantenkoeffizienten. 

Wir  haben  in  den  Betrachtungen  der  beiden  vorigen  Paragraphen      1 
folgende  zwei  Reihen  von  Grössen  keniieo  gelernt: 

J^\     9    B%     ,    B^     y    ßf9     .... 

und 

■ßa  »  -^4  >  B^  f  B^s  «f. 
welche  in  der  gesammten  höheren  Analysis  eine  wichtige  Rolle  spielet^» 
wo  sie  bei  mehreren  Untersuchungen  torkommen,  und  denen  man  de^^" 
halb  besondere  Namen  gegeben  hat;  es  heissen  nämlich  Bj^  ^  Bfg  ,  ^^ 
etc.    die    Bernouilischen    Zahlen    und   B^  9  B^  »  B^  etc.  di  ^ 
Sekantenkoeffizienten.    Wir  wollen  nun  hier  zeigen ,  auf  welct»^ 
verschiedene  Weisen  dieselben  berechnet  werden  können,  wenn  m^-^ 
nicht  von  den  bereits  entwickelten  Formeln  (13),  (14)  und  (17)  in  §.|43- 
Gebrauch  machen  will. 

I.    Mnltiplizirt  man  die  Gleichung  (6)  des  vorigen  Paragraphen 

mit  sin  z  =  2  sin -^  cos -^,  so  wird  die  linke  Seite  derselben 
2  2 

und  die  rechte  ^    . 

Setzt  man  nun  für  cosz  utid  sinz  die  gleichgelteoden  Reihen  und  fuhrt 
die  auf  der  rechten  Seite  angedeutete  Multiplikation  wirklich  aus ,  so 
erhäh  man. zwei  nach  geraden  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reiben, 
IB  d^neii  mab  die  Coeffiziepten  gleicher  Potenzen  votf  "z  mit  einander 
vergleichen  kann.    Führen  wir  zur  Abkürzung  die  Be^dcbnutig 


286 

1.2.3. .maam' 
eia,  so  gieM  die  Ansfährung  der  Muldpllkätlttn  folgende  Gleldrang: 

I  r  ^  S'./      3'.4'  ^  1.6'  1 

+ 

lod  die  Vetgleichang  der  CoefMeüten  vod  if;  we  <k  ein«  gerade  Zahl 
vOlst: 

2  •  ^ -^jw  ^  («-!) -^^    ^«-ä)'.4'  +'(n-»y:6'  •••• 

Ourch  Multiplikation  mit  (n-^1)*  ftrgiebt  sich  hieraus 

.    (n+l)  n(n-l)(n-2)(n^)(w>^ 
^  1.2*a.4.5.6  ^*""- 

d-  i  nach  der  bekanuten  Bezeichnung  der  iKnomialkoeffizienten 

^  =  (w+l)aßi-(w+l)4B3  +  (^+l)6^5 --•..• 
uDd  wenn  man  n=nt — 1  setzt»  wo  nun  m  übgerade  ist: 

•"2 — =^2^ — wi^Äj +1115^5—...  (O 

Aus  dieser  sehr  einfachen  Formel  erhält  man  laicht  die«  BernouUischen 
^blen^  wenn  man  der  Reihe  nach  7tt:=:3|  S,  7  etc.  nimmt  nach  fol- 
gendem Schema: 

m=3  giebtl  =3.i?i  folgL  J%  =  1 

m=6  giebt  ^=10. ^ -^5^=10.  ^  -öÄa  folglich  i%i=^ 

u.  s,  f. 
ffienns  ersiebt  miin,  d^ss  die  GleichuDg  (1)  irgend  eine  BernoiiUiscIie , 
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Zahl  aus  allen  ihren  Vorgängern  berechnen  lehrt«  dass  sie  mithin  eiDe 
sogenannte  Rekursionsformel  ist. 

Mittelst  eines  ganz  ähnlichen  Verfahrens  Hesse  sich  noch  eine 
ganze  Reihe  solcher  Formeln  entwickeln;  sa  hätte  man  z.  B.  aus  (7) 

cosx=sinar(i  -^f-*--  ^^^'--') 
und  aus  no.  (5) 

und  konnte  nun  für  cosa?,  sino?  die  gleichgeltenden  Reihen  setzen«  die 
angedeuteten  Multiplikationen  ausführen  und  daqn  eine  Coeffizienten- 
vergleichung  vornehmen ;  man  vi  ürde  aber  zu  weniger  einfachen  Formelo 
gelangen«  weil  die  verschiedenen  Potenzen  von  2  sich  in  diesen  Calcül 
einmengen. 

Behandelt  man  ebenso  die  Gleichung  (9)«  ind^m  man 

'        l=cosa:(l+:^4:a+|l^+^«:p«+..0 

und  für  cos  or  die  gleichgeltende  Reihe  setzt«  so.  ergebt  sich  ohne 
Schwierigkeit 

—  ^Jl— -SL-I-  ^— ^ö^rö 
\6'      4.2' ^2\4'       6V 

+    .,..'....■  .  •  . 

und  folglich  Ist  der   Coeffizient  von  ar^,    wo  w  nur  gerade  sein  d^^*' 
=0«  d.  i. 

^-m'      Ciii-2y.  2*  +  (m-4)\  4'      (m-^)\  fl*  +  *  * ' 

Durch  Multiplikation  mit  m   wird  hieraus 

^_m(m— 1)  p      m(yii~l)(«i— 2)(«i-— 3)  p    j^ 

ri"^  1,2.3.4  ^4+- 

oder  nach  der  Bezeichnung  der  BinomialkoelBzienten 

l=:7?i2^ — m^B^^m^Bfi  — ...  (2) 

was  eiik  def  Formel  (1)  sehr  analoges  Resultat  ist.    Für  m  =  2 «  4  ^ 
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^tc.  findet  man  leicht  £'2='*  B^=6,  ^=61  u.  s.  w.  Die  Sekan- 
tenkoefBzienten  sind  übrigens  lauter  ganxe  Zahlen;  denn  da  m  gerade 
st,  so  bildet  mmBm^=Bm  das  letzte  Glied  in  der  Reihe  (2),  und  da 
'''s  >  ^4  '  ^  ®tc.  ganze  Zahlen  sind,  so  folgt  jetzt,  dass  wenn  B^^ 
B^  ,  B^  ...  Bm-2  ganze  Zahlen  sind,  es  auch  Bm  sein  muss;  nun  ist 
aber  1X2=1  und  folglich  sind  auch  alle  übrigen  Sekantenkoeffizienten 
ganze  Zahlen,  die  beiläufig  bemerkt  ganz  ungemein  rasch  steigen. 

Auch  eine  Relation  zwischen  den  Berooullischen  Zahlen  und  den 
Sekantenkoeffizienten  lässt  sich  mittelst  der  erwähnten  Methode  ent- 
decken ,  wenn  man  nämlich  die  Gleichung  (9)  mit  sin  a:  multiplizirt  und 
in  der  so  entstehenden  Formel 

für  tan  a:  und  sin  a?  die  gleichgeltenden  Reihen  setzt.    Vergleicht  man 
nachher  die  Coeffizienten  von  o:"*,  wo  m  eine  ungerade  Zahl   ist,  so 
findet  man  ohne  Schwierigkeit 
CT— 1 

woraus  maa  für  m=l,3,5,  etc.  die  Bemoullischen  Zahlen  berechnen 
könnte,  vorausgesetzt,  dass  die  Sekantenkoeffizienten  bereits  be- 
kannt sind. 

II.  Man  kann  dagegen  auch  solche  Formeln  aufstellen,  mittelst 
^eren  man  jede  beliebige  der  mit  B  bezeichneten  Zahlen  berechnen 
lca.nn,  ohne  die  Vorgänger  derselben  zu  kennen«  .  Einige  solcher,  wie 
■■^sn  zu  sagen  pflegt,  independenter  Formeln  haben  wir  bereits  ent- 
wickelt in  no.  (13),  (14)  und  (17)  §.  13.;  wir  stellen  jetzt  noch  einige 
^inza,  welche  vor  jenen  den  Vorzug  grösserer  Eleganz  haben. 

Bezeichnet  man  tanf -j-  +  ^J  mit  F(a)y  tMnx  mit  0(a:)  und 
^^co;  ipit  ^(^),  so  ist  vermöge  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel 

F{j:)  =  0(x)  +  W(x) 
^Qd  folglidi  auch  wenn  man  nach  nmaliger  Differenziation  ^=0  macht 

jP(»)  (0)  =  OX»)  (0)  +  ^«)  (0). 

•^fir  ein  ungerades  n  hat  man  aber  vermöge  der  Reihen  für  <I>(j:)=tanx 
^«>d  y(a-)=secar 

ir 
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und  för  ein  gerades  n>0 

a>(")(0)=o ,  ^«)(0)=JB«, 

r 

WO  im  ersten  Falle  Bn  eine  Bernoulliscbe  Zahl  und  im  zweitett  eiocD 
Sekanteakoeffizienten  bedeutet     Nach  dem  Vorigen  ist  nun  auch 

f\n) (0)  =  2^^(2"+^-l)  j8^  füy  ungerade  n  )  u 

^^  n  +  1  (4)  2 

=  JBi,    fär  gerade  n      '  ^ 

und    man     kann    demnach  aus    dem    nten   DifferenziaiquotieDteii  tm 

tan  f  ^  -f-  ^  j  eine  Formel  zur  Berechnung  der  Bernoul tischen  Zahlen 

sowohl  als  der  Sekantenkoeffizienten   ableiten.     Um    nun  jenen  Dife* 
renzialquotienten  zu  entwickeln,  bemerken  wir  zunächst,  dass 

F(^)_  tan  (j  +  ^  j  =  _^  =         ^  ^ 

ist,  oder  wenn  man  cos ^  und  nn^  durch  imaginSre  Expoaeuia^fS'' 
sen  ansdrOckt: 

d.  i.  durch  Multiplikation  von  Zähler  und  Nenner  mit  ie^S 

^*'- <(e^+l)-.(e«f-l)  -(i_l)e«*+(rn)' 
und  wenn  man  Zfibler  und  Nenner  negativ  nimmt: 

Duch  Multiplikation  mit  j-^-  wird  hieraus  unter  der  Bemerknng,  da.^ 
l  +  t>=Oist 


wofth*  fiMLii  endlich  auch  schnoben  kann 

Hieraus  folgt  nun  unmittelbar 

Zur  Entwicklung  difeses  Differentialquotienten  kann  man  tsirei  TerseM««' 
deue  Wege  einschlagen^  welche  dann  auch  zu  verschiedenen  Formeln 
führen. 

A.    Nehmen  wir  in  der  früher  abgeleiteten  Formel 

-^i— -I 

=-;iJ.(;=^.)-?'(?s.)'+-+<-w...(?^.r! 

a=:t  und  z=3n,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  nach  no.  (2) 

=<"  p,  (Ä)-'.(Ä)'+-+<-»"-**'  (Är'i  • 

folglich  rar  ;r=0 

Um  hier  eine  Sonderung  der  reellen  und  imaginären  Grossen  vorneh- 
men zu  kSnnen»  bemerken  wir,  dass 

1— i  =  V2(cosJ-/arnjV 
folglich 

I         cosx+*sin-j        ^ 

r^-==      VT   ^ 

^nd  nach  dem  Molvre'schen  Satze 

mn  .  .  ,  »wiP 
2  co8-j-  +  isin-j-  ,* 

(1— Qm=  (VT)»  '  ^-" 

*^t.    Bringen  wir  diess  In  der  Formel  fär  F^)(0)   in  Anwendung,  so 
^»gtebt  sich 

17* 
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In  2n  (n+l)7t\ 

„  cos  -j       „   cos  "X  „       cos-^^ — j-^  / 

(       .     JT  .2«  .    (n+l)7c\ 

Hier  Sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden ,  ob  nämlich  n  ungerade  oder 

gerade  ist;  im  ei;sten  wird  t*»— *  reell  =  (—1)  2    und  i*»  imaginär  =  ( —  1)  2  i 
und  folglich  haben  wir  durch  Vergleichung  mit  no.  (1) 

2n+l(2n+l-l) 

— ^TI — ^  ^^^ 

;r  Stt  (n  +  1)« 

2ZJ.  /  n    COSj        „    COS-j-  „         cos jr— 

'     VY        (V^2)«  (VY)«+i 

.    TT           .    2ji;                                     .   (w+l)jr 
„  smj      „  sin-T-  „       sin j — 

0=Ji-rr^-J^— j=Zr- +  ....+ (-l^Jn^l 7=- (7) 

VI  (V2)«  (V¥)»+i 

Ist  dagegen  «  gerade,  so  wird  i*»  reell  =( — 1)^  und  i»^* imaginär  und 
folglich  ist  wieder  durch  Vergleichung  mit  (1) : 

I,   n  ,  27C                                    ,    (n  +  l)7C\ 

„  sin  T-  „  sin^  «       s>n 7 /     /g) 

V2  (V;2)2                                   (V3)»+i  ) 

TT  27r                                         (n  +  l)jr 

n    COSj         „COS^  „  cos j-^ 

V2  (V2)2^  (V¥)»+i 

und  von  diesen  vier  Gleichungen,   in  welchen  die  Grossen  J  nach  d^ 
blikaDnten  Formel    .^ 

^         J^=;,»-(;,_lX(;,_l)«  +  (;,-l)^(p-2)«--....        (10) 

bestimmt  werden,  dient  die  erste  zur  Berechnung  der  Bernoullisch^^ 
Zahlen  und  die  dritte  zu  der  der  Sekantenkoeffizienten.  Beide  Forhie^  ' 
JMSen  sich  übrigens  so  zu  sagen  unter  einen  Hut  bringen,  so  dass  d^ 
Unterscheidung  von  ungeraden  und  geraden  n  wegfallt;  setzt  m^ 
nämlich : 

i-(_l)«   n.(-i)'» 
«— — ö — ,v— — 9 — '  (**> 
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80  enthält  die  Gleichung: 

2*(«+i)(2««+i— 1) 

(                      7t    ^          ,     7C                           27t   ^          ,     27t 
2zl    I  n    BCOS-r  +  Tiam-T        n   B  COS -r  +  IJ  8in --r- 
=  (-1)2     {j  4        4_.  4^ 4^^ 


„       6C0S j^  +  fism T-^(  , 

....  +  (- l)«/„+i L..^ 1_  (12) 

(V^)«+i  1 

die  Formeln  (3)  und  (5)  gleichzeitig  in  sich.  Ffir  ungerade  n  wird  näm- 
lich €=1  und  17=0»  für  gerade  n  dagegen  €=0  und  ti  =  l9  wodurch 
man  auf  die  genannten  Gleichungen  zurückkommt »  wenn  man  sich  die- 
selben durch  2  dividirt  denkt. 

B,     Anders  gestalten  sich  die  Ausdrücke,    wenn   man   sich   zur 
Bestimmung  von  F(»)(0)  der  Formel 


bedient  9  worin  die  Grössen  L  mittelst  der  Gleichung 

£^=p«-(n  +  l)i(p-l)«+(n  +  l)a(p-2)«-....     (13) 
l>estimmt  werden.    Man  findet  nämlich  für  a=i^  %-=xi  und  nach  no.  (5) 

4F(«)(a:) 

^nd  für  jr=0,  wenn  man  mit  i^  in  die  Parenthese  multiplizirt, 

tF(«)(0)  (14) 

^ie  in  Paranthese  stehende  Reihe  zerfällt  wegen 

j-2«-i— .(_l)«-i£  ^  i«i»-a==(_i)ii-i 

j-«„_3--(_l)n.-2/  ,  i'a»-4  =  (— 1)»-2 

u.  s.  f. 
"^  eine  imaginäre  und  eine  reelle  Partie,  nämlich 
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(-i)«-ii£i-fa+£5--...i'' 

wobei  die  eingeklammerten  Reihen ,  die  wir  für  den  Augenblick  mit 
P  und  Q  bezeichnen,  wollen«  nur  so  weit  fortgesetzt  werden,  dass 
kein  Index  die  Zahl  le  übersteigt.    Setzen  wir  nun  in  no.  (14) 

(-^l)«-i(P»+ö) 
für  den  Inhalt  der  Parenthese »  so  wird 

^  m  (0)  ^   ^  |;ll,Qn.f  1—  -'„        .    .     ^      n+i 

"^        ^  [V2(co9j'-tsi0j)] 

/w  ■  ^\  /      (w+l)7r    ,   .   .    (n+^)7t. 

(Pl+Q)  (C08^ 'I  "^  *  ^^^  >'■'/■        ) 

d.  i.  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Multiplikation  im  Zähler 

2  (V^2)»+i  4         '  4 

-  _L_  (Pcos^^^ii?  +  ösin(«  +  liÜK 
(V¥)»+i  4  4 

Da  wir  aber  aus  no.  (4)  wissen,  dass/^»)(0)  immer  reell  ist,  so  mu»« 
der  Fabtor  von  i  für  sich  Mull  sein»  so  das« 

2ir 

übrig  bleibt»  Berücksichtigen  wir  endlich,  dass  die  beiden  für  F^»)(ßi 
in  no.  (4)  angegebenen  Werthe  in  der  Formel 


2n  +  l 


zasammengefas^t  werden  können ,  so  gelangen  wir  vermöge  der  Bed^^' 
tungen  von*  P  und  Q  zu  folgendem  Endresultate : 

WlTn+V) ■  *•  ^**^ 

,  J        5       S  .    .    (« +  IJ » 

n  n  n  (n4-t)7C 
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Em  in0ge  endlich  noch  bemerkt  werden ,  dass  die  bisherigen  Formeln 
in  eine  weit  elegantere  und  symmetrischere  Gestalt  gebracht  werden 
können«  sobald  man  von  der  herkuromlichen  Bezeichnuogsweise,  der  wir 
hier  gehuldigt  haben,  abgeht  und  die  folgende  einführt: 

•~'  =  '  +  %f*+r^  + m 

wobei 

Gl  ,  G^  ,  G^, ,..  die  Tangentenkoeffizienten« 
G2  9  64  9  Gq,  ...  die  Sekantenkoeffizienten 

weissen  mögen«  so  dass  die  Bernouillischen  Zahlen   weiter  nicht  ge- 

»raucht«  aber  vermittelst  der  Relation 

g- Z^p^i  =  Ga»-!    oder     ^„-j  =  p-— — j^  Ga»-i 

US  den  TangentenkoefBzienten  abgeleitet  werden  können«  während 
nmer  .fi^n  =  G^^n  ist.  Multiplizirt  man  nun  die  Gleichung  (16)  mit 
osor«  setzt  für  sin  x  und  cos  or  die  gleichgeltenden  Reihen  und  ver- 
;leicht  dann  die  Coeffizienten  von  ^r^«  wo  m  immer  ungerade  ist«  so 
indet  man  für  die  Tangentenkoeffizienten  die  Rekursionsformel 

1  =  mi6?i— wi3G8  +  wi5  6?5  — ...  «  m  ungerade«       (18) 

velche  der  für  die  Sekantenkoeffizienten  entwickelten 

1  =  iiia6?2— wi4G4  +  möG6  — ••••  >  wt  gerade,        (19) 

^oUkemmen  analog  ist  Zugleich  ergiebt  sich  aus  no.  (18)«  dass  die 
Brussen  Gi  ,  G^  ,  G^etc.  sämmtlich  ganze  Zahlen  sind  wie  dieSe- 
^ntenkoeffizienten.    Ferner  hat  man 

folgfich  für  F(x)  *=  *anrf+  l)  '  ^"^(0)  =  Gn  und  mithin  nach  dem 
'AT  F(")(0)  gefundenen  Werthe 

"•^^  n  n  n  .     (ll  +  i)?C 

n  «  »  (n  +  1)»  1'^' 
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WO  eine  UnterscheiduDg  gerader  oder  ungerader  n  gar  Dicht  mehr  Tor* 
kommt  ^). 

§.  46. 
Die  Reihen  für  die  cyklomeirischen  Funktionen, 

Zur  vollstäDdigen  Lösung  des  Probiemes,  die  sämmtlichen  Funk- 
tionen der  algebraischen  Analysis  in  Reihen  zu  verwandeln ,  fehlt  uns 
noch  die  Entwickelung  der  Reihen  für  Aresin  a:,  Arccos  or,  Arctanj 
u.  s.  w.    Dieselbe  lässt  sich  auf  folgende  Weise  bewerkstelligen. 

I.  Fär  Fia")  ^  Aresin  a:  könnte  man  auf  die  früher  abgeleite- 
ten Ausdrücke  von  f^^)(ar)  zurückgehen»  um  daraus  für  a:=zO  das  all- 
gemeine Glied  der  Mac  Laurin'schen  Reihe  nämlich 

F('')(0) 
1.2...W 

zu  entwickeln ;  man  gelangt  aber  weit  kürzer  durch  die  Bemerkung  zum 
Ziele»  dass 

<Z»Arcsinar__  ci?"~^.  /        1        \ 
dx^  Ar»-*  V  V"l  —  x^J ' 

folglich  für  (1— a:«)"^  =  ^(x), 

und  mithin  auch 

F(«)(0)  =  4>(«-i)(0) 

ist    Vennöge  des  Binomialtheoremes  hat  man   aber  unter  der  Bedio' 
gung  1  >  a:  >  —1  und  für  f*  =  —  |- 


^{x)  z=z 


und  hieraus  findet  man  sehr  leicht 


=  i  +  ^.»+|-J^  +  ^^  +  ... 


*)  £8  wäre  für  die  Eleganz  des  CalcüU  sehr  zu  wönscben,  da«s  die  ^^ 
lytiker  auf  den  im  Obigen  enthaltenen  Vorsehlag  eingehen  möchten,  was  •^ 
so  leichtei'  sein  dürfte,  als  der  Buchstabe  G^  der  hier  eine  spezifische  ^ 
deutang  erhalten  hat  (etwa  wie  9r),  sonst  nur  äasserst  selten  gebraucht  ^^ 
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<.(n^xK0)=»-«;«-^;-^)l.2...(n-l) 

für  ungerade  n, 

und  =0 

für  gerade  n,   folglich  vermöge  der  vorigen  Relation  zwischen  F('*)(0) 
Bod  *(»-i)(0) 

/^»)(0)     ^1.3.5...(w— 1)   1 
1.2.3...»  2.4.6...W      '  n 

Diese  Formel  ist  nur  für  nz^l  unbrauchbar;  in  diesem  Falle  hat  man 
iber  unmittelbar 


-«=vi^.T-- 


Berücksichtigt  man  nun  noch  die  Gleichung  F(0)  =  0  ,  so  giebt  die 
Anwendung  des  Mac  Laurin'schen  Satzes 

Arcsin:r=j.  +  -y+^^-^+j^^j-g.y  +  .;.  (1) 

und  diese  Gleichung  gilt  so  lange,  als  keine  der  Funktionen  F{x), 
F'(x)  ,  F"(x)  etc.  unstetig  oder  unendlich  wird.    Man  hat  nun 

1 


r(x)  = 


VI  — a:« 

und  die  übrigen  Differenzialquotienten  sind  Brüche,  deren  Zähler  ver- 
schiedene Potenzen  von  x  mit  ganzen  positiven  Eb[ponenten  enthalten 
uod  deren  Nenner  Potenzen  von  1 — x^  sind.  Hieraus  folgt  sogleich, 
dass  erst  für  x=l  ein  Unendlich  werden  von  F' (x)  ,  F"(x)  etc.  ein- 
treten  kann,  und  dass  mithin  die  Gleichung  (1)  für  jedes  x  <,!  richtig 
bleibt 

Bemerkt  man,  dass 

Aresin  x  =  Arctan  -— _    — 
VI— a;« 

'^t,  so  hat  man  auch 

.     .  X  X  ,  Ix^  ,  1.3^*    , 

^''*^"  VT^^«=l"  +  2  3+2r4  5^  +  •    • 

X  <,! 

^erfSr 
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=  z,    also  X  == 


Vi— ar«  Vi  +  z« 

wo  nun  durch  jedes  beliebige  reelle  x  die  Bedingung  :r  <  1  erRillt  irird 

Arctan  z 

—  1         z         ,  11  /        z       \\  1.3    1/       z       Y    ,  ^. 

~1  VT+^^2  3\,^r+l2>/  +2.4-5VVTT^/  ^-'^^ 
Ffir  die  Entwickelung  von  Arccoso:  in  eine  Reihe  bedarf  es  keines 
neuen  Caicüls,  da  nämlich 

Arccos  o:  =  ^  —  Aresin  x 
ist^  so  hat  man  auf  der  Stelle: 

Arccos.:  ^^-j--^^-^^-...  ^^^ 


X  <,!. 

II.    Will  man  Arctan  x  in  eine  Reihe  verwandeln ,  so  kann  man 
sich  entweder  der  früher  entwickelten  Formel 

...  sin  (w  Arctan—) 

rf«Arctana:  ^  (_i)«-ii.2...(»-l).  ^ 


€i.r» 


(1+^^)*" 


oder  einer  der  in.  no.   I  benutzten  ganz  ähnlichen  Methode  bedienen, 
indem  man  bemerkt,   dass  für  F(x)  =  Arctan  a;  ,   P  (x)  zu  W{x)  ^ 

1 

und  folglich  auch 

f\»)(0)  =  «'(«-i)(0) 

ist.    Man  hat  aber  für  o:  <  1 

"^{x)  =  y-i^  =  1  -  o;«  +  jr*  -  o:«  +  ... 
und  hieraus  findet  sich  sehr  leiöht 

^(«-i)(0)  =  (— 1)  «  1.2...(w— 1) 

für  ungerade  n, 

=  0 

für  gerade  n,  und  mittelst  der  vorher   gezeigten  Relation   »wiscb^ 
F(»)(0)und  V'(»-^)(0), 


2i8 

1.2.3...«"^       « 

r  ungerade  n, 

r  gerade  n.  Die  Anwendung  des  Mac  Laurin'schen  Theoremes  giebt 
tzt  wegen  F(0)  =  0, 

Arctan  x  =  = ^  +-^  —  ••••  (4; 

1  t>  0 

le  Gränzen  für  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  bestimmen  sich  aus 
r  einfachen  Bemerkung,  dass  die  Funktionen  P(x)y  F"(x)  etc.  für 
=  1 .  V — 1  unendlich  werden  und  dass  folglich  x  K,  l  sein  muss. 

Da  nach  einer  bekannten  Formel 

X 

Arctan  :r  =  Arcsin 


t»  80  hat  man  auch 


A*««:«         *  X     x^  ^  x^ 

Arcsin       ^        a==r""^ +ir  "^ 


ndfvLr 


:=  %9  also    X  =^ 


i'o  min  z  <  sein  muss,  wenn  ^  <  I  bleiben  soll : 

Will  man  Arccot^rsr  Arctan  ^  berechnen,  so  braucht  man  Mos 

X 

*«  Formel 

Arccot^  =  Arctan  —  =:;r-  —  Arctan  ;r 

*     2 

'zuwenden,  indem  man  flir  x  die  oben  entwickelte  Reihe  setzt 
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Berücksichtigt  man  die  Gleichung 

Arctana  +  Arctan/3  =  Arctan   f      "^, 

1 —  aß 

welche  immer  gilt,  sobald  a  <1  und  /?<1  ist>  so  hat  man  auch  noch 

ß  ^3^6  y  (6) 

«  <  1  ,15  <  1, 

wovon  wir  später  eine  interessante  Anwendung  machen  werden. 

§.  47. 
Die  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen, 

Wenn  wir  nach  der  langen  Folge  von  Consequenzen ,  welche  sich 
an  das  Theorem  von  Mac  Laurin  und  den  in  §.  41.  entwickelten  Satz 
knüpfen,  von  dem  reichen  Detail  des  Calcüls  absehen  und  uns  noch 
einmal  zu  einem  Ueberblicke  über  das  grosse  Ganze  dieser  Untersu- 
chungen erheben,  so  finden  wir  den  hervorstechendsten  Charakterzag 
derselben  darin,  dass  der  Gedankengang  stets  mit  der  Forderung  an- 
fangt, eine  ihrer  Form  nach  gegebene  Funktion  in  eine  nach  stei- 
genden Potenzen  der  Variabelen  geordnete  Reihe  zu  verwandeln,  so 
weit  diess  überhaupt  möglich  ist.  So  wie  nun  hier  die  Funktion  als 
das  Primäre  auftritt,  wovon  noch  eine  andere  in  gewisser  Hinsiebt 
weitläufigere  Form  gesucht  wird,  so  Hesse  sich  auch  die  umgekehrte 
Aufgabe  stellen,  nämlich,  wenn  eine  Reihe  gegeben  ist,  diejenige 
Funktion  zu  suchen^  welche  unter  Anwendung  des  Mac  LauriD'acbei 
Theoremes  die  vorherbestimmte  Reihe  reproduzifen  würde;  mit  ande- 
ren Worten:  dem  Probleme  von  der  Verwandlung  gegebener 
Funktionen  in  Reihen,  steht  das  Problem  der  Summirung  ge- 
gebener Reihen  gegenüber.  Um  diess  zunächst  an  einem  Beispiele 
EU  erläutern^  betrachten  wir  die  Aufgabe,  die  Summe  F(w)  der  Reihe 

1*  1*3  i*ö         /»»/ 

j— -  x+  5—  y+  ••• 

aufzufinden.    Bei  dieser  sehr  einfachen  Form  reicht  es  hin,  den  Dife- 
renzialquotienteo  von  F(x)  zu  qehmen ,   um  sogleich  auf  eine  andere 
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Reihe  zu  kommen «  deren  Summe  schon  bekannt  ist;  man  erhält  nämlich 

F'(^)  =  l— ar2  +  a:4— 0:«+... 

=  TT-- — g  wenn  x<  1  ist, 
l  +  ar* 

und  folglich  muss  F{x)  eine  solche  Funktion  von  x  sein,  dass  F'{x) 
=  12  werden  kann.    Hier  zeigt   nun  ein  Blick  auf  die  bekannten 

Differenzialfonneln,  dass  F(^)  =  Arctanjr  +  C  sein  müsse,  wo  C  eine 
beliebige  Constante  bedeutet,  so  dass  man  also  für  a:<l 

J^— ^+  ^  -....  =  Arctana:+C 

bat,  wo  sich  nun  die  Constante  C  leicht  bestimmen  lässt,  wenn  man 
:r=0  setzt;  man  findet  nämlich  C=0,  wodurch  die  obige  Gleichung 
auf  ein  schon  bekanntes  Resultat  zurückkommt.    Man  wird  sehr  leicht 
bemerken,  dass  Aufgaben  dieser  Art  nicht  mehr  in  die  Differeoziai- 
rechnung  gehören,  wie  das  direkte  Problem  von  der  Verwandlung  der 
gegebenen  Funktionen  in  Reihen,  sondern  vielmehr  der  Integpnürech- 
Dung  anheim  fallen   müssen,    weil  es  bei   ihnen  darauf  ankommt,  aun 
den  Differenzialquotienten  einer  ihrer  Natur  nach  unbekannten  Funktion 
diese  letztere  zu  bestimmen.    Wenn  nun  aber  auch  hier  an  keine  wei- 
tere Auseinandersetzung  über  dergleichen  Aufgaben  zu  denken  ist,  so 
giebt  uns  doch  die  blose  Kenntniss  derselben  schon  zu  einer  Untersu- 
chung Gelegenheit,  welche  jedenfalls  der  Lösung  einer  solchen  Aufgabe 
Toraasgehen  muss  und  die  auch  für  die  Differenzialrechnung  von  eini- 
ger  Wichtigkeit  ist.    Bevor  man  sich  nämlich   nach  den  Rechnungs- 
operationen umsieht,  mittelst  deren  man  die  Funktion  aufsucht ,  welche 
der  gegebenen  Reihe  gleich  sein  soll,  muss  man  erst  wissen,  ob  eine 
solche  Funktion  überhaupt  existirt,    weil    man    sonst   viel  Mühe  und 
Scharfsinn  aufbieten  könnte,    um   etwas  zu  suchen,  was  nirgends  zu 
finden  ist.    Dass  es  in  der  That  solche  Fälle  geben  kann,  in  welchen 
®s  Tborheit  sein  würde,   nur  den  Griffel  anzusetzen,   kann  man  leicht 
an  einzelnen  Beispielen  sehen.    Wäre  z.  E.  die  Summe  der  Reihe 

aufzusuchen,  so  hätte  man  für  :i:<l  ,  —  >1  folglich  ^  +  ^  ^  *     ^* 
mithin  wäre  die  fragliche  Summe  >1+1  +  1+...  d.  h.  sie  wäre  unan- 
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gebbar,  well  «le  jede  ai^ebbare  noch  eo  grosse  Zahl  übersteigt:  ttr 
x=l  wäre  sie  c=:2-t-2-f  2-|'**«»  also  ebenfalls  uDendlieh  und  für  a:>l 

wäre —<1  und  07-1 — wieder  >l9fölglich   die  Sache  wie  im   ersten 
a:  X 

Falle.  Da  nun  ein  vierter  Fall  nicht  möglich  ist»  so  folgt ,  dass  es 
keine  endliche  bestimmte  Funktion  F(a7)  geben  kann,  der  man  die  obige 
Reihe  g  I  e  i  ch  setaeo  dürfte.  •-«  Während  wir  also  früher  untersuch- 
ten» welchen  Bedingungen  eine  gegebene  Funktion  genügen  muss»  wenn 
sie  sich  nach  dem  Mac  Laurin'schen  Theoreme  in  eine  Reihe  soll  ver- 
wandeln lassen,  so  müssen  wir  jetzt  umgekehrt  fragen  »^welche  Bedin- 
gungen muss  eine  gegebene  Reihe  erfüllen ,  wenn  sie  einer  bestimmten 
endlichen  Funktion  gleich  sein  soll.  Man  kann  diese  Frage  auch  noch 
auf  einen  anderen  Ausdruck  bringen ,  wenn  man  durch  eine  l>efiDi(kt 
den  Unterschied  zwischen  solchen  Reihen ,  die  einer  bestiisniteir  eod- 
liehen  GrOsse  gleich  sind  und  denen,  wekbe  dieser  Eigenschaft  ennaih 
gelD>  fest  hält.  Denken  wir  uns  nämlich  eiMe  Reihe  von  Grossem  % 
1^  ^  fl^  «^  •  •  nn—\  >  die  so  beschaffen  sind,  dass  der  Wtrth  einer  jedei 
dttreb  ihre  Stelle  bestimmt  wird ,  oder  dass  überhaupt  irgend  eine  «« 
aus  ihnen  eine  gegebene  Funktion  9)(m)  ihres  Index  bildet,  nodsetsn 
wir 

so  büdet  offenbar  «SW  eine  gewisse  Funktio»  der  jGliederanzafal  n«    Mi^ 
^  cheD  wir  nun  die  vorliegende  endliche  Reibe  dadureh  zk  etoer  uMtd- 
liehen,^   dass  wir  die  Termenzahl  n  unbegränzt  wachsen  fansea,   ndi- 
meti  also 

Lim  i$|g  =  «0  4-  ^j  +  «2  +  ^  +  •  •  •  1**^  '**f» 
so  sind  hinsichtlich  der  Funktion  ßn  zwei  verschiedene  Fälle  mSglfcl; 
entweder  nämlich  nähert  sich  dieselbe  für  unausgesetzt  zunehmende  a 
einer  bestimmten  angebbaren  Grosse  als  Gränze ,  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  heisst  die  unendliche  Reihe  eine  convergente  und  Lim  «Sa» 
was  zur  Abkürzung  mit  5  bezeichnet  werden  möge,  ihre  Summe,  so 
dass  also 

Ä  =  «0  +  Ml  +  «2  +  «s  +  .  • .  Inf. 
ist,  im  zweiten  Falle  nennt  man  die  unendliche  Reihe  divergent, 
und  da  hier  Lim  Sn  nicht  angebbar  ist,  so  kann  auch  keine  solche 
Gleichung  wie  vorhin  aufgestellt  werden.  Man  darf  demnach  sagen: 
nur  die  convergenten  Reihen  haben  Summen,  die  divergenten  dagegen 
nicht,  oder  auch:    nur  eine  convergente  Reihe  gilt  einer  bestimmrteB 
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GrOsae  gleich 5  während  es  keine  Gnlsae  giebl^  der  ma»  «ine  difer- 
gente  Reihe  gleich  setzen  dürfte.  M«i  kann  diesen  Ausspruch  auch 
sogleich  umkehren;  weiss  man  jj^inlich  im  Voraus »  das«  die  Glel- 
chang  Sz:^Uo-{-Ui  -\-U2'{'  etc«>  W^rin  jS  eine  itnendliche  Grusse  be- 
zeichnet,  statt  findet  >  so  rauss  die  Reihe  rechts  nothwendig  convergi- 
ren ,  denn  wäre  diess  nicht  der  Fall,  so  würde  es  keine  Grosse  geben, 
mit  der  man  sie  identifiziren  konnte,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Es  giebt  demnach  zwei  verschiedene  Wege,  um  über  die  Con- 
vergena  von  Reihen  überhaupt  z»  entscheiden.    Kennt  man  nämlich  im 
Voraus  die  Bedingungen,    unter  welchen   eine  Grösse   iS  in  eine  (ihr 
gleiche)  Reihe  von  der  Form  «0+^1  +tta  +  etc.  verwandelt  werden  kann, 
80  weiss  man  a  priori  die  Umstände,  unter  welchen  die  letztere  con- 
vergirt;     ist   dagegen  iS  nicht  gegeben,    sondern  die  Reihe,   so  muss 
man  a  posteriori  die  Bedingungen  ihrer  Convergenz  aufsuchen.    Die 
erste  Aufgabe,  nämlich  die  Bestimmung  der  Umstände,  unter  welchen 
die  Verwandlung  einer  Funktion  S^F(a!)  möglich  ist,    habe»  wir  für 
den  Fall,   dass  die  fragliche  Reihe  nadi  steigenden  Potenzdl  der^a- 
riabelen  a  fortschreitet,  in  §.  4L  gelöst  und  können  jetzt  das  Resultat 
in   folgende  Worten   zusammenfassen :    „  die   im   Theoreme   von  Mac 
Laurin  vorkommende  Reihe  convergirt  so  lange,   als  der  Modulus  von 
X  unter  dem  kleinsten  von  den  Modulis  liegt,  für  welche  die  Funktion 
^x)  oder  irgend  einer  ihrer  Differenzialquoti/enten  unstetig  oder  unend'- 
lieh  wird;^'     dagegen  liegt   uns  noch  'die  Untersuchung   ob,    welche 
a  posteriori  die  Convergenzbedingungen  für   eine  gegebene  Reihe  auf- 
sacken soll. 

Es  ist  nun  sehr  leicht,    wenigstens    eine  der  Bedingungen  änzu* 
geben,  unter  wetchen  allein  eine  Reibe  wie 

<2oo?trgirea  kann,  wobei  wir  übrigens  der  Allgemeinheit  wegen  nicht 
voraussetzen,  dass  dieselbe  successive  Potenzen  einer  Variabelen  ent- 
halten müsse.  Die  fragliche  Bedingung  besteht  nämlich  darin,  dass 
^ine  uobegränzte  Abnahme  der  Glieder  statt  finden  oder,  für  wach- 
ende n.  Lim  Un=0  sein  muss.  Denn  wären  alle  Glieder  grösser  als 
eine  gegebene  Grösse  e,  so  hätte  man  wenigstens  bei  lauter  positiven 
enfldem 

««0   +  »l    +   ^  +  «8    +   ••  • 

>€     +  €     +  s     +  e     +..  . 

>    B(l+   1     +   1      +   1      +   ....) 
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und  wie  klein  nun  auch  e  sein  muge^  so  kann  man  doch  das  Produkt 
6(]-f  1-f-....)  grosser  als  jede  noch  so  grosse  angebbare  Zahl  machen, 
wenn  man  nur  hinreichend  Tiei  Einheiten  zusammennimmt;  es  würde 
also  die  Summe  der  zuerst  genannten  Reihe  jede  angebbare  Zahl  über- 
steigen, folglich  unangebbar  und  die  Reihe  divergent  sein. 

So   noth wendig   nun  auch   die  Bedingung  Lim  Un=^0  ist,  so 
wenig  hinreichend   zeigt  sie  sich  in  einzelnen  Fällen,    namentlich 

wenn   alle   Reihenglieder   positiv    sind.     Z.  B.   für  Uo  =  0,   Uiz=z—=, 

VI 

M2=— F=etc.,  Un=T7=^  hat  man  zwar  Lim  tin=0,  gleichwohl  aber 
divergirt  die  Reihe 

Denn  wenn  &  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  bezeichnet «  so  ist 

^^«  =  vT  +  Vf  +  Vf  +  ••  •  +  v^ 
d.  i. 

Sn>  n  -7=1  oder  Sn  >  Vn* 
V  n 

woraus  man  ersieht,  dass  die  fragliche  Reihe  divergirt,  weil  Su  über 
alle  Gränze  hinauswächst,  sobald  diess  mit  der  Termenzahl  n  der  Fall 
ist.  Beispiele  dieser  Art,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  Hesse, 
weisen  darauf  hin,  dass  noch  andere  Bedingungen  erffillt  sein  müssen» 
wenn  die  Convergenz  einer  Reihe  ausser  Zweifel  sein  soll.  Zur  Auf- 
suchung derselben  halten  wir  uns  nun  an  folgendes  unmittelbar  iUx^ 
Prinzip:    „wenn  die  beiden  Reihen 

und 

«0    +    Mi    +    «'2    +    W8+    .... 

nur  positive  Glieder  enthalten  und  man  schon  weiss,  dass  die  erste  d^^ 
selben  convergirt ,  so  convergirt  die  zweite  ebenfalls  und  zwar  stärl^^^' 
sobald 

%  <  ^  »  «1  <  ^  ,  i«2  <  '«  ,  etc. 


divergirt  dagegen  die  erste  >^  so  ist  jdiess  aneb  mit  der  zweiten  der 
,  wenn  die  Ungleichungen 

«0  >  4  »  «1  >  h  »  M»  >  <a  ,  etc. 

finden. "    Man  kann  diess  noeh  erweitern ,  wenn  man  sieh  erinnert, 

eine  convergente  unetidiiche  Reihe  und  eine  endliche  Reihe  zu«* 

nen  wieder  eine  convergente  unendliche  Reihe  bilden.     Ist  nun^ 

I  auch  nicht  von  vorn  herein  tio<^»  ^<^i»  ^tc,  so  doch  wentg- 

i  von  einer  bestimmten  endlichen  Stelle  an 

Um  <  tm  9  Um-^i    <^  tm^t   ,  tfm49  <  tm^2  >   •— ; 

;t  die  Summe  der  Reihe 

Um   +   tim  1 1    +  Um-hB  +    •  •  •  • 

unendliche  Grösse,   weil  es  die  von  tut 4* ^m-^i  +  etc.  ist;   hieraus 
,  dass  auch  die  Summe  der  Reihe 

«0  +  «1  +  «2  +  •  •  •  +  ttw-i 
+   Um   +  Um+1   +  Um^2  +  ..••• 

endliche  Grosse  sein,  d.  h.  die  Reihe  Uo  +  Ui+u^i-  etc.  cenver- 
1  müsse.  Ebenso  leicht  kann  man  sich  überzeugen ,  dass  die  letz- 
Reihe  divergirt,  sobald  von  einer  gewissen  Stelle  an  tfm>^iii9 
i><m+i  etc.  und  die  Reihe  lo  +  ^+^+  ®*c.  eine  divergente  ist 
Das  so  eben  aufgestellte  Princip  der  Reihenvergleichung  iSsst 
übrigens  noch  in  etwas  anderer  Form  aussprechen ,  wodurch  seine 
endung  wesentlich  erleichtert  wird.    Sei  nämlich: 

indet  man  sehr  leicht 

*»+l   =  ^  'm  *  tm+2  ^  ^^tm  ,  tm-^  =  liX^l^tm,  «tc. 

in 

tm  +  tm+i   +  tm^2  +   ^»4  3    + 

=  ««(1+^    +    kht  +  K^^S   +....) 

D80  hat  man  für 


(2) 


Um  Um-^i  Um-^2 

Um   +    ttm+i    +  WfiMa  +  «"+8   + ^ 

=  Mm(l+  f*|  +f»,>«+fitf*«f*8   +   ••••)        '  ^^^ 
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Finden  oun  die  folgenden  UngleichuDgeD  statt: 

f'i<^  >  (^<^  >  ^<*8.  ••.•  (5) 

so  ist  auch  (iifi^K^^  <  |thl^(>^<^^^  ^tc.  und  ebenso 

1  +  f*i  +f*if«2  +  fhf«al»8  +  ... 
<1  +  Ai  +  Ai^  +  AiX^Aa  +  ... 

d.  i.  vermSge  der  Gleicbungen  (2)  und  (4) 

—  (am  +  Wm+i  +  w«4a  +  ....) 
Um 


Im 


oder 


<T'(tm  +   tm^i   +<mfa    +    /m|s   +   ...)         ^  ^^^ 

Im 


Um  +  UmH    +   Um^   +    UmU   +   • 

Im 

Wenn  nun  die  Reihe 

GQDvergirt^  fto  ist  auch  die  Summe  der  Reihe 

tm   +    ^mfi   +   tm-^2  "!"••• 

idbs  eines  Stuckes  von  ihr  eine  endliche  Grösse;   folglich    ündet  au 
nach  ne.  (6)  das  Nämliche  mit  der  Summt  der  Reihe 

Um  +  »m+i    +  Wm4  2  +   .  •  • 

und  ebenso  mit  der  von 

««Q  +  «1  +  «a  +  ... 
statt,  d.  h.  die  letztere  convergirt.     Setzt  man  für  die  mit  X  und 
bezeichneten  Grössen  ihre  Werthe  aus  (1)  und  (3),  so  gehen  die  C 
gleicbungen  <5)  über  in 

Um^l    ^   ^wi-fl    ^    Um^  ^    tm^2      ^j^^ 
Um  tm  Um-^i         ^m-fi 

und  man  kann  daher  den  folgenden  Satz  auissprechen : 
Wenn  die  Reihe 

^  +  «I   +  ^2  +  ^3  +  . . . 

convergirt,  so  convergirt  auch  die  folgende 

«'O  +   «1    +  «»   +   «3    +    .  .  . 


sobald  der  Quotieot  ^^^  von  irgend  eiiMr  biMÜmmteD  Stelle 
an  kleiner  wird  and  anch  kleiner  bleibt  ala  der  eatsprecbende 

Quotient  -^ . 

Ebenso  leicht  überzeugt  man  aich  von  der  Ricbtigkeit  des  ganx 
analogen  Theoremes: 

Wenn  die  Reibe 

^,  +  ^1   +  <2  +<b  +  ... 
divergSrt,  so  divergirt  auch  die  folgende 

«0  +  M|   +  «2  +  «3    +    .  V 

sobald  der  Quotient  ^^^'-    von   einer    bestimmten   Stelle   an 
Um 

grosser  wird   und  auch  grösser  bleibt  als   der  entsprechende 

Quotient  ^ . 

Von  diesem  für  die  Lehre  von  der  Convergenz  der  Reihen  sehr 
wichtigen  Satze  wollen  wir  nun  zuvörderst  einige  Anwendungen  machen^ 
die  zu  eben  so  viel  Criterien  fuhren ,  mittelst  deren  man  a  posteriori 
über  die  Convergenz  oder  Divergenz  gegebener  Reihen  entscheiden  kann. 


§.48. 

^ergleichung  zwischen  belidngen  Reihen  und  der  geometrischen 

Progression. 

Nach  der  sehr  bekannten  Formel  fOr  die  Summirung  der  geonie- 
tnschen  Progression  hat  man 

1   +  a:  +  a:*  +  ar3  +  ....+  a«-^ 

_  l—a^  _  _1 £^ 

~   1 — X        1  — o?       1 — a: 

und  folglich^  wenn  man  die  Gliederanzahl  n  unbegränzt  wachsen  lässt 

1  +  ar  +  a:^  +  ä'  +  ...  in  inf. 


Lim  A'". 


1  — a:       1 — X 

"icr  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden^  ob  nämlich  :r<l  oder  >1 
*st.    Im  ersten  wird  Limar«=0  und  folglich 
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l  +  jr  +  o;«  +  .,.  =  jA-  ,  ar<I 

wie  wir  schon  auf  anderem  Wege  gefunden  haben;  ffir  ;r>l  dagegen 
nimmt  or"  mit  a  über  alle  GrSnze  hinaus  zu  und  wird  keine  bestimmte 
GrOsse  mehr.  Ist  endlich  ^=1,  so  geht  die  Reihe  14-<^  +  ^*-|-  «te. 
über  im  l-f-l-f-l-f  etc.  und  hat  demnach  wieder .  keine  besthnate 
Summe.    Aus  diesem  Alien  zusammen  folgt  nun,  dass  die  Reibe 

1  +  o:  +  a:«  +  a:8  +  . . .  ; 

coorergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  ar<I  oder  jr^l  Ist.  ^ 

Hier  bietet  sich  nun  sogieich  Gelegenheit  zur  Anwendung  des  in  I 
▼o^gen  Paragraphen  entwickelten  Principes   der  ReihenTergleichnog,   | 
wenn  man  nämlich  für  ^  ,  ^  ,  t^ ,  etc.   die  Glieder  der  so  eben  b^ 
trachteten  Reihe  setzt.    Man  hat  dann 

und  folglich  convergirt  die  beliebige  Reihe 

tia  +  tt,  +tt»  +  M8  +  .., 
wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  an 

oder,  weil  im  Falle  der  Coovergenz  a7<  1  sein  muss»  wenn 

H«±L  ^1 
Um 

ist ;    dagegen  divergirt  sie ,  sobald  von  einer  gewissen  Stelle  an 


I 


also 


Un  — 


Un     ^ 


wird.    Diess  lässt  sich  auch  noch  etwas  bequemer  aussprechen,    fleitf^ 
nimlich  k  der  Gräozwerth  von  ^^^^   für  unendlich   wachsende  «,  ^ 

Un 

darf  man 

Un 
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>tzen,  wo  i  eine  Grösse  bezeichiiet,  die  bis  sur  Gränze  Null  abnimmt, 
»bald  n  w&cbst»  die  man  also  so  klein 'machen  kann,  als  es  nur  Ter- 
ngt  wird.  Ist  nun  A  <  1,  so  moss  sich  immer  ein  Werth  m  von.it 
iden  lassen  so  gross,  dass  ^<] — k,  also  A-|-J<1  ist  uiid  es  von 
ra  an  auch  bleibt,  weil  d  abnimmt»   sobald  n  Klehst.     Wenn   also 

im^*  <1  ist,   so  giebt  es  immer  etile  Stelle  nssiin,  von  welcher 

Um 

b  der  Qaotient  ^^^  kleiner  ist  und  bleibt  als  die  Einheit.     Wenn 

Un 

agegea  A>1>  so  muss  sich  wieder  ein  Werth  m  von  n  finden  Jassen, 
ür  welchen  d<  A  — 1,  also  k-^i^l  ist  und  es  nun  auch  bleibt;,  es 

lebt  daher  ffir  Lim — ^>1  eine  Stelle  n^m^   von  welcher  ab%er 

fuotient  — —  immer  über  der  Einheit  liegt    Vermöge  dieser  Bemer- 

log  und  in  Betracht  des  Vorigen  erhalten  wir  nun  folgendes  Criterium 
»r  Convergenz  oder  Divergenz: 

Die  Reihe 

««o  +  «fi  +  ««  +  tts  +  •••• 

convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 

Un      > 

Ist,  wobei  das  obere  Zeichen  dem  Falle  der  Convergenz,  das 

untere  dem  der  Divergenz  entspricht. 
H  welcher  Leichtigkeit  sich  dieser  Satz  anwenden  lässt,  werden  die 
Igenden  Beispiele  zeigen. 

Wäre  die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihe 

0?     a:*     .T»     a^ 
I  entscheideD,  so  bitte  mad  «0=0,  Ui=:-^,  »a=  ^  etc. 


»Igikh 


»ittin 


Un  = 

n 

,  ti«+i  = 

=  «+!' 

Un 

""  % 

n 

1 

Lim 

,H!?±1  = 

=   X, 

259 

also  findet  Itir  a;<l  Convergenz  und  fiär  j;>l  DIvergeria  «tatt 
Hätte  mau  ebenso  über  die  Reihe 

zu  diskutiren^  so  ergiebt  sich 


folglich 


Lim  ^^=±i.  =  1 

Un 


und  demnach  coiivergirt  oder  divergirt  sie  mit  der  vorigen  unter  gl< 
l^^ingungen. 

Ist  die  Reihe 

:c         x^  x^ 

^  +  r  +  o"*"  172:3+  •  • 

gegeben,   so  wird 

x^  0:"+' 

"''  —  rX-TTi'  "^'i  —  1.2...n(n  +  l)' 


mithin 


Lim  — ^  =  Lim  — r-f  =  0 

Un  W  +  1 


für  jedes  willkührliche  .r.  Dass  es  in  der  That  eine  Stelle  giebl 
welcher  ab  die  fragliche  Reihe  rascher  als  eine  Progression  ahn 
wenn  auch  die  Anfangsglieder  sehr  gross  gewesen  sind,  kann  mai 
auf  folgende  Weise  sehen.  Wenn  7i>/?  +  l,  wo  |!>  eine  .bd 
Grösse  bedeutet,  so  ist  auch  np  >  j»^+/?  und 

np'\-n—*p^ — p  >  11, 

d.  I. 

(/>  +  l)(n-p)>«. 

Vermöge  dieses  Satzes  können  wir  für  |»=0,  1,2,  ....(« — 1)  d 
genden  Beziehungen  aufstellen: 

l.n  =  « 
2(n— 1)  >  n 
3(n— 2)  >  n 


(n  — 1)2  >  n 
fil  =  n. 


Durch  MsUiptikation  dtrselben. folgt  le|cht 

und 

1.2.3....«  >  (V^«)», 
folglich 


1.2.3....n  ^  (V": 
Trifft  man  aUo  in  der  Reihe 

*  +  i +172+08:3 +  ••• 

auf  ein  Glied  tcm  in  welchem  STn^x  oder  n>.T*ist,  and  ein  «otches 
muss  sich  für  jedes  bestimmte  x  finden «  so  ist  von  hier  ab 

1.2...#i  +  1.2.,.(n  +  l)  +1.2...(»  +  2)  +  •   • 
d.  i. 


(Ä)"+(^)""+(^/ 


+  .... 


und  es  findet  also  von  hier  an  eine  stärkere  Convergenz  statt  als  in 
einer  geometrischen  Progression. 

So  wie  (Tie  eben  betrachtete  Reihe  immer  convergirte^  so  diver- 
girt  stets  die  folgende : 

1  +  l.ar  +  1.2a:«  +  1.2.3jF8+.... 
Man  hat  nämlich 

Un  1.2....wa:«  VI/ 

Mglieh  für  j^es  von  Null  verschiedene  x 

Lim!5?±L>i. 

Un 

Ware  dagegen  J?5=0,  so  würde  gar  keine  Reihe ,  sondern  nur  das  erste" 
Glied  1  vorhanden  sein;  abo  divergirt  die  Reihe  immer  und  zwar  von 
^'ner  gewissen  Stelle  an  stärker  als  eine  geometrilsche  Progression. 
^«DD  man  hat  nach  dem  Vorigen 

1 . 2 . 3....  war»  >(a;  V^)», 


261 

sowie  also  xyrü"^  1  geworden  ist»  aod  dieser  Fall  tritt  Ober  lang  oder 
Isarz  doch  eio,  so  divergirt  die  Reihe  st&ricer  als  die  folgende: 

wie  mao  durch  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtang  leicht  1 
Wenden  wir  endlich  den  gefundenen  Sati  auf  die  Reihe 

*+l.y^+      1.2.y(y+l)     * 

«(«  +  l)(a  +  2)./?(p+l)(/?  +  2) 
+  1.2.3.y(y+l)(y  +  2)         ^   +  — 

an,  worin  a,  ß,  y  lauter  positive  GrSssen  sein  mSgeo,  so  ist 

__  «(«-H) (« +2)  ....(«-Ht-1) ./?(/?+!) (/»^•2)  ....(P+it-I)  ^ 
""-  l.2.3....n.y(y+l)(y  +  2)....(y+n-l)  *^' 


M»fl 


_  «»(a  +  l)(«  +  2)....(«  +  n).p(|?+l)q?+2)....(p4-n)  ^. 
—  1.2.3....(«+l).y(y+l)(y  +  2)....(y  +  n)        *^' 


«H-i  __(«-f«)(/3-f«)^ 
».   -(n  +  l)(y  +  «)-' 

und  wenn  man  Zähler  wie  Nenner  mit  n,n  dividirt: 

(^+l)(f+l) 


worans  sich 


Lim??^  =  ^ 


findet.    Die  fragliche  Reihe  convergirt  oder  divergirt  also ,  je  nachdem 
xKl  oder  ar>l  ist. 

Man  wird  aus  diesen  Beispielen  ersehen,  dass  die  angegebeae 
Regel  ohne  Schwierigkeiten  zu  einer  sicheren  Entscheidung  über  die 
Convergenz  oder  Divergenz  einer  Reihe  fährt  >  sobald  der  Grftnzwerth 
des  Quotienten  zweier  Nachbarglieder  entweder  unter  der  Einheit  liegt 
oder  sie  ül>ersteigt;  die  Frage  wäre  nur  noch»  was  in  dem  Falle  von 
der  Reihe  zu  halten  ist,  wo  jener  GrSnzwerth  der  Einheit  gleich  wird. 
Da  hat  denn  die  Erfahrung  an  einzelnen  Beispielen  gezeigt,  dass  das 
genannte  Kennzeichen  hier  nichts  mehr  entscheidet,  indem  es  sowohl 
convergente    als    divergente    Reihen    giebt,    in    denen    gleichmSssig 


Lim  ^^^  =  1  Ist.  In  der  That  darf  man  auch  So  diesem  Falh  keine 
Entsclieidung  darch  jene  Regel  verlangen,  denn  der  N^rv  Ihres  Bewei- 
ses liegt  darin 9   dass  tär  Lim  — ^  ^I»  ^^  ®^"®  Stelle  n=mi  geben  rouss, 

von  welcher  ab  der  Quotient  — ^  kleiner  respektive  grosser  ist  und 
bleibt  als  die  Einheit  >  was  natfirlich  für  Lim --^^^^-- =  1  nicht  mehr  be- 

bauptet  werden  darf.    In  den  meisten  Fällen  nun,  wo  l-iim-^i^=list, 

wird  man  durch  die  im  folgenden  Paragraphen  entwickelte  Regel  zu 
einer  Entscheidung  über  die  Convergenz  oder  Divergenz  gelangen. 


§.49. 
Anderweite  Beilienvergleichung. 

Da  das  Princip  der  Reihenvergleichung  voraussetzt,  dass  man 
schon  eine  Reihe  habe,  für  welche  die  Bedingungen  der  Convergenz 
und  Divergenz  bekannt  sind,  so  wird  es  zunächst  darauf  ankommen, 
eine  snmmirbare  Reihe  zu  entdecken,  wie  diess  z.B.  im  vorigen  Para- 
graphen mit  der  geometrischen  Progression  der  Fall  war.  Hierzu  dient 
uns  die  folgende  Betrachtung. 

Wenn  iOo  *  o^  ,  ....  On^  »  Öq  ,  bi  ,  .•«.  b»^i  ganz  beliebige,  aber 
von  Null  verschiedene  Grussep  bezeichnen,  so  gilt  zuvorderst  die  fol- 
gende rein  identische  Gleichung: 

aogiaa....iin-i  _^     gp — bp      qi~fti    ad  ,  «2 — ^2    ^o^    , 
■  <t«-i — fti>— 1    Oq  Ot  •*••  flu-a 

bn—i  O0Oi....O»— 2 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  sehr  leicht  dadurch  überzeugen  kann, 

dass  man 

?£Z*1>=:?Q  —  1 
bo  *o 

u.  s.  f. 
setzt  und  alle  jetzt  noch  angedeuteten  Rechnungsoperationen  ausführt. 


(1) 
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wobei  sich  alle  Glieder  auf  der  rechten  Seite  oiit  Ausnahme  eioe^  ein- 
zigeu  gegenseitig  heben  und  eine  blose  Identität  zurücklassen.  Nimmt 
mnn  nun  in  der  erwähnten  Gleichung 

6o  =  /S  ,  6i=/J  +  l  ,  b^=ß  +  2  ,  ...  bn^i  =  ß  +  n~l; 
wobei  a  und  ß  ein  paar  beliebige  aber   positive  Grossen    bezeichnen 
mügen,  so  ergiebt  sich  ohne  Weiteres 

a(a  +  l)(a  +  2),...(a  +  n^l) 
ß(ß+ inß+'I)....(ß  +  n-^l) 

'+    J      ^  ß  +  l   ß^ß  +  2   piffT)^"" 
.       a—ß      «(«  +  !).. .(«  +  11 --2) 
••    •  ■»■^+n-l>(i3+"l)...(/S  +  n-2) 

Aus  dieser  Gleichung  liesse  sich  jetzt  die  Summe  einer  unendlichen 
Reihe  ableiten;  das  Produkt  auf  der  linken  Seite  besteht  nämlich  aus 
n  fraktionären  Faktoren  und  die  Reihe  rechts  aus  n  Gliedern;  iässt 
man  daher  n  unausgesetzt  wachsen  und  bestimmt  den  Gränzwerth  des 
Produktes  links,  so  erhält  man  unmittelbar  die  Summe  der  uDendliobeo 
Reihe  rechts.  Da  «  nicht  =  ß  sein  kann»  weil  sonst  die  GleichoBg 
(1)  auf  das  triviale  Resultat  1=:1  hinauskäme »  so  haben  wir  biosiciit* 
lieh  jener  Gränzenbestimmong'  nur  zwei  Fälle  zu  unterscheid^o»  ob 
nämlich  a<^ß  oder  a>|3.  Von  diesen  beiden  iässt  sieb  aber  der  sweita 
wieder  auf  den  ersten  reduziren;  denn  gesetzt,  man  hätte  gefunden: 

^™  ß(ß  +  l)(ß+2)....iß+n'-r)~  ^  '  «  <  P' 
so  wäre 

^""  7(^lW+'2)  ....  («+n-l)  -  X  '  "^  <  P' 
und  wenn  man  jetzt  ß^cc'  ,  cc=ß'  setzte,  so  hätte  man 

ß'  iß'  + 1) (P'  +2) ...(/?' +«-l)  -  X  '  P  '«*  « 
und  hiermit  zugleich  den  zweiten  Fall  bewältigt,  in  welchem  a  >  j3 
oder  «'  >  ß'  ist. 

Wenn  nun  der  Gränzwerth  des  Produktes 

«(a-|-l)(«  +  2)....(«  +  n-l)     j      . 
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gesucht  werden  soll «  so  kaim  man  zwei  FäUe  unterscheiden ,  ob  näm- 
lich a  und  ß  beide  ganze  Zahlen  sind  oder  nicht»  was  zu  folj^enden 
Untersuchungen  veranlasst. 

A.  Wenn   für   ganze  positive  cc  und  j3  ,   /3  >  a  sein   soll,    so 
kann  men 

ß  =^  u  +  k 

setzen ,  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet ;  da  nun  in  dem  Pro- 
dukte unter  no.  (2)  die  Zahl  n  noch  beliebig  ist^  so  darf  man  dieselbe 
auch  >  Ä:+l  machen,  so  dass  a-t-n  —  1  >  ct  +  k  wird.  Schreibt  man 
jetzt  das  fragliche  Produkt  io  folgender  Form 

a(a  +  l)(a  t-2)  ....(cc  + k^l)(cc  + k)(a  + k+1)  ....(a  +  n^i) 
(«+ /:)(a  +  /:  +  l)...(«+n—l)(a  + «)(«  +  »  +  !)...  (a+«  +  A-—l)' 

80  iässt  sich  auf  der  Stelle  eine  bedeutende  Hebung  vomehmen,  hei 
weicher  tibrig  Meibt: 

(«  +  «)(«  +  «  +  !)....(«  +  «  +  *— 1)  ^^  ^ 

Da  nun  der  Zähler  gar  Ain  n  mehr  enthält  und  blos  aus  U  constauten 
Faktoren  besteht,  so  folgt,  dass  für  unausgesetzt  wachsende  n  das 
Forliegende  Produkt  sich   der  Gränze  Null   nähert,  indem  dies«  schon 
mit  den  einzelnen  Faktoren 

a  a  +  1  (x  +  k-1 

a-i-n  *  «  +  »  +  1  *  "'   «  +  W+  k  —  1 

^^T  Fall  ist;  das  Produkt  in   no..(3)  war  aber  mit  dem  in  no.  (1)  iden- 
^*4«ch,  folglich  ist  anirh 

rim  ^(^  +  t)(c^+2)....(«+«--l>  _  ^ 

^^*  ganze  positive  a  und  ß  und  ß  ^  u. 

B.  Sind  a  und  ß  nicht  zugleich  ganze  positive  Zahlen,  aber 
^cich  wenigstens  rational,  so  kann  man  sie  immer  auf  gleichen  Nenner 
^fingen  und  demnach 

a      et        b 
c  e 

setzen ,  worin  a  ,  b  ,  c  ganze  positive  Zahlet  sind  und  wegen  ß  ^  a, 
6>  a  sein  muss;  das  Produkt  in  no.  (2)  nimmt  dann  die  folgende 
Form  an ; 
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a(a+€)(a+2c)....(a+n — Ic) 
*(6  +  c)(6+2c)....(6+ir:ric) 
Nun  fioden  aber  offenbar  nachstehende  Beziehungen  statt: 

a       a 

a  ^  g  +  1 
b  ^  M~l' 
g  ^fl  +  2 

ivobei  blos  der  Satz  angewendet  wird,  dass  ein  ächter  Brach  wächst, 
wenn  man  «einen  Zähler  und  Nenner  um  gicfch  Viel  vermehrt.  Aus 
der  Multiplikation  der  obigen  Relationen,  deren  Anzaht   c  ist,  Tolgt 

nun  leicht: 

«\V  c(a+l)(fl  +  2)....(a  +  c^l) 

V  ^6(6+l)(6  +  2)....(fr+c-l)  ^^^ 

und  wenn  wir  f&r  a  und  h  der  Reihe  nach  a\  c  und  6  -f  e  ,  a  -f  ^ 


und  ft-f-äc,  u.  s.  f*  bis  a-{-n — \c  und  6-ft — Ic  setzen,  so  ist  ferner 

/a  +  g\V  («+c)rg  +  e  + !)..>. (a  +  2c--l)^ 

Vö  +  cy  ^  (Ä  +  c)(6  +  c  +  l)....(6  +  2c-l) 

y^q  +  2cY^  (g+2c)(a  +  2c  +  1) .... (tt  +  3c-»l) 

Vä  +  2c/  "^  (Ä  +  2c)(Ä  +  2c+J)....(6+3c— 1) 


(g  +  n  — IcV^  (g+w--lc)(a+  n— 1  r-f  lj,,>(ai+>ic^l) 
6  +  »^=1  c/       (b-i-n^c)  (Ä-f^«^c+l)...(H«c— 1)* 

Multiplizirt  man  die  Ungleichungen  von  (4)  inclusive  an,  so  erhellt, 
dass  der  Zähler  des  neuen  Produktes  rechts  sämmtliche  in  der  Reihe 

g  ,  g-f  1  »  «+2  ,  ....  g+wc  — 1 
enthaltenen  Zahlen  als  Faktoren  enthält  und  zwar  in  natürlicher  moo- 
terbrochener  Folge;  ebenso  enthält  der  Nenner  alle  Zahlen  von   6  bis 
6-f  ne  — 1,  und  es  ist  demnach 

(g  Y  /«+c\  «  /g  +  2c  \c      /g  +  n— 1  c\  • 

^  g(g+I)(g  +  2)....(g+wc— 1) 
^  6(6-f  l)(64-2)....(6  +itc— 1) 
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oder  weoD  die  gaoze  Zahl  nü  =  in  gesetzt  wird: 

a(a  +  c)(a  +  2c) ....  (a  +n—  1  c) 
bib  +  c)(b  +  2c) ....  (Ä  +  fT^c) 


< 


,  a(«  +  l)(g+2)....(a4-w— 1) J 
I Ä(6  +  l)(6  +  2)  .... (Ä  +m-- 1)  I 


Wenn  nun  n,  also  auch  m,  ins  Unendliche  wächst ,  so  nimmt  das  grtis- 
sere  der  beiden  obigen  Produkte  bis  zur  Gränze  Null  ab,  .weil  in  ihm 
a  y  b  und  m  ganze  positive  Zahlen  sind  und  6>a  ist  (nach  A)^  Das- 
selbe muss  um  so  mehr  mit  dem  kleineren  Produkte  der  Fall  sein, 
weil  es  wegen  der  positiven  a  ,  b  und  e  nicht  negativ  werden  kann, 
^ir  haben  also 

Lim  <^(«  +  g)(«  +  ^g) "-(«+»-- lg)  ==0     6>  a 
6(6  +  c)  (Ä  +  2c)  ....  (6  +  »—  Ic) 
oder  auch 

för  alle  rationalen  positiven  a  und  ß»    Da  man  Irrationale  Grossen  so 

genau,  als  es  nur  verlangt  wird,   durch  rationale  Bruche  darsteUeo 

^atm,  so  darf  man  die  Gültigkeit  der  Gleichung  (5)  auch  ffir  irratio- 

oa^le  positive  a  und  ß  behaupten;  also  gilt  dieselbe  überhaupt  für  alle~ 

P<»8itiven  a  und  ß,  sobald  nur  a</3  ist. 

Nach  der  Bemerkung,  welche  wir  früher  über  den  Fall  a>^ 
ma^ohten,  findet  sich  nun  sehr  leicht,  dass  das  Produkt  (2)  fl9r  /?<'« 
ini^    n  gleichzeiäg  über  alle  Gränze  hinaus  zunimmt. 

Gehen  wir  jatiÜ'in  djer  identischen  Gleichung  (1)  zur  Gränze  fl!r 
ni'^iidlich  wachsende  n  über,  so  wird: 

uiicl  also  die  Reihe  rechts  coqvergent  fSr  j9>tt;  dagegen  würde  sie 
für  ß'^u  divergiren,  weil  dann  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichuqg 
n\^1it  angebbar  ist.  Eleganter  sieht  das  gefundene  Resultat  in  folgen- 
der Form  aus: 

ß     —r.      «       ,         «(tf+1)         ,  o^^ 

?=^""^/3  +  l  +  (^  +  l)(/J+2)  +  •••''P>«' 

oder  wenn  man  |S— 1  für  ß  schreibt,  wo  nun  /3— 1>ä  oder  j3>«  +  l 
sctii  muss: 


267 

ß-l     -II  «-i-  «(cr+1)  >€f («  +  !)(« +2)  ) 

^-«-1"-^"*^^  ^  ß(ß  +  l)^  ß(ß  +  t)(ß  +  2)   '^  ""        (6) 
/5  >  «  +  1.  ) 

Dagegen  divergirt  die  vorliegende  Reihe  für  /5  =  «-|-l,  weil  sich  dann 
ihre  Glieder  auf  laater  Einheiten  reduKiren^  und  ebenso  für  /3<a  +  l, 
wo  sie  die  Einheit  beständig  übersteigen. 

Hieraus  lässt  sich  nun  sogleich  wieder  eine  Convergenzregel  ab- 
leiten, wenn  man  die  Reihe  in  (6)  für  die  früher  mit  /^  *  'i  »  ^2  #  •••• 
bezeichnete  nimmt.    Es  ist  dann 

.    _i^(«  +  i)(g  +  2),...(£.  +  n-J)^ 
'''-  ß(ß  +  l)(ß  +  2)....(ß  +  n^l) 
_  a(a  +  l){a  +  2)....(a+n) 
'"*-»- |3(/J+l)(/J  +  2)....(^  +  n)' 
^-t-i  _  cc  +  n 
tn         ß  +  n 

und  folglich  wird  die  Reihe 

«0   +    ««1    +    «2   +    «9    +    '^'s 

cM»if«rgiren ,  wenn  von  einer  gewissen  8telle  an  der  Quotient 

ist. und; bleibt,  wobei  aber  nodi  ß^a  +  1  sein  muss.  Uta  diese  zwei 
verschiedenen  Bedingungen  in  eine  einsige  zusammenfas^n  zu  koDaeo, 
schliessen  wir  weiter  so:    aus  der  vorigen  Usgleicbung  folgt  noch 

Un    ^  ß  +  n  .      "-.ifj  ■ 
und  durch  »Sulitraktion  von  1  von  beiden  und  Multiplikation  mit  u; 

.    (^-'>>.-fi.<^-''>- 

J«  I^Os^er  n  ist,  desto  grosser  ist  auch  die  rechte  Seite  dieser  Un- 
gleichung, weil  der  Bruch  — ^—    mit  n  wächst;  der  grosste  überhaupt 

cc  -f-  n 

mögliche  Werth  derselben  ist  der  Gränzwerth  für  unendlich  wachsende 
n,  nämlich 

LimH-l^S l)nl  >  ß^a. 


und  wenn  diese  ÜDgleichiiDg  erfiillt  ist,  so  sind ^ili4#» map  4^|(4lt  sieht, 
auch  die  vorhergehenden  erfüllt.  Bemerkt  man  nun  noch,  dass  wegen 
der  CöRvergenz  ß^a  +  l  also  ß^^iu-'^-t  ist,  so  erhält  man  den  Satz: 

Die  Reihe 

M0+«l+%   +   M3    +    

welche  nur  positive  Glieder  enthält,  convergirt,  sobald  die 
Bedingung 

^  Llmrn(-!^-l)1  >  1  (8) 

erfüllt  ist,  dagegen  divergirt  ^ie,  wenn  der  genannte  Gränz- 
werth  <1  ist,  (        :       ) 

von  dessen  a^eiter  Hälfte  man  sich  durch  eine  der  vorigen  völlig  ana- 
foge  3etrachtuf)g  über?^ugen  wird. 

Um  die  Anwendung  dieses  Criteriums  zu  zeiglni,  wällen  wkzu* 
nächst  die .  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  betrachtete  Reihe  für 
den  Fall  ^=1,  in  weichem  ds^  frühere  Kennzeichen  nichts  entschei- 
<len    wollte;. es  ist  dann 

un    _.  (n  +  l)(y  +  7i)_    ny+V4^ttg-hn 
Un\x        («+  w)  (^-f  «).      «/?  +  «»  +  /S«  +n2 


n 


Vw»+i      ^  J      cc  +  n  ß  +  n 


+  1 


folglich 


und  wenn  diess  mehr  als   1  betragen  soll,    so  muäs  f^^u^^ß  |>eslüv 
sein.    Demnach  couvergirt ,  die  Reihe 

i+li  +  t(^:^hß(Lyä  +  ....  (9),. 

l.y  1.2.y(y  +  l)   , 

fö'y >►«  +  /?  und  diveiglrt  für  y<w4-/?.      ..:)         ' 
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WSre  die  Reihe 

1.11 
55  +  ^  +  3^+....  (IK^ 

gegeben,  so  ergiebt  sich  »o=0,  «i  =  pj-,  Wa=^  etc., 

1  1 

Betrachtet  man  aber  elDen  Ausdruck  von  der  Form 


o*Si'- 


worin  z  eine  beliebige  positive  Grosse,  m  eibe  positive  ganze  2Sahl  ilit» 
so  übersieht  man  leicht  mit  Hülfe  des  Binomialtheoremes,  dass'ermit 
nt  zngleiob  wächst;    das  Nämliche  gilt  von  dem  Ausdrucke 

wenn  p,  q  und  x  positiv  sind  fOr  zunehmende  q.  Ist  nun  ^  <p>  ^^ 
kommt  ffir  q=^p  melbt  heraus,  als  für  qKp»  mithin 

{i  +  o^)P>(l+^)9,p>q 
und 

p 
oder  wenn  ^  =  f*  gesetzt  wird,  wo  nun  |»>1  iajf* 

(l+a?>">  1  +  ^T  ,  ft>l  ,  ar  positiv;  ^ 
folglich  Ist  für  a:  =  J 

und  Ueraus  erhält  man 

«t(l  +  ^)^-l|>  f»,  d.  i.  >1, 
und  folglich 

Llm[n(j^-l)]  >  1.  filr  ^  >  1. 
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nnach  convergirt  die  Reihe  (LO)  für  |it>l  und  ebenso  leicht  würde 
II  sich  überzeugen,  dass  sie  für  |it<l  divergirt.  Diess  letztere  ist 
:h  noch  der  Fall  für  >t=l;  denn  schreibt  man  die  Reihe  in  folgen- 
'  Gestalt: 

'4+a+i)+(|+|44) 

+  (l7  +  i8+  •••+32) 
+ 

2  1 

ist  der  Inhalt  der  ersten  Parenthese  >x,  d.  i.  ^-ä»  der  der  zwei- 

J.  1  Kl 

>-ö-  oder  >^5  der  Inhalt  der  dritten  Vtä»  d.  i.  S-ö"»     der    der 

Ifi  1 

rten  >  ^  oder  >  ^  u.  s.  f. ,  folglich 

..1.1.1.1. 
>l  +  2^+2^  +  2^+2+    •' 

raus  sogleich  die  Divergenz  der  fraglichen  Reihe  hervorgeht.  Die 
fthe  (10)    convergirt    und   divergirt  also,    je  nachdem    jü  >  1   oder 

Slist 


§.  50. 

Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern, 

Die  Betrachtungen  der  vorigen  beiden  Paragraphen  setzten  vor- 
s,  dass  sämmtliche  Glieder  der  Reihe  positiv  seien;  man  kann  sie 
dr  auch  mittelst  eines  sehr  einfachen  Kunstgriffes  auf  Reihen  mit 
chen  Gliedern  ausdehnen,  die  bald  positiv  bald  negativ  sind.  Wäre 
mlich 

Mo  —  Ml   +  Mjj  —  M3   +  . . . .  (1) 

le  Reihe  der  Art,  in  welcher  Mq  ,  m^  ,  %  >  ^t^«  ^"  ^'^^  sämmtlich 
sitiv  sind,  so  ist  klar,  dass  dieselbe  convergiren  muss,  wenn  diess 
t  der  folgenden 

19 
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der  Fall  ist,  welche  aus  der  in  (l)  stehenden  dadurch  hervorgeht, 
dass  man  die  in  jener  vorkommenden  Minnszeichen  in  Pluszeichen 
verwandelt.  Denn  wenn  die  Reihe  2/0  +  ^1  +  «^  etc.  eine  endliche 
8amme  hat,  so  sind  auch  die  Summen  der  Reihen 

Mo  +  %  +  W4  +  ttß  +  .... 
und  f^i  +  M3  +  Mö  +  W7  +  •••• 
endliche  Grössen  und  folglich  ist  es  auch  ihre  Differenz,  die  aber  nichts 
Anderes  ist,  als  die  Summe  der  Reihe  (1).  Man  kann  daher  von  den 
früher  entwickelten  Kennzeichen,  mittelst  deren  man  die  Convergenz 
oder  Divergenz  der  Reihen  mit  nur  positiven  Gliedern  entscheidet,  auch 
für  Reihen  mit  Gliedern  von  verschiedenen  Vorzeichen  Gebranch  ma- 
chen ,  sobald  man  von  den  Vorzeichen  der  Glieder  Un  und  Hn-f-x  abstra- 
hirt,  oder,  was  das  Nämliche  ist,  sobald  man  die  dort  vorkommenden 
Quotienten 

if!Ül    und    J^ 

Un  Wn+i 

immer  als  positiv  ansieht. 

Es  giebt  aber  noch  einen  zweiten  Fall,  in  welchem  es  leicht 
ist,  die  Convergenz  oder  Divergenz  einer  Reihe  mit  positiven  und  ne- 
gativen Gliedern  zu  entscheiden.  Findet  nämlich  in  der  gegebenen 
Reihe  ein  bioser  Zeichenwechsel  statt,  so  dass  sie  also  von  der  Form 

Mo  —  Wi   +  112  —  M3    + 

ist,  und  weiss  man  schon  im  Voraus,  dass  den  abjsoluten  Werthen  nach 

»^  >  «^1  >  «^  >  «3  >  — 
und  dass  bei  dieser  beständigen  Abnahme  die  Glieder  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  werden,  so  muss  die  Reihe  nothwendig  convergiren. 
Denn  stellt  man  sie  in  den  beiden  folgenden  Formen  dar: 

Wo  —  «^  +  (%— M3)  +  («4—«'»)  +  ••••  (2) 

«0  —  {(«1—W2)  +  (M3  — 114)  +  ....)  (3) 

so  sind  in  no.  (2)  die  Differenzen  1/2  —  ^h  y  "4  —  M5  etc.  sämmtlich  po- 
sitiv und  folglich  ist  die  Summe  der  Reihe 

>    Mq   ~   Ml. 

Ebenso  sind  in  no.  (3)  die  Differenzen  mj— M2  ,  M3— «4  etc.  positive 


272  ' 

Grössen  und  folglich  ist  der  ganze  Inhalt  der  Parenthese  ebenfalls  po- 
sitiv; demnach  muss  die  Summe  der  Reihe 

<    «0 

sein.  Die  Summe  der  fraglichen  Reihe  ist  also  zwischen  zwei  posi- 
tiven endlichen  Grössen  u^ — u^  und  n^  enthalten,  folglich  selbst  eine 
endliche  positive  Grosse  und  mithin  convergirt  die  gegebene  Reihe. 

Dieses  Criterium  ist  oft  sehr  leicht  anzuwenden,  weil  man  in 
vielen  Fällen  den  Reihengliedem  ihre  Abnahme  unter  jeden  beliebigen 
Grad  der  Kleinheit  unmittelbar  ansehen  kann.  So  etkennt  man  z.  B. 
die  Reihe 

i^l  +  l^L  +  l«.... 

2^34^5 

auf  den  ersten  Blick  als  eine  convergente,  weil  ihre  Summe  mehr  als 
«0— Ml  =1  —  j^  und  weniger  als  «0  =  1  beträgt. 


§51. 
Die  wichtifisten  numerischen  Reihen. 
Wir  haben  früher  gesehen,  das«  die  Gleichung 
F  (;r)  =  f  (0)  +  ^rm  +  ^  F"(0) 

SO  lange  besteht,  als  der  Modulus  von  x  unter  dem  kleinsten  von  den- 
jenigen Modulis  liegt,   für  welche   irgend   eine  der  Funktionen  F(a!:), 
P  {oc)  ,  P'{x)  etc    unendlich   oder  unstetig  wird,  und  dass  die  Gül- 
tigkeit jener  Gleichung  aufbort,  sobald  der  Modulus  von  x  den  ge- 
dachten Modulus  übersteigt.    Hierbei  drängt  sich  nun  noch  die  Frage 
auf,  ob  man  nicht  unter  Umständen  den  Modulus  von  x  noch  jenem 
Modulus  gleich  nehmen  dürfe,  vorausgesetzt,  dass  das  zugehörige  Ar- 
gument von  X  in  diesem  Falle  einen  gewissen  erst  noch  zu  bestim- 
menden Werth  hat.    Der  Sinn  dieser  Frage  wird  sogleich  deutlicher 
werden,  wenn  wir  ein  bestimmtes  Beispiel  betrachten.  Nehmen  wir  etwa 

^^^)  ~  "c^HFI  '  ^=^(cosr  +  V— 1  sinr), 
so  wird  F(x)  unstetig  und  unendlich  für  ^  =  ;r  ,  ^  =  ^>  ^®''  man  dann 

19* 


erhält;  die  Gleichnng 
1 
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e  +1 


Aq  +  Ajx  +  ^3^-'  +  


worin  Aq  y  Ai  ,  A^  etc.  zur  Abkürzung  dienen^  gilt  daher  för  jedes 
beliebige  r  nur  dann,  wenn  der  Modulus  g  von  x  weniger  als  n 
beträgt.  Geben  wir  aber  dem  Argumente  r  den  speziellen  Werth  0 
und  nehmen  doch  Q  =  7t,  so  wird 

also  noch  nicht  unstetig  oder  unendlich  und  es  würde  sich  also  fragen, 
ob  die  obige  Gleichung  nicht  vielleicht  noch  für  dieses  System  von  g 
und  T  Bestand  hat,  wenn  man  auch  q  nicht  >  n  nehmen  darf.  — 
Ebenso  gilt  die  Gleichung 

Arctana:  =  -—--  +  _-  —  .... 

nicht  für  ;r  >  1 ,  weil 

«ZArctano?  1 


dx  1+a-* 

für  X  =  V^ — 1  unendlich  und  unstetig  wird,  folglich  der  Modulus  va^ 
07  <  1  bleiben  muss:  setzt  man  aber  o?  =  1,  oder,  was  das  Näralicli^ 

ist,  ^=1  ,  r=0,  so  bleiben  Arctanor  und  ^    ■   ^   noch    endlieh   um^ 

stetig  und  es  fragt  sich  daher  wieder,  ob  die  für  Arctanor  gefunden^ 
Reihe  nicht  noch  für  xz=zl  gilt. 

Diese  Frage  lässt  sich  nun  durch  die  folgende  sehr  einfache  Be^ 
trachtung  leicht  beantworten.  Es  seien  F(x)  und  ^(x)  zwei  stetige  un^ 
endliche  Funktionen,  welche  einander  für  a:  <  a  identisch  sind;   dani' 
hat  man  für  jedes  ö,  wie  klein  dasselbe  auch  sein  möge,  F(a — S)z^ 
*(a — d).    Bleiben  nun  beide  Funktionen  F(x)  und   ^(x)  auch  nodi 
für  a:==a   stetig  und  endlich,  so  muss   offenbar  auch  F(ä)  =  ^(a) 
sein,  denn  da  die  Gleichung  F(a — ö)  =  *(a  — 5)  nicht  zu  gelten  auf- 
hört, wie  klein  auch  6  sein  möge,  so  könnte  nur  dann  F(a)  nicht 
=  0(a)  sein,  wenn  eine  dieser  Funktionen  für  :r  =  a  eine  Unterbre- 
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chung  der  Stetigkeit  erlitte  oder  für  sich  allein  uuendJich  würde  >  was 
aber  der  Voraussetzung  widerspricht.  Man  kann  diesen  Schluss,  auf 
den  hier  Alles  ankommt,  auch  geometrisch  veranschaulichen.  Denken 
wir  uns  nämlich  y^zF{x)  und  y^=^{x)  als  Gleichungen  zweier  Cur- 
ven,  so  werden  sich  wegen  F(a:)  =  ^{x)  für  o?  <  a  diese  letzteren 
decken  bis  dicht  vor  derjenigen  Ordinate,  welche  ^r  =  a  entspricht. 
Sei  in  fig.  17.  OA=nt  und  sowohl  F(a)  als  0(a)  eine  endliche  Grösse, 
so  giebt  es  nur  zwei  Fälle,  in  denen  F{d)  nicht  =  *  (a)  zu  sein 
braucht  Entweder  nämlich  decken  sich  zwar  die  Curven  auf  dem  gan- 
zen Laufe  von  M  bis  P  und  es  wird  h  ier  eine  der  Funktionen  diskon- 
tinuirlich,  so  dass  etwa  F(a)  =  AP  ,  0(a)  =  AQ  wäre;  dann  konnte 
man  allerdings  sagen :  alle  Punkte  auf  der  Strecke  MP  gehören  zwei 
Curven  an,  nur  für  x  =  ä  ist  diess  nicht  mehr  der  Fall,  hier  springen 
die  Cufven,  die  sich  früher  deckten,  auseinander.  Wird  nun  dieser 
Fall  durch  die  Annahme  ausgeschlossen,  dass  weder  F{x)  noch  4>(x) 
für  a:  =  a  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleide ,  so  bleibt  blos 
noch  eine  zweite  Möglichkeit,  nämlich  die,  dass  sich  die  Curven  irgend 
wo  vorher  etwa  bei  T  schon  getrennt  hätten.  Diess  würde  aber  der 
Voraussetzung  widersprechen,  dass  sich  die  Curven  y  =  F  (x)  und 
i/z=:0(x)  für  jedes  07  <a  decken.  Denn  wenn  OS  die  Abscisse  ist, 
ivelche  dem  Trennungspunkte  beider  Curven  entspricht,  so  nehme  man 
zwischen  S  und  A  den  Punkt  R  an  und  setze  OR  =  or ,  so  ist  .r  <  a 
und  folglich  müssen  sich  die  Curven  der  Voraussetzung  nach  decken; 
diess  würde  aber  in  der  Zeichnung  nicht  der  Fall  sein,  weil  in  ihr  der 
A.bscii^se  OR  die  beiden  verschiedenen  Ordinaten  RU  und  RV  ent- 
sprechen. 

Der  oben  bewiesene  Satz  lässt  sich  nun  mit  der  grössten  Leich- 
tigkeit für  unsere  Untersuchung  benutzen ,  wenn  für  F(x)  die  gegebene 
Funktion  und  für  <P(x)  die  Summe  der  Reihe 

F(0)  +  5F'(0)  +  ^  F"(0)  +  ..., 

geDommen  wird.  Ist  nun  schon  F{x)  stetig  und  endlich  für  a;=:a,  so 
inoss  diess  noch  mit  ^(u)  der  Fall  sein,  wenn  F(d)  =  ^(a)  werden 
soll.  Endlichkeit  von  ^(a)  ist  aber  nichts  Anderes  als  Convergenz  der 
vorstehenden  Reihe;  ist  diese  vorhanden,  so  bleibt  ^(x)  auch  stetig 
filr  x=a;  denn  im  Falle  des  Gegentheiles  müsste  ^(a)  zwei  Werthe 
haben:  Lim  *(o— 5)  und  Lim  0(a  +  ö),  was  aber  nicht  möglich  ist, 
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weil  4>(a)  die  Summe  einer  convergenten  Reihe  ist  und  eine  solche 
Summe  nur  einen  einzigen  Werth  haben  kann. 

Fassen  wir  nun  alles  Bisherige  zusammen ,  so  ergiebt  sich  daraus 
das  folgende  Theorem: 

Entwickelt  man  eine   Funktion  F{x)  nach  dem  Mac  Laurin- 

schen  Theoreme  in  die  Reihe 

F(x)  =  F(0)  +  JF(0)  +  £i  f"(0)  +  .... 

und  setzt  ganz  allgemein 

X  ^=z  Q  (cos  r  +  V^r  sin  t)  , 

so  besteht  die  obige  Gleichung  unter  folgenden  Bedingungen: 
ist  r  der  kleinste  unter  den  Modulis,  für  welche  irgend  eine 
der  Funktionen  F{x)  ,  F' {x)  ,  F"  (x)  etc,  aufbort  stetig  und 
endlich  zu  sein,  so  nimmt  man  entweder  9  <  r  und  dann  ist 
T  ganz  beliebig,  oder  q  =z  r  und  wählt  r  so,  dass  F(x)  für 
dieses  System  von  Werthen  noch  stetig  und  endlich  bleibt, 
zugleich  aber  die  Reihe  noch  convergirt.  Für  p>r  gilt  di« 
Funktion  der  Reihe  nicht  mehr  gleich. 

Im  ersten  Falle  also  kennt  man  a  priori  die  Convergenz  der  flsi^ 
Laurin sehen  Reihe,  im  zweiten  muss  man  dieselbe  a  posteriori  er^^ 
entscheiden,  wozu  die  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  entwickelte^ 
Regeln  dienen.    Wir  wollen  diess   auf  einige  Beispiele  anwenden, 

I.    Die  Binomialformel 

gilt,  wie  wir  bereits  wissen,  so  lange,  als  der  Modulus  von  op,  d.  f^ 
bei  reellen  x  der  absolute  Werth  von  x,  unter  der  Einheit  liegt;  ^ 
entsteht  daher  noch  die  Frage,  wie  weit  dieselbe  für  a?=  +  1  od^*' 
^  =  ~1  gilt.    Diess  giebt  folgende  Untersuchung. 

1.    Für  a:  =  +  1  wird  die  fragliche  Reihe : 

^^T  +   1.2    ^      0:3 —  +  ;•••       ^^^ 

und  die  linke  Seite  bleibt  bei  beliebigen  fi  immer  noch  eine  eDdliche 
und  stetige  Funktion  für  x  =  +1;  damit  also  noch  eine  Gleichiug 
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Bwischen  beiden  bestehe«  ist  blos  noch  Convergenz  der  Reihe  (2)  nö- 
:hig.  Diese  entscheidet  sich  leicht,  wenn  man  die  Fäije  eines  positi- 
ven  oder  negativen  ft  besonders  betrachtet 

Für  ein  positives  fi  nämlich  giebt  es  immer  zwei  ganze  positive 
Kahlen  m — 1  und  m,  zwischen  denen  fi  enthalten  ist,  so  dass  fi — 
[m  —  1)  noch  positiv  ansfailt,  dagegen  fi — m  negativ  wird.  Betrachten 
wir  nun  das  mte,  (m  +  l)te,  (m+2)te  u.  s.  f.  Glied  der  Reihe  (2) 
Dämlich 

(fi-l)(ft-2)...(ft^m+l) 
1.2,3...m 

(lA'-l)((i-2)...((i^m  +  l)(ii—m)^ 
1 .2.3...m(m-f-l)  * 

(ft— l)(|x-— 2)...(ft— m-f  l)(fi— m)(fi-- m— 1) 
1.2.3...7ii(m  +  l)(m  +  2) 

u.  s.  w. 

/ 

io  ist  das  erste  derselben  noch  positiv,  das  zweite  negativ,  weil  es 
len  negativen  Faktor  jn — m  enthält,  das  dritte  positiv  wegen  der  zwei 
egativen  Faktoren  fi  —  m  ,  (i—(m — 1),  das  vierte  würde  durch  seine 
rci  negativen  Faktoren  wieder  negativ  werden  u.  s.  f.  Man  kann  also 
i«  Reihe  (2)  in  folgender  Form  darstellen : 

^  +  r+      1.2       +    ••  +         1.2...(m-l) 

f*(ft>-l)...(ft-m  +  l)  .  1  _  m  —  ii       (m— fi)(m  — fi+l)_    »  ,3^ 
■^  1,2..  m  ^  wt  +  l"*"      (m  +  l)(«i+2)        *"*  ^  ^ 

vid  in  dieser  erkennt  man  leicht  die  Convergenz  der  eingeklammerten 
t>«ihe.    Da  nämlich  Grossen  von  der  Form 

«      tf(tt-f  1)     tt(tf+l)(tt  +  2) 

ß  '  ^(^  +  1)^  ß(ß  +  l)(ß  +  <2)'  - 

-ine  bis  zur  Null  hin« abnehmende  Reihe  bilden ;  sobald  nur  ^  >  ex  ist, 
^  folgt  für  j3  =  7n  +  l,a  =  wi  —  f*,  dass  die  Glieder  der  oben  in 
I^arenthese  stehenden  Reihe  unter  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit 
Wabkommen,  wenn  man  nur  weit  genug  geht.  Die  Reihe  in  (3)  d.h. 
die  in  (2)  convergirt  demnach  für  jedes  positive  jü. 

Wäre  dagegen  ft  negativ  etwa  |[a=s — v,  so  geht  die  Reihe  (2)  in 
die  folgende  über: 


277 

.        V      v(v  +  l)        v(y+l)(v  +  2)    ,       ' 
'^      1^     1.2  1,2. 3  ^     '• 

und  da  hier  Zeichenwechsel  stattfindet  y  so  ist  zur  Gonvergenz  nur  noch 
unbegränzte  Abnahme  der  Glieder  nüthig.    Diese  ist  nach  dem  so  eben 

angeführten  Satze  nur  für  l>v  möglich,  während  für  v  ^  l  eine  Di- 
vergenz der  vorstehenden  Reihe  eintreten  würde.  Es  muss  also  v  <  I 
d,  i*  — f*<l  oder  ft  >  —  1  sein.  Die  Reihe  (2)  convergirt  demnach 
unter  der  Bedingung  ao  >  fA>  — 1. 

2.  Für  ^  =  —  1  bleibt  die  Funktion  (l+ar)/"  nur  dann  stefig 
und  endlich,  wenn  ft  positiv  ist;  wir  müssen  also  den  Fall  negativer 
{i  gleich  ausschliessen.    Die  Reihe  geht  über  in: 

r+    1.2  1:2:3       ^  •••'       ^  ^ 

und  wenn  wie  früher  ft  zwischen  m  —  1  und  m  enthalten  ist,  so  kano 
man  dafür  schreiben: 

,  _  ^       ft(ft--l)  _  .    /     |N„,_,ft(f^— 1)'"(^— »t  +  2) 

1  ^      1.2  ••  +  ^     ^^  1.2...(m~l), 

^^     ^^    T:2:r^i '^+mTl'*"     (m+l)(m  +  2)      ' -'^^ 

indem  man  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtung  anwendet.  I>i-^ 
hier  eingeklammerte  Reihe  convergirt  aber,  denn  wenn  man  sie  vc%^ 
der  folgenden 

vergleicht,  so  findet  man ,  dass  die  Bedingung  (3  >  a  + 1  erfüllt  ist,  mi  '^ 
hin  convergirt  auch  die  Reihe  (5)  d.  h.  die  in  no.  (4).  Wollte  m^ 
dagegen  in  no.  (4)  ft== — v  setzen,  so  würde  man  finden,  dass  die  e»-'^ 
stehende  Reihe  für  jedes  v  divergirt,  was  sich  auch  im  Voraus  erwa-^ 
ten  liess.  • 

Fassen  wir  nun  die  unter  1.  und  2.  gefundenen  Resultate  zusar^' 
men,  so  ergiebt  sich  Folgendes:  die  Gleichung 

(1  +  x)f* 

"    +  t^+"t:2"-  "^  +      1:2:3      "^    •• 
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;iit  so  lange  l>a?> — 1  ist  fär  jedes  fi;  nimmt  man  aber  or  =  -|- 1, 
;o  muss  oo  >  ft  >  —  1  und  fura;  =  — l,(X)>fi^O  sein. 

Ganz  ebenso  kann  man  mit  den  allgemeineren  Reihen  (7)  und  (8) 
n  §.  42.  verfahren ,  worin  p  <  1  sein  muss.  Für  ^  ==  1  gehen  die 
Punktionen  auf  der  linken  Seite  über  in 

(2 cos ■^'t)f^ cos  ( (A Arctan ( tan ^ r )), 
(2 cos rr- r)^  sin  ( ft  Arctan  ( tan  jr-r) ) , 

i^elche  stetig  und  endlich  bleiben  für  alle  (i,  so  lange  r^n  ist.    Denn 

ur  r=7ralso  ^r  =  cr  ändert  sich  tan  ^r  unstetig.  Indem  hier  die  bei- 
2  2  2 

en  Werthe  Lim  tan  (  5-  —  5)  =  +  X)  und  Lim  tan  (5-+  i)  =  —  «> 
Lntreten;  demnach  hat  Arctan  (tan  5-)  die  beiden  Werthe  Arctan  (-f- od) 

=  +-5- und  Arctan  (— •(»)= — ^,und  folglich  werden  die  beiden  obigen 

m:xnktionen  für  r  =  9r  unstetig ;  dagegen  bleiben  sie  für  TT  >  r  >  —  n 
cmmer  stetig  und  endlich,  weil  der  erste  Faktor  selbst  für  negative  jü 
i^ter  der  angegebenen  Bedingung  nicht  unendlich  wird.  Was  nun 
^ch  die  Reihen 


IM^ 


1  +  ^  cosr +£iif=i-^eos2T  +  .... 
|lsinr+fiif^sio2r+.... 


*^ betrifft,  so  ist  klar,  dass  dieselben  convergiren*  müssen,  wenn  die 
^Igende 

1  +  T  +  "~r2~  +  •• 

^onvergirt,  was  füroD>|Li> — 1  der  Fall  ist.    Berücksichtigt  man  noch, 
^ass  für  Ä>  r>  — n  ,  Arctan  (tan-^  t)  =3- 1  ist,  so  ergiebt  sich  jetzt 

( 2  cos  -^  t )  ^  cos  -^  r 
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=  l+|cosr  +  ii^f^co8  2r+>it-A(jZ:2)co83r  +  ... 
(2cos-^r).'*  sin  ^^  t 
=  £Lsi„  r  +  flif^)sin'2r+ei£=^^%:ii)sln3T+ ... 

Was  für  unrichtige  Resultate  für  r  >  tc  herauskommen ,  kann  man  leicht 
an  einzelnen  Beispielen  sehen.  So  gäbe  die  zweite  Gleichung  für 
r=2n;, 

(— 2)''*sinfi7t=0, 

was  ganz  falsch  ist,  da  fi  u.  A.  einen  beliebigen  ächten  Bruch  bedeu- 
ten kann. 

II.    In  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  des  §.  42.,  welche  für  ^1 
gelten,  stehen  für  ^=1  auf  der  linken  Seite  die  Funktionen 

-^/(2cos^t)2  und  Arctan(tan  ^-t), 

die  für  jc  >  r  >  —  tc  stetig  und  endlich  bleiben ,  während  f  ur  r  =  ^ 
die  erste  unendlich  und  die  zweite  unstetig  wird.  Da  femer  leicht  er- 
hellt, dass  die  Reihen 

|-COST  —  ^coszT+^cosSr — ... 

und 

j-sinr —  jr-sin2r+s-sin3T  — ... 
l  2  o 

immer  convergiren,  so  ergiebt  sich  jetzt 

/(2cos-^r)=:-|-cosr  —  -^  cos  2r-|- ~- cos  3t — ... 

^  T=  Y"  Sin  r  — -3-sin2r+-^sin3T — .. . 

Fürr=-^  erhält  man  aus  der  zweiten  Reihe  das  bemerkenswerthe  K^' 

sultat 

1  ,1,11, 

4"  =  ^--3+5-7  +    •• 
auf  welches  wir  gleich  nachher  zurückkommen  werden. 
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IIL    Berücksichtigt  man^  dass  die  Funktion  Aresin .r  ffir  x=l 
ch  stetig  und  endlich  4  zugleich  auch  die  Reihe 

1    "^23^  2.4*  5    "^2.4.6*7  ^  '"' 

r  den  nämlichen  Werth  von  x  noch  convergent  bleibt*),  so  erkennt 
m,  dass  die  Gleichung  (1)  in  §.  46.  noch  für  :r=l  Bestand  hat; 
ess  giebt  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Ludolph'schen  Zahl  nämlich : 

"2"    "^  2¥  "^  2.4*  5  ^  2.4.6*  7  "^  *• 

e  aber  ihrer  schwachen  Convergenz  wegen  nur  eine  sehr  langsame 
anäherung  darbietet. 

IV.    Da  die  Funktion  Arctan^  für  x^=l  noch  stetig  und  end- 
ch  bleibt  und  die  Reihe 

jr  x'=.\  noch  convergirt,  so  hat  man  gemäss  der  Formel  (4)  in  §.  46. 

der  auch  durch  Vereinigung  zweier  Glieder 

8  ""1.3^5.7^9.11  ^    •• 


*)     Es  ist  nämlich  durch  Vergleichung  mit  2/o~i~^i~i~^^a~i~  etc., 

__  1.3.5...(2yg— 1)         1  1.3.5...(2;t+l)    _2 

"""       2.4.6. ..(2«)      *2«+l   '""+'  ""2.4.6...  (2«+2)*2«+3 


Un 


(2n  +  2)(2w  +  3)  6»  +  5 

Un\^  (2«+l)«  *"~  (2«  +  l)«' 

6  +  i 
UDfl  folglich  nach  §.  49.  die  Reihe  eine  convergentc. 
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Aber  auch  diese  Reihe  convergirt  für  die  praktische  Berechnung  viel 
EU  langsam;  denn  bezeichnen  wir  die  Glieder  der  Reihe  nach  mit  Un 
u^  ,  «3  etc. ,  so  ist 

1 


Un  = 


(4/1-3)  (4n—l) 


und  wenn  man  also  so  weit  gehen  wollte^  dass  tin  keinen  Einfluss  auf 
die  7te  Dezimalstelle  haben  sollte ,  so  miisste  u"  <  =^1^  sein  oder 

(4«-3)(4w— 1)>10^ 

Durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Ungleichung  findet  man  ra>750, 

so  dass  also  über  750  Glieder  zu  addiren  wären ,  wenn  man  -^  nur  auf 

o 

7  Dezimalen  berechnen  wollte. 

Besser  kommt  man  dagegen  mit  Hülfe  der  Formel  (6)  in  §.  46. 
zum  Ziele  ^  wenn  man  nämlich  die  beliebigen  Brüche  a  und  ß  so  wählt, 
dass 

P±  =  1  mithin  Arctan  ^  =  ^ 
1 — aß  1 — aß        4  ' 

ist.    Diess  kann  sehr  leicht  geschehen,    wenn    man    die    erste  dieser 
Gleichungen  nach  ß  auflöst  >  wodurch 

^        1  +  a 
wird  und  folglich  ß  immer  acht  gebrochen  ausfällt ,    sobald  man  a  ^  ' 
nimmt.    So  ergiebt  sich  z.  B.  fär  a:=z^  y'ß^=^    und  mithin  vermOg^ 
der  Formel  (6) 

4~1.2       3.23"*"  5.2* 

7^1.3      3.33^5.3*  •'     . 

wonach  die  Berechnung  von  n  sehr  leicht  ist. 
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§.52. 
Das  2%eorem  von  Taylor  für  Funktionen  mehrerer  Variablen. 

So  wie  am  Ende  des  §.  35.  das  Taylorsche  Theorem  aus  deo 
Mac  Laurinschen  abgeleitet  wurde ^  so  ist  es  auch  sehr  leicht,  die  Be- 
dingungen^ unter  welchen  jenes  besteht >  aus  denen  zn  entwickeln, 
welche  für  die  Gültigkeit  dieses  letzteren  hinreichend  und  nothwendig 
sind.  Man  wird  sich  nämlich  sehr  leicht  überzeugen,  dass  wenn  r  den 
Modulus  von  x,  q  den  von  h  und  r^  den  kleinsten  der  Moduli  bezeich- 
net, für  welche  irgend  eine  der  Funktionen  F(x)  ,  F' {x)  ,  F"(x)  etc. 
unstetig  oder  unendlich  wird,  der  Modulus  von  h  zwischen  denen  von 
r  und  Ti  liegen  muss,   wenn  die  Gleichung 

F{x-\-h)=zF{x)^-^F'{x)^-^^F"^a:)-{•... 

gelten  soll*  —  Es  ist  auch  nicht  schwer,  diese  Gleichung  auf  Funk- 
tionen mehrerer  Variablen  auszudehnen.  Sehen  wir  z.  B.  in  der  Funk- 
tion F{Xyy)  vorerst  y  als  constant  an,  so  können  wir  nach  dem  Obigen 

setzen,  wobei  sämmtliche  Differenzialquotienten  partielle  sind.  Lassen 
^ir  jetzt  y  xasL  k  wachsen,  so  ist  auf  jedes  Glied  der, rechten  Seite 
der  Taylorsche  Satz  selbst  wieder  anwendbar,  wodurch  man  unter  der 
Bemerkung,  dass  überhaupt 

an.id-F{x.y)\ 

\       dx^        >   _  d"»+''F(x,y) 
dy"^  dy^  dx^ 

*^*i  sehr  leicht  die  folgende  Gleichung  erhalt: 

.   h   trfF(j;..y)_.    kd^F{x.y)       k^d^Fjx.y)  .         i 
^l\       dx      ^  l     dydx     '^1.2    dy^dx   ^  •'•] 

I^  \d^F{x,y)      kd^F(x.y)  .    k^d*F{x,y)  . 
■^1.2  1      dx^      ^\     dydx*    "^1.2  dy^djfl  ^" 

+ , 

Mimmt  man  hier  die  Glieder  diagonalweis  zusammen,  so  ergiebt  sich 
auch 
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h^  a^Fjx.y)   ,hk  d^F(x,y)  ^  k^  d^F{x,y) 
"*"  1.2      dx^       "^11      dxdy     "^1.2      ihy 
.   A3    d?F{x,y)      h^kd^F{x,y)      h  k^  d^F(x,y)        k^    d^F(x,y) 
^1.2.3      dx^      "^1.21    rfa:2%     "^11.2    rfar€/y2  +1.2.3      dy^     ' 

Bezeichnet  man  die   einzelnen   Horizontalreihen  kurz  mit  Ui  ,  %  ,  »3 
etc.,  setzt  also 

F(x+h  ,y-\-k)=:F(x,y)+Ui  +  v^-}-u^  +  .. . 
so  ist  überhaupt  für  ein  ganzes  positives  n 

__    /i»    d^F(x,y)  ^n-i         kd^F(x,y) 

^~"l.2..w       rfa:»      ■^1.2..(w— 1)1  c/ar«-^<?y 
/^n-2        )^.2  d^F(x,y)  k^     d^F(x,y) 

""■  1.2..(w— 2)li2rfa:«-2rf^a"^*    •    "^1727^       «^^r       • 

Denkt  man  sich  auf  der  rechten  Seite    als  gemeinschaftlichen  Faktor 
die  Grosse 

1.2.3..(w-l)7t 
abgesondert ,  so  erhalten  die  in  der  so  herbeigeführten  Parenthese  ste- 
henden Differentialquotienten  die  folgenden  Coeffizienten 

1      n              n(n  —  l)              n(n  —  l)(w  — 2)  . 

M^'*^  '       1.2  "^  '  1  2.3 =  ^3  *  etc. 

und  folglich  ist 

und  mithin  nach  dem  früheren 

1.2  (      dx^  dxdy  dy^  ) 

1.2.3  (       AiJ^  dx^dy  dxdy^  dy^         \ 

und  hier  muss  nun  die  Funktion  F(x,y)  in  Bezug  auf  a:  sowohl  als 
auf  y  die  Bedingungen  erfüllen ,  welche  früher  blos  in  Beziehung  wi 
X  allein  nuthig  waren. 


284 

In  gaDZ  ähnlicher  Weise  liesse  sich  das  Tayiorsche  Theorem 
ch  auf  Funktionen  von  drei »  vier  etc.  Variabelen  ausdehnen ,  doch 
id  alle  diese  Formeln  wegen  ihrer  compüzirten  Gestalt  nur  von  be- 
iränkter  Anwendung. 


Cap.  IX.    Das  Theorem  von  Lagrange. 

§.  53. 
Kennzeichen  für  die  Eniwickelharkeii  impliziter  Funktionen. 

Die  Theoreme  von  Taylor  und  Mac  Laurin  setzen  voraus«  dass 
e  Funktion  F(x)  oder  F(x+h)i  welche  in  eine  Reihe  verwandelt 
erden  soll^  eine  völlig  bekannte  oder  entwickelte  (expKzite)  sei  und 
»gen  in  diesem  Falle  die  zur  Ent^ickelUng  nothigen  Rechnungsope- 
ktionen;  aber  eben  diese  Operationen  würden  sich,  wenigstens  unmit- 
»Ibar^  gar  nicht  ausführen  lassen,  wenn  die  zu  entwickelnde  Funktion 
irerForm  nach  unbekannt  und  nur  eine  ßedingungsgleichung  gegeben 
äre,  welche  dieselbe  erfüllen  soll.  Es  entsteht  daher  die  Frage, 
urch  welche  Mittel  eine  solche  implizite  Funktion  einer  Variabelen  in 
ine  Reihe,  welche  nach  steigenden  Potenzen  der  letzteren  fortschrei- 
et, verwandelt  werden  könnte.  Denken  wir  uns  z.  ß.  zwischen  den 
vrussen  x  und  y  eine  Gleichung  wie 

0(a:,y)  =  O  (1) 

»^ben,  so  ist  offenbar  y  eine  gewisse  erst  noch  zu  entwickelnde 
^'uoktion  von  x  etwa  yz=zq>(a:),  die  sich  vielleicht  auch  in  eine  Reihe 
on  der  Form  .ir 

<p(w)  =  A  +  Ba:+Cx^  +  ...  '   ' 

'emandeln  Itesse ;  es  würde  nur  darauf  ankommen ,  die  Grossen  A  ,  B, 
?etc.  zu  bestimmen.  Noch  allgemeiner  wird  die  Aufgabe,  wenn  man 
licht  y  selbst,  sondern  eine  gegebene  Funktion  F(y)r=zF[q>(x)]  ver- 
handelt wissen  wollte.  Der  zunächst  liegende  Gedanke  wäre  nun,  die 
rieichung  (1)  vorerst  aufzulösen  und  auf  die  so  entwickelte  Funktion 
=9) (;r)  das  Mac  Laurinsche  Theorem  anzuwenden,  aber  diess  ist 
ich  gerade  der  nur  selten  verfolgbare  Weg,  weil  die  aligemeine  Auf- 
sang  eben  jener  Gleichung  ganz  uomoglieh  wird,  sobald  daxln  x  und 
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y  als  höhere  Potenzen  oder  in  nicht  algebraischer  Form  erseheinen. 
Man  muss  sich  daher  nach  einer  von  dieser  Schwierigkeit  fireien  Me- 
thode umsehen  >  und  wenn  sich  eine  solche  finden  lässt»  so  hat  mao 
darin  umgekehrt  ein  Mittel^  um  dergleichen  unauflösbare  Gleichungeo 
wie  (1)  durch  Reihen  aufzulösen  >  in  so  fern  man  nämlich  wenigstens 
eine  ihrer  Wurzeln  in  eine  Reihe  verwandeln  kann.  Bevor  wir  uns 
aber  nach  einer  solchen  Methode  umsehen ,  müssen  wir  zuerst  die  Be- 
dingungen autsuchen ,  unter  welchen  das  Problem  selbst  nur  überhaupt 
losbar  ist  und  hierzu  dienen  die  folgenden  Betrachtungen. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben ,  nehmen  wir  an, 
es  sei 

0(a:,p)  z=iy-xf{y)  =  0  (2) 

und  darin  f(y)  eine  bekannte  (explizite)  Funktion  von^  allein^  welche  für 
^=0  weder  Null  noch  unendlich  gross  wird  und  auch  immer  stetig 
bleibt.  Obgleich  man  nun  nicht  weiss,  welche  Form  hier  y  als  Funk- 
tion von  X  gedacht  haben  wird,  so  ist  es  doch  nicht  schwer,  die  suc- 
cessiven  Differential quotienten  von  y  in  Bezug  auf  x  zu  entwickeln; 
durch  Anwendung  des  Satzes: 

d^{x,y) 

für  0(ar,y)  =  0  ist  ^^=    .   f^  " 
^'  dx       d^(x,y) 

dy 
erhält  man  nämlich  in  unserem  Falle  sehr  leicht 


dy  ^      —  fjy) 
dx       1  —  xf{x) 


(3) 


Dlfferenzirt  man  diess  mehrmals  nach  x,  so  findet  man  für  ??,-?4> 

dx^   dr 

etc.  Brüche,  deieen  Zähler  theils  x,  theils  f{y)  ,  f  (y)  ,  f"(y)  etc.  ent- 
halten und  deren  Nenner  aus  ganzen  Potenzen  von  1 — xf'(y)  beste- 
hen. Sind  nun  f(y)  ,  f'(y)  ,  f"(y)  etc.  durchweg  stetige  Funktionen 
von  y  (oder^),  so  ändern  sich  auch  jene  Zähler  und  Nenner  stetig; 
wenn  aber  die  Quotienten  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden 
oder  unendlich  werden  sollen,  so  darf  keiner  der  Nenner  in  Null  über- 
gehen, was  für 

1  -  xr(y)  =  0  (4) 

der  Fall  sein  würde.  Nennen  wir  lo  >  li  >  ®^c-  ^^^  nach  ihrer  Grösse 
aufsteigend  geordneten  Werthe  von  x,  welche  den  Bedingungen  (^  und 
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(4)  g|f ichzeitig  genügen »  so  ist  klar,  dass  die  Differenz  1 — ^f(y)  von 
Null  verschieden  bleibt,  weün  a:  <  Jo>  «der  >  ^  und  <  |i,  oder  >  l^  und 
<  la  etc.  ist.  Aus  diesem  Allen  zusammen  folgt  nun,  dass  die  Diffenzial- 

quotienten 

dy     ^     ^ 

dx  ^  dx^  '  dx^  '  ••*' 

stetig  und  endlich  bleiben,  tvenn 

;r<Jo  oder  lo<^<5i  ode^  |i  <:r< Ja  «tc. 

ist.    Das  Nämliche  findet  auch  mit  der  Funktion  y  selbst  statt,  weU 

aus  der  Stetigkeit  und  Endlichkdt  von  -^  die  von  y  folgt. 

Unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  d.  h.  unter  den  verschie- 
denen FuAktioden  yi^q>{x)i  welche  derselbed  genügen  können,  giebt 
es  nun  offenbar  eine,  welche  mit  x  zugleich  verschwindet,  und  diese 
inuge  die  kleinste  h^issen;  lassen  wir  daher  x  das  Intervall  a;  =  0  bis 
:r=^^  durchlaufen,  so  bleiben  innerhalb   desselben   die  Funktionen  ^, 

^  ,  ^^  ^  etc.  stetig  und  etidlich  und  folglich    lässt   sich    die 

kleinste  Wurzel  y.  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von 
r  fortgehende  Reihe  verwandeln,  sobald  der  Modulu^s 
'^onar  wenigef  als  der  von  ^  beträgt.  Die  Grösse  J  ist  abipr 
licht  schwer  zu  finden,  weil  sie  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  zugleich 
genügen  muss;  man  hat  nämlich: 

X  ^(M    und    X  —   ji^  (5) 

folglich  durch  Elimination  von  X 

f(y)^yf(2f)^  .    ^,V;         (6) 

^ie  letzte  Gleichung  enthält  nur  y  und  ist  also  dbieiJfe&  nuiherische ; 
^Qs  ihr  erhält  man  für  y  gewisse  Werthe  (WursejI^^nBe  wir  mit  ij^ 
%  9 172  »  •  •  •  bezeichnen.  Die  Gleichungen  (5)  ^{3fti^|fm  eSejisoviei 
Werthe  für  ^,  die  ^  ,  li  ,  etc.  heissen  mögen,  wffÜD  «l|e  so  geordnet 
sind,  dass  ^  <  Si  <  Sa  etc.  ist. 

Um  das  Vorhergehende  —  den  Grundpfeiler  der  ganzen  Unter- 
suchung —  an  einem  Beispiele  zu  erläutern ,  sei  f(y)  ^=  ^.^^.  -f-  ^  -f- 1 

also  diejenige  Funktion  y  in  eine  Reihe  zu  verwandeln,  welche  der 
GfieichuQg 


287 

y  -  a;  (ly>  +  y  +  1)  =  0  (7) 

Gettflge  leistet.  Hier  hat  man  zur  Bestimmung  der  ij  gemäss  FoYiiei  (0) 
llf*  +  lf+  l  =  y(y-M), 

woraus  für  y  die  beiden  Werthe 

%  =  +  V2    ,    ih  =  -  V2 

folgen.  Da  nun  nach  no.  (5)  or  =  -— =•  sein  muss,  so  erhalten  wir 
für  X  die  Werthe 

Da  nun  hier  der  Modulus  (absolute  Werth)  von  |q  weniger  als  deivoo 
li  beträgt,  so  ist  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  (7)  für  diejen^eo 
X  in  eine  Reihe  verwandelbar,  deren  Modulus  <  V~2 — 1  ist  Diess 
lässt  sich  auch  leicht  direkt  nachweisen ;  aus  (7)  folgt  nämlidi 

X 

Die  kleinere  Wurzel  ist  hier 

,,  -   1— a:  —  Vi  — 2a:— ar« 

X 

von  welcher  man  leicht  nachweisen  kann»  dass  sie  för  xzszO  sich  bU" 
nullirt.    Will  man  nun  auf  die  Quadratwurzel  im  Zähler  die  Formel 

^^     '  — *        2         2.4^         2.4.6* 

anwenden»  Wtmlss  der  absohite  Werth  von  2x  +  afl  weniger  aU  ^ 
betragen»  woraus  wieder  x  <  V^— 1  folgt  wie  oben. 

Nennen  wir  jetzt  y'  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichtfng 

so  Mnnen  wir  setzen 

y-ar/-(y)  =  (y-y)*(y),  (8) 

wo  ^(y)  eine  neue  Funktion  von  y  bedeutet,  von  der  wir  «war  nicht 


288 

die  Form,  aber  wen1g«teDti  ^nige  EigeDSchaAen  angeben  kSoDeir.  Den- 
ken wir  uns  nämlieh  In  der  vorstehenden  defchung  y  als  willkflbrliebe 
VeränAerlicbe,  so  erhellt  auf  der  Stelle,  dass  wegen  der  ContinuUät 
and  Endlichkeit  von  f(y)  die  Funktion 

weder  unstetig  noch  unendlich  wird,  so  lange  y  von  y'  verschieden 
bleibt,  und  das  Nämliche  gilt  von  den  Differenzialquotienteo  derselben; 
ebenso  leicht  überzeugt  man  sich,  dass  für  y=0  die  fragliche  Funk- 
tion weder  verschwindet  noch  unendlich  wird.  Nimmt  man  ferner  die 
{iOgarithmen  der  Gleichung  (8),  nachdem  man  sie  in  folgender  Form 

l-ar^  =  (l-«l)a(;(3^) 

9  y 

geschrieben  hat,  so  ergiebt  sich  leicht 

^  /[l-o:^  =  ^l{l^VL)^  /t/;(y),  (9) 

y  y 

und  da  ^  (^)  für  ^  =  0  weder  Null  noch  unendlich  wurde ,  so  wird 
^ip(^)  {vLt  y  =z  Q  nicht  unendlich  und  bleibt  wegen  der  Stetigkeit  von 
1^(y)  9  V(y}  >  '^"{y)  9  ^c.  ebenfalls  sammt  seinen  Differenzialquotiep- 
ten  stetig.    Hieraus  folgt ,  dass  li\>  (y)  sich  in  eine  Reihe  von  der  Form 

l,l,(y)  =:bo  +  biy  +  b^y^  +  ...  (10) 

verwandeln  lassen  muss,  wenigstens  innerhalb  eines  gewissen  Inter- 
valles  für  y.  Da  ferner  in  (9)  y'  die  But  x  gleichzeitig  verschwindende 
Wurzel  der  Gleichung  y  —  sfly)  =  0  bedeutet,  während  die  anderen 
Wurzeln  y  für  i7  =  0  im  Allgemeinen  nicht  verschwinden,  so  nähert 

s'i<A  der  Quotient  «^  für  abnehmende  x  derGrSnze  Nott,  woraus  folgt, 

y 

dass  wenigstens  innerhalb  eines  kleinen  Intervalles  (in  Bezi^  auf  x) 
y^y  sein  inusa>  so  dass  also  die  Gleichung 

-'<■-^'4^K0•4(f)■  +  •■• 

gilt    Es  wird  also  nach  no.  (10) 

ao* 
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Auf  der  rechten  Seite  lässt  sich  nun  y*  (aber  nicht  y)  unter  gewissen 
ßedingUDgen 9   die  wir  vorhin  kennen  lernten,  in  eine  nach  Potenzen 
von  X  iortschreitende  Reihe  verwandeln^   und  das  Nämliche  gilt  auch 
von  y^  ,  y'^  etc.  5  weil  diese  letzteren  Funktionen  unter  den  nämlicben 
Bedingungen  stetig  und  endlich  bleiben  wie  y* .    Denkt  man  sich  diese 
Verwandlungen   ausgeführt  und   hieraus  diejenigen  Glieder  zusammen- 
genommen^ die  gleiche  Potenzen  von  x  zu  Faktoren  haben  ^   so  folgt, 
dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (11)   in   eine  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  X  fortschreitende  Reihe  verwandelt  werden  kann^   wobei 
die  Coeffizienten  dieser  Potenzen  theils  positive  theils  negative  Poten 
zen  von  y  enthalten.    Was  aber  von  der  einen  Seite  einer  identiscben 
Gleichung  gilt,   muss  auch  von   der  anderen  gelten   und  mithin  muss 
sich  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  (11)  in  eine  gleiche  Reihe  ent- 
wickeln lassen,  wobei  das  folgende  Resultat  zum  Vorschein  kommt: 
1    y'        \    ya        1     y/3 

—  [*o  +  *i»  +  *a»'  +  ••••] 

in  welchem  nur  die  Anordnung  die  umgekehrte  ist. 

§.  54. 

Reihenenhvickelung  für  implizite  Funktionen, 

Da  die  Funktion  f(y)  nebst  ihren  Differenzialquotienten  als  ste^ 
tig  und  endlich  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  auf  dieselbe  das  Mac  Lan- 
rin'sche  Theorem  anwendbar,  und  das  Nämliche  gilt  vom  [f(y)Y» 
[f(y)y    etc.      Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  f(y)  mit    F  und  »it 

(Z>»F)(o)  den  Werth,  welchen  — f-^  bekommt,   sob^tld  man  nach  ge- 

schehener  Differenziation  ^=0  setzt,  so  gelten  jetzt  die  Gleichungen: 

f(y)  =  F(o)  +  f-(/)F)(o)  +  j^(/)«F)(o)  +j-|ig.(Z)'F)(o)  +  .-.. 

[fiy)]^  =  F2(o)  +  f  (ÖI'*)(o)  +  ^  (/>«F»)(o)  +T^  (^1^(0)  +-.M 

u.  s.  f.,  ^ 
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und  «renn  wir  diese  Wefthe,  in  die  Gleichung  (12)  «ubstituireo  und  dar- 
auf Alles  nach  Potenzen  Ton  y  ordnen ,  so  ergiebt  sich : 

—  [*o  +  *iy  +  **»*  + 


+  p(ÖF)(o)  +  i^(ö*n,o)  +  j-|!^(D3  r»)(o)  +  .... 

+  y  l^(^ *0(o)  +  1^  (/)' F«),o)  +  . .. .  ^ 


Aus  der  Bemerkung  nun,  dass  die  Coefüzienten  gleicher  Potenzen  von 
y  einander  gleich  sein  müssen ,  ergeben  sich  jetzt  eine  Menge  von 
Gleichungen,  welche  theils  zur  Kenntniss  von  y' »y'^^y'^  etc.,  theiis  zu 
der  von  bo ,  bi ,  6^  etc.  föhren.  Das  Letztere  ist  hier  weniger  wesentlich, 
dagegen  ist  die  Gleichung,  welche  sich  divch  Vergleichung  der  Coef- 

faienten  von  -^  ergiebt,  nämlich 

Y  =  Y  ^^^^  +  0^^^'^^^>  +  tSs  ^^' ^>^  +  •  •  •    ^*^ 

von  hauptsächlichem  Werthe,  denn  sie  enthält  geradezu  die  Auflösung 
unserer  Aufgabe,  die  kleinste  Wurzel  y*  der  Gleichung  y  —  a:f(y)  =  0 
'^  eme  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  zu  verwandeln.  Die 
Bedingungen,  unter  welchen  die  obige  Formel  richtig  bleibt,  bestehen, 
^k  wir  bereits  wissen,  darin,  dass  f(y)  =  Y  ,  f  (y)  =  DY  ,  etc. 
«tetige  und  endliche  Funktionen  von  y  sind,  deren  erste  für  y  =  O 
nicht  verschwindet,  und  dass  endlich  der  Modulus  von  x  kleiner  aUi 
der  Modulus  des  kleinsten  x  ist,  welches  man  durch  Auflösung  der 
Gleichungen 
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;r(y)=y/'(^)..  =  ^=^^  (2) 

erhält.  —  Wir  wollen  diess  zunächst  durch  einige  Beispiele  erläutern. 
L    Für  F  =  fdy)  =  e^  wird 

/>»-i  F»  =  Z>«-ie^  =  fV^^ev, 
(/)^iF»)(o)=:ii«-^ 
Die  kleinste  Wjirzel  der  Gleichung  y-^xfSS  =  0  ist  also: 

3^  =  -r+T:2-+r2:3  +  - •  ® 

Die  Gleichungen  (2)  sind  hier 

d,  \,  y  zn  1  ,  X  =:  — •     Die  Formel  (3)  gilt  demnach  nur  so  lange,  ab 

der  Modulus  von  x  weniger  als  —   beträgt.      Diess    kann   man  aocb 

leicht  auf  anderem  Wege  einsehen.    Um  nämlich  die  Convergenz  der 
Reihe  zu  beurtheilen^  hat  man 

Un   ""    n«-i      n  +  l        ^    ^n^    JTfl      ' 
folglich 

Lim  ???±1  =  <?^, 

Un 

und  wenn  diess  <1  sein  soll,  so  folgt  a?<—  wie  vorhin;  (&r  x^-^ 

dagegen  divergirt  die  Reihe  und  gilt  dann  der  Funktion  y'  nicht  mcb' 
gleich. 

II.    Für  F  =  /*(y)  =  cosy  findet  sich  D^^cos^  auf  folgend« 
Weise. 

Wegen 

cosy  =  — -^ ,  t  =  V--I 

hat  man 

cos»y  =  L  le^  .f  nic(»-*)9«*  +  %et*-^)»<  +  ...l 


2>2 

ich 

+  na((ii--4)»)*"M»-«)«*+...J 
-*cos«^)(o)  =  i^  ln»-i  +  ni(n— 2)«-i  +  na(n—4)»-i  +  ...}. 

gerade  n,  also  ungerade  n — l,  beben  sich  in  der  eingeklamnierten 
be  die  ersten  und  letasten,  zweiten  und  vorletsten  Glieder  auf; 
ilich: 

,t«— 1  gegen  (n-^Z«)*-*  =  — n»-*, 

u.  s.  w,, 
folglich  ist 

(Z>»-tcos«y)(o)  =a  0 
gerade  n.    Dagegen  hat  man  für  ungerade  n  also  gerade  (n — 1) 

-ieos«y)(o)  =  ^^^  ^     U"-^+iii(n-2)»-»  +  na(M-4)— »  +  .•.)  (4) 

r 

(Z)-iF«)(o)  =  (-l)^'a., 
in  zur  Abkürzung 

«,  =  ^  {n«-i  +  ni(n— 2)«-i  +  jia(n— 4)»-*+....? 

etzt  wird*     Nach  Formel  (1)  ergiebt  sich  nun^  dass  die  kleinste 
orzel  der  Gleichung: 

y  —  X  cosy  =  0 
gedrückt  wird  durch 

»   -"J"""^2:3  + 1.2.3.4.5         •  ••  ^^ 

1  die  Grenzen  fSr  die  Gültigkeit  dieser  Reihe  zu  bestimmen,  müs- 
I  wir  zunächst  die  Gleichung: 

cosy  =  —  ysüny    oder    y  +  coty  =  0  f6) 

lösen.     Man  übersieht  sogleich,   dass  die  reellen  Wurzeb  dieser 
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Gleichung  zwischen  y  =  -^  und  y  :=:  %  ,  y  zzz  -^  und   y  =  2«   etc. 

zu  suchen  sind,  weil  y  und  coiy  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein 
müssen.  Um  auch  noch  zu  erfahren  ^  zwischen  welchen  Gränzen  die 
Moduli  dor  imaginären  Wurzeln  liegen,  nehmen  wir  y  =  zi,  wodurch 

coty  = -"  *  ^±;;=i  = -^(1+^^^) 
wird  und  die  Gldchung  y  +  coty  =  0  in  die  folgende  übergeht: 

Für  25  =  1  wird  die  linke  Seite  negativ,  dagegen  (ör  z=2  positiv  und 
folgl.  liegt  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  zwischen  1  und  2.  Genauere 
Rechnung  giebt  2  =  1,199678...  und  folglich  ist  y= (1,199678...)  V-i 
die  erste  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  y  +  coty  =  0.  Diess 
ist  auch  die  kleinste  Wurzel  >  weil  ihr  Modulus  weniger  beträgt  ab 

n      3n 

n"  f  -«-  etc.  Vermöge  der  zweiten  Formel  in  no.  (2)  ist  niin  in  unse- 
rem Fallet 


— sin  2^        cosy 


woraus  man  leicht 


a;  =  vi+y^ 


findet.    Diess  giebt  als  kleinsten  Werth  von  x: 

X  =  Vi— (U99678...)2  =  (0,662742... )V—T, 

und   folglich  ist  0,622742...  der   kleinste  Modulus  von  x.    Die  Glei- 
chung (5)  besteht  demnach  nur  für 

modar  <  0,662742...  (7) 

III,    JEs  sei  fiy)  =;=  ^+  a,  also  die  kleinste  Wurzel  der  Glei- 
chung 

y — x{y^-{-(i)  =  0 
oder 

y»»  —  ^  y  +  a  =  0  (8) 

in  eine  Reihe  zu  verwandeln.    Hier  ist  nun  wegen  F  =  a  +  ^ 
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und  da  nach  geschehener  Differenziation  ^=0  zu  setzea  i^,  so  et« 
hellt,  dass  m  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss^  wenn  nicht  von  ir- 
gend einer  Steile  an'  (soha^d  nämlich  n — 1  >  m  geworden]  ist)  die 
Differenziaiquotienten  unendlich  gross  ausfallen  sollen.  Unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  werden  alle  ^ejenigen  Differenziaiquotienten 
=0,  bei  denen  iiicht 

n — 1  =  m  ,  2w  ,  3m  ,  Am  ,  etc. 

ist.     Man  erhält  nun  leicht  filr  «— ^1  =  m: 

(/>»-iF»)(J))  =  n^a^n.^.Z...m 
d.  i. 

(jDmF^+i)^)  =  (»i+l)ia«1.2.3..  jm; 

ferner  für  n — 1  =  2m: 

(Z>»-iF«)(o)  =  >faö»-2i.2.3...(2m) 
oder 

(/>2mF2m+i)(^j  —  (2m  +  l)aa2^2i.2.3...(2w); 

dann  wieder 

'  (/>3mF8w+i)(^)  =  (3m  +  l)3a3«^2i.2.3.  .(3^> 
u.  s.  w. 

und  mithin  nach  Formel  (1)  fiir  n=sl  ,  m+1  ,  2m+l  ,  3m-fl  ,  etc. 
da  för  jeden  anderen  Werth  von  n  die  CoefBzienten  verschwinden. 


wofür  man  auch  schreiben  kann: 

y  =  or  +  ymoa"».2:«+^  +  ~  (2m)i  a2«»-i.c*»+* 

+i(3m)aa3'»-««3«+i  +  ..*.   .  (9) 
o 

Um  die  Gränzen  för  die  Gültigkeit  dieser  Reihe   zu  bestimmen,  hat 
man  nach  der  ersten  von  den  Gleichungen  (2): 

woraus  sich 
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findet    Die  iweite  der  genannten  tileichimgen  giebt  jetzt: 

und  folglich  muss  in  der  Formel  (9) 

mod:r<l(2i^)'^  (M 

sein.  —    Nimmt  man  spezieller  07=  — ,  so  hat  man  nach  no.  (9)  ßr 
die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung: 

y»  ^  c^  +  a  =  0  (11) 

die  Formel: 

und  nach  (10) 

a      m  \    a    / 
oder 

1    (».-i)«-t^ 

folglich 

l^(^i^ül!.  (13) 

Setzt  man  endiicli  noch  tn— 1  für  m  und  —  =  z,  «o  wird  die  idefaute 

a 

Wurzel  y*  der  Gleichung: 


y.»-l_ly+l-0  a^) 


durch  die  Reihe: 

/  =  l  +  -5-(m-l)oJ  +  l(2/»-2)it«  +  i(3m-3),2'  +    .. 

1  2  3  I     (igj 


2»6 

ausgedrüdct.  Es  Hesse  sich  übrigens  bei  diesem  Beispiele  eine  Art 
TOD  Probe  machen  ^  wenn  man  nämlich  die  Reihe  in  (15)  rückwSrts  io 
die  Gleichung  (14)  substituirte^  wodurch  man  auf  eine  blose  Identität 
kommen  muss,  weil  y'  eine  Wurzel  jener  Gleichung,  also  eines  von 
den  y  ist«  welches  derselben  genügt.  Bezeichnet  man  zur  Abkürzung 
wie  folgt: 

—(pz/i— p)p-i  =  ^p,  (16) 

also 

y'  =  l+J,z  +  ^a««+^3*^+..-  (17) 

und  schreibt  die  Gleichung  (14)  in  der  Form: 

SO  ergiebt  sich,  wenn  f9r  y  aus  no.  (17)  ^  gesetzt  wird, 

a  +  ^ii  +  ^ax«  +  A^z^  +  ...)•»-* 
=  Ji  +  A^z  +  A^z^  +  J4Z«  +  ... 

Nimmt  man  die  Logarithmen  und  differenzirt  nachher,  so  wird: 
^  ^      l^A^z^A^z^^A^z^^... 

Multiplizirt  man  kreuzweis  die  Reihen  und  vergleicht  hierauf  die  Coef- 
fizienten  gleicher  Potenzen  von  z,  so  findet  man  folgende  Gleichungen : 

^1  =  1, 

.    _  2m— 2    .    . 
ii»  —  — 2 —  '^i  ^^  * 

-^3  =  — j —  ('^i^a  +  Ag^Ai), 

A4,  =  — g —  (AiA^  +  Ag^A^  +  -^3-^i)> 

j^  =  52!Z:8  (^^^^  ^  j^j^  +  A^A^  +  A^Aih 

u.  s.  f., 
oder  allgemein: 
^^^pm-^-2)  (^^j^,+^j^+^,j^+...+^„J,)  (18) 
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und  nun  mfissen  natfirlich  die  nach  der  Formel  (16)  berechneten 
Werflie  von  Ap  ,  Ap^i  ,  ...  A2  ,  Ai  die  vorliegende  Glelchimg  erföl- 
len.  Es  ist  aber  die  letztere  eine  Rekursions-  und  no.  (16)  eiAe  in- 
dependeute  Formel»  und  daher  kann  man  auch  umgekehrt  sagen »  wenn 
eine  Reihe  von  Grossen  Ai  ,  Ag^  ,  .,.  Ap,  die  man  noch  nicht  näher 
kennt,  der  Rekursionsformel  (18)  genügen  soll,  so  muss  die  allgemeine 
Form  derselben  durch  die  independente  Formel  (16)  bestimmt  werden. 
Es  ist  übrigens  nichts  weniger  als  überflüssig,  för  dieselben  Grossen 
dergleichen  doppelte  Relationen  aufzustellen,  weil  es  häufig  vorkommt, 
dass  man  för  eine  Partie  von  GrOssen  sehr  leicht  eine  Rekursionsfor- 
mel finden  kann,  ohne  eine  independente  Formel  angehen  zu  kennen. 
Wollte  man  in  solchen  P'ällen  die  letztere  aus  der  ersteren  durch  suc- 
cessive  Substitutionen  ableiten,  so  würde  man  sich  erst  in  einen  ziem* 
lieh  umständlichen  Calcül  einlassen »  darauf  aus  den  tax  Ai  ,  A^  ,  A^ 
etc.  gefundenen  independenten  Ausdrücken  die  allgemeine  Form  von 
Ap  errathen  müssen  und  hätte  sich  endlich  nach  einem  Beweise  fiir 
dieselbe  umzusehen,  indem  man  zeigte,  dass  Ap^i  unter  derselben 
,Form  steht  wie  Ap,  was  oft  wieder  sehr  umständlich  ist.  —  So  hat 
z.  ß.  die  oben  behandelte  Aufgabe  eine  geometrische  Bedeutung.  Stellt 
man  nämlich  die  Frage,  auf  wieviel  verschiedene  Arten  sich  ein  pEck 
durch  Diagonalen  im  mEcke  zerlegen  lässt»  und  bezeichnet  die  Anzahl 
dieser  Arten  mit  Ap,  so  kann  man  sich  durch  eine  einfache  geometri- 
sche Betrachtung*)  überzeugen,  dass  zwischen  Ap  ,  Ap^i  ,  ^p-^^etc 
die  Rekursionsformel  (18)  statt  findet    Nach  no.  (16)  folgt  dann  sogleich, 

dass  sich  ein  /^Eck  durch  Diagonalen  auf — (pm — p)p—i  verschiedene 

P 
Weisen  in  mEcke  zerlegen  lässt. 


*)    M.  8.  hierüber  Gronerts  Archiv  der  Mathematik.   Theii  I.  S.  193.  Setzt 
man  für  CPW—p)p—j  «einen  Werth,  so  wird: 

.  _(»?  —  !)(/?»?— jy—l)Cpi»—jg  — 2)... (i?m--(2;y  —  !2)) 
'  1.2.3  ....  (/?  — 1) 

Diess  stimmt  mit  der  a.  a.  0.  darch  Induktion  entwickelten  aber  nicht  weiter 
bewiesenen  Formel  überein,  wenn  man  statt  p  den  dort  gebrauchten  Bnch- 
staben  i  setzt.  Das  Obige  enthält  demnach  den  Beweis  für  die  Richtigkeit 
jenes  induktiven  Resultates. 
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§.  55. 

Entwickelung  einer  expliziten  Funktion  von  emer 
impliziten  Funktion. 

Um  die  AUgemeiDheit  noch  hoher  zu  treiben »  wollen  wir  jetzf 
die  Aufgabe  behandeln,  nicht  schlechtvreg  die  kleinste  Wurzel  y'  der 
Gleichung  ^ — ^f(y)  =  0,  sondern  eine  gegebene  explizite  Funktion 
von  ihr,  etwa  F(y')  in  eine  nach  Potenzen  von  a:  fortschreitende  Reihe 
zu  verwandeln.  Die  Möglichkeit  dieser  Entwickelung  und  die  Bedin- 
gungen ihrer  Gültigkeit  sind  a  priori  leicht  einzusehen.  Wäre  nämlich 
FQ/')  eine  stetige  und  endliche  Funktion  von  y*  und  wären  es  auch  alle 
Diflferenzialquotienten  von  ihr,  wenigstens  innerhalb  eines  Intervalles 
y=0  bis  y'  =  riy  so  würde  man  för  eben  dieses  Intervall  die  Gleichung 

F(y')  =  F(0)  +  ^F'(0)  +  ^  F"(0)  +  .... 

aufstellen  können.  Da  sich  nun  unter  gewissen  Bedingungen  ^'  und 
ebenso  y'^  ,  y'^  in  Reihen  verwandeln  lassen,  die  nach  Potenzen  von 
r  fortgehen,  so  ist  diess  auch  mit  der  ganzen  rechten  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichung  und  ebenso  mit  der  linken  der  Fall.  Zu  den 
bereits  bekannten  Bedingungen  für  die  Entwickelbarkeit  von  y'  kommen 
also  noch  die  hinzu,  dass  F(y')  9F(y')yF"(y*),etc,  stetig  und  endlich  blei- 
ben müssen  innerhalb  eines  gewissen  bei  ^'=0  anfangende^  Intervalles. 
Wollte  man  nun  die  Aufgabe  selbst  dadurch  zu  lösen  versuchen, 
dass  mau  in  der  obigen  Gleichung  fiir  y'  ,  y*  ,  y'^  ,  etc.  ihre  nach 
§.  54.  angebbaren  Werthe  setzte,  so  würde  man  sich  In  eine  höchst 
umständliche  Transformation  verwickeln;  viel  kürzer  dagegen  kommt 
man  auf  folgende  Weise  zum  Ziele.  Wir  multipliziren  die  Gleichung 
(12)  in  §.  53.  mit  *(y),  wo  0(y)  eine  nebst  ihren  Differenzialquotienten 
endliche  und  stetige  Funktion  bedeutet  und  vergleichen  in  der  so  ent- 
stehenden neuen  Relation  die  CoefBzienten  von  — ,  welche  beiderseits 

y 

vorkommen^   Nun  ist  die  linke  Seite: 

y     •  1  "^    3^«    •  2  "*"  3(3    •    3    +•  •  (ij 

-  [6o+^.V  +  Ä2y«  +  ....]4>Cv).  ) 
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wobei  sich  wegen  der  der  (ai  0(if)  angegebenen  Bedingungen 
0(ff)  =  0(0)  +  1-0^(0)  +   «^  <D^(0)  +  .,. 

setzen  iässt  Der  subtraktiTe  Theii  des  in  (1)  stekenden  Ausdmckes 
erhält  bei  dieser  Substitution  offenbar  nur  ganze  positive  Potenzen  voo 
y  und  wir  brauchen  daher  keine  Rücksicht  auf  ihn  zu  nehmen^  weites 

sich  hlos  um  den  CoeOizienten  von  —  handelt.    Der  Minuendus  in  (1) 

wird  jetzt 

^1*(0)  +  ^<I>'(0)+  g  «"(0)  +  .... 
+  |^t<P(0)  +  f-*'(0)  +  g  4>»(0)  +. ....  } 


und  dabei  ist  der  CoefBzient  von  — : 

y 

Die  rechte  Seite  der  deiehung  QS)  in  §.  53.  wird  ferner  für  f(y):=^f 
upid  nadi  Multiptlkation  mit  4>(y) 

I^F«>(y)+^^pF«(I>(y)  +  g^  F.«(y)  +  ....        (3) 

und  wenn  wir  auf  jedes  einzelne  Crlied  das  Mac  Laurin'scbe  Vbeoieii 
anwenden 9  was  hier  erlaubt  ist,  weil  unter  den  gemachten  Vorausset- 
zungen ^(y)  y  Y  ,  F^  ,  F^  ,  etc.,  folglich  aiich  die  Produkte  Y(P(g), 
F«0(y)  ,  Y^O(y)  ,  etc.  in  Reihen  von  der  Form  A+By  +  C^+etc^ 
verwandelbar  sind,  so  geht  die  Reihe  (3)  in  die  folgende  über: 

''"3^1ti'»*(2r)](o)+f  {/)[F«*(y)]}(o)  +^  {/)«[F3*(y)]}fo)  +....I 


und  hier  ist  der  Coeffizieot  von 

y 


?00 

1 


Durch  Vei^Ieichung  dieses  Coeifizienten  von  —  mit   dem    schon   unter 


Durch  VergleichuDg  dieses 
no.  (2)  gefimdeDeD  ist  nun: 

^  ^m  + 1^  *'(0)  +  j^  <i^(0)  +  .... 

=  Y[Fa>(y)](o)  +  ^{l>[F«<I>(y)])(o)+  ^^  j  Z>«[F3  0(y)])(o)  +  .... 

Setzt  man  ooch  *(y)=F'(y),  also  *'^)=F''(y)  ,  *^(y)=F'%),etc. 
so  geht  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  über  in: 

und  nach  dem  Mac  Laurin'schen  Satze  ist  F(y')^F{0)  ihre  Summe, 
weil  F'(y) ,  F"(9f) ,  etc.  den  für  *(y) ,  ^'(y)  ,  etc.  gemachten  Voraus- 
setzungen nach  innerhalb  eines  mit  y=0  an&ngendeea  Intervalles  ste- 
tig und  endlich  bleiben.    Wir  haben  daher  nach  dem  Obigen: 

F(3f')=^(0)  +  y[FF'(»)](o)+^2  «^[I'^^Cy)]}») 

+  TX3-  l^['''^<y)]l(o)+-  W 

und  hierin  die  Auflosung  unserer  Aufgabe.  Die  Gleichung  selbst  gilt 
so  lange  als  f(^)=  Y ,  f'(y)=^DT  ,  f(y)^mY ,  etc.,  ebenso  ^), 
JP(y)  «  F^iy)  f  etc.  innerhalb  eines  bei  Null  beginnenden  Inlervalles 
stetig  und  endlich  bleiben,  dass  ferner  f(0)  weder  Null  noch  unendlich 
gross  und  der  Modulus  von  ^  kleiner  als  der  Modulus  des  kleinsten  x 

ist,  welches  die  simultanen  Gleichungen  Y=:yDr  und  x  =:  -^=77^ 

erfidtt. 

Die  gefundene  Formel  lässt  sich  übrigens  durch  einen  sehr  ein- 
lachen Knlislgriff  noch  verallgemeinem.    Man  setze  nämlich: 

F=/(y)  =  q>(y  +  a)  ,F(y)  =  ^(jf  +  a), 

wo  a  eine  willkührliche  Constante  ist;  es  wird  dann 
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*(y'  +  fl)  =  *(«)  +  Y  [v(y+a)*'(y+o)] 


(1^ 


und  hier  bedeutet  nun  y"  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung: 
y—a;q>(if+a)  =  0. 

Dabei  wäre  der  Coeiüzient  von  :=— t? in  der  obieen  Reihe 

1.2.. .91  ° 


d.  i. 

££yn— 1  ^ 

Setzt  mao  aber  zur  Abkürzung  y  +  a  =  z,  also  dy  =  rfx^  so  witd  för 
yz::^0  ,  z=a,  folglich  der  vorliegende  Ausdruck  gleich 


oder  an^og  unserer  vorigen  Bezeichnung  t 
und  mithin  ist  nach  dem  Obigen: 

X  i 


^(y'  +  a)-0(ä)  +  j-[g)W4>'(z)](a)  +^  {D[q>(z)  *'(z)]}(.) 


^ 


Schreibt  man  kürzer  y — a  für  y,  also  auch,  weil  y  eine  besondere 
Form  von  y  ist,  y  —  a  fSr  y',  so  geht  die  Gleichung  (5)  Aber  in: 

y  —  a-^x^iy)  =s  0    oder    y  =z  a:9(y)  +  a, 
und  die  vorige  Formel  wird 

*(»')  =  <^(«)  + j[9>W*'«](a)+£^   {/>[^V(X)])(«)   +   .... 

Setzen  wir  endlich  noch  a  ==  z,  so  können  wir  die  aUgehaogeoeb  Mar« 
ken  weglassen,  weil  immer  z  =  z  ist,  und  wenn  wir  noch  /^niid  F  filr 
q>  und  0  schreiben,  so  wird,  wenn  y'  die  kleinste  Wurzel  der  Glei- 
chung : 

y  =  oifiy)  +  z  (6) 
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bedeutet,  und  also  eine  Funktion  zweier  Variabelen  x  und  x  ist, 

+  13^^[/'W»^' (»)]  +  ...  (7) 

WO  sich  die  angedeuteten  Differenziationen  auf  z  als  unabhängige  Va- 
riabele  beziehen  und  f{z)^  ,  /*(s)^  ,  etc.  der  Bequemlichkeit  wegen  für 

_—  a     ■         3 

f{z)  9  f(z)  ,  etc.  gesetzt  sind.  Die  vorstehende  sehr  eilgemeine  Glei- 
chung heisstdas  Theorem  oder  auch  die  Umkehrungsformel  von 
JLagrange  und  gilt  nach  den  für  die  Gleichung  (4)  angegebenen  Be- 
dingungen nur  so  lange  als  f(ß)  nicht  =  0  oder  oo  ,  f(^)  »  f  (y)  ,  /"(y), 
etc.;  ebenso  F(y)  ,  F'iy)  ,  F" (y)  ,  etc.  stetig  und  endlich  innerhalb 
eines  bei  Null  anfangenden  Intervalles  bleiben  und  der  Modulus  von  x 
kleiner  als  derjenige  ist,  welcher  dem  kleinsten,  die  simultanen  Glei- 
chungen 

/'(.)  =  (.-or(.).-=-^=^^        (8) 

erfüllenden  x  zugehört.  —  Nimmt  man  in  der  Formel  (7)  nach  Aus- 
fShrung  der  angedeuteten  Operationen  2  —  0,  so  kommt  man  auf  die 
Formel  (4)  zurück. 

§.  66. 
Die  ümkehrung  der  Reihen, 

Um  ein  etwas  allgemeineres  Beispiel  fdr  die  Formeln  des  vorigen 
Paragraphen  zu  haben,  wollen  wir  eine  Aufgabe  behandeln,  welche 
einige  historische  Berühmtheit  hat,  weil  man  sich  zu  Zeiten  der  com- 
binatorischen  Schule  viel  mit  ihr  beschäftigte. 

Wenn  zwischen  x  und  y  eine  Gleichung  von  der  Form 

^  =  «o.y  +  fliy*  +  «aSf*  +  «3^  +  •—  0) 

besteht,  worin  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  als  eine  convergente 
vorausgesetzt  wird*),  so  ist  umgekehrt  auch  y  und  ebenso  y^  eine 


*)  Convergenz  ist  desslialb  nSthig,  weil  die  Formel  Ton  Lagrange  :r  alt 
^■Qe  bestimmte  endliche  Grosse  voraassetst,  was  nicht  der  Fall  sein  würde, 
^«nn  die  Rdhe  a^P  +  a^p^  -f  etc.  dir^rgirte. 

21 
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geuisse  FuoktioD  von  x,  welche  man  auf  folgende  Weise  in  eine  Jiadi 
'  Potenzeo  von  x  fortschreitende  Reihe  verwandeln  kann.    Man   setze 
zur  Abkürzung: 

*(y)  =  «oy  +  «ly*  +  «2?/^  +  «3^  +  •—        (2) 

so  ist 

X  =z  tpiy)   oder  auch  y  =  ar     ^  -»  (3) 

Vergleichen  wir  diess  mit  der  früher  betrachteten  Relation: 

y— ^/*(y)  =  0  oder  y  =  a/(y), 
so  ist 

und  diese  Funktion  erfüllt  in  der  That  die  im  vorigen  Paragraphen  ihr 
auferlegten  Bedingungen.    Ausserdem  ist  noch^  da  y"*  gesucht  wird, 

und  folglich  der  CoefBzient  von  x^  in  der  Reihe  (4)  des  vorigen  Para- 
graphen : 

Nach  (4)  ist  nun  ferner: 

1 


— n 


•  (y)/      («0  +  «1^  +  «2  V*  +  •••)" 
=  («0  +  «ly  +  «23^  +  ••••). 

Denkt  man  sich  hierauf  das  Binomialtheorem  angewendet,  was  man 
desswegen  darf,  weil  wenigstens  innerhalb  eines  kleinen  Intervalles 

aiy+ff2y^+fhy^  +  ^*  ^  l 

ist»  so  kann  man 

^)  =  /»„  +  P,y  +  I\},^  +  P,y»  +  ...         (6) 

Setzen,  wo  durch  P  gewisse  Coeflizienten  bezeichnet  werden,  die  nnr 
von  n  und  den  Constanten  «To  ,  a^ ,  a^  ,  etc.  abhängen.    Man  hatdaon: 

=  /)»-»  I  Ky-^»  +  Ky-  +  ^3^+'  +  P,9'^*  +  ...  )  (7) 
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nd  da  nach  geschehener  Differenziation  ^  =  0  gesetzt  wird^  so  muss 
t  eine  positive  ganze  Zahl  sein^  wenn  nicht  der  CoeflSzient  in  no.  (5) 
nendiich  werden  soll.  Unter  dieser  Voraussetzung  giebt  es  in  d#r 
orstehenden  Reihe  ein  Glied 

rorin  der  Exponent  von  y  gleich  n—  1  ist;  diess  geschieht  nämlich 
*ür  q^=in — m,  so  dass  man  die  Gleichung  (7)  auch  in  folgender  Form 
iarstellen  kann : 

woraus  sogleich  folgt: 

=  1.2.3...(n— 1)K-.». 
Nach  no.  (5)  ist  nun 

—  Pn-m  der  Co^lBzient  von  x^. 
n 

Wollte  man  hier  «=0,1,2,  etc.  setzen,  so  würden  mehrere  der 

GrCssen  P  negative  Indices  erhalten;  dergleichen  P  müssen  aber  Null 

sein,  weil  in  der  Gleichung 

(«0  +  «ly  +  «2^*  +  «ay'  +  •••)"" 

=  n  +'Piy+'P^y^  +Ky'  +  ••.. 

keine  negativen  Potenzen  von  y  vorkommen  können.    Nehmen  wir  nun 
«=m  ,  m  +  1  ,  m  +  2  ,  etc.,  so  sind: 

»i  ^«'m  +  l  ^*'m  +  2  ^*  '     •• 

*Jie  CoefBzienten  von 

^nd  die  Gleichung    (4)    des    vorigen  Paragraphen  giebt  jetzt  wßgen 

^obel  y  die  kleinste  Wurzel  der  Gleicfaaug 

Ä  =  «off  +  «12^^  +  «2^*  +  «8»^  +     ••  (^) 

bedeutet.    Ffir  ?ii==l  hat  man  sehr  einfach 

21* 
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Die  GrSKzen  ffir  die  Gflltigkeit  der  Formeln  (8)  mid  (10)  sind  ieiebt 
KU  bestimmen,  wenn  man  bemerkt,  dass 

f(y)  =  _4_  ,    also    f'Cv)  =  — »  ^  ^l 

ist,  und  dass  mithin  die  simultaDen  Gleichungen: 

^       /'(»)  =  y/"(»).*  =  ^ 

in  die  folgenden  übergehen: 

y  ^)  =  ^ ' -=^^^y)-  (") 

Zur  Vollständigkeit  der  gegebenen  Auflösung  fehlt  nun   noch  die  Be- 

— m   —«1—1 
Stimmung  der  Grössen  Pq  ,  Px ,  etc. ,  die  man  leicht  aus  den  folgeoden 

n  n  n  n 

■^0    9    Pl     9    P%    9    Pt    »     ••• 

ableiten  könnte,  wenn  die  letzteren  bekannt  wären.  Für  diese  lassen 
sich  nun  ebensowohl  independente  als  rekurrirende  Formeln  aufstellen. 
Das  Erste  kann  mittelst  des  Mac  Laurin'schen  Satzes  geschehen»  wenn 
menn  man  berScksichtigt ,  dass  für 

=  A  +  Ay  +  P%y^  +  ky^  +   ... 

auch  gleichzeitig 

o{y)=:  a>(0)  +  ^0^(0) +^0^(0)  +  ... 

sein  muss,  woraus 

*Po  =  <»(0) ,  A  =  r«'(0) .  A  =  o  <'*^(ö> '  ***• 

folgt.    Man  hat  aber  leicht  folgende  Gleichungen; 

*(y)  =  9>(ä;"> 

*'(y)  =  «9>(y)""V(y)* 

*"(y)  =  «(«— l)9(y)»-^9>'(y)*  +  ng>(y)^^<p"(y), 

u.  s.  f. 
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ir  ^=0  ergeben  sich  nun  wegen 

g>(y)  =  «0  +  oiy  +  «2^*  +  ••• 
;0)=flo  .  9>'(0)  =  l-«i  »  9>"(0)  =  i-2.a2  *  9>'^(0)=  1.2.3.08  ,  etc. 
cht  die  Werthe  von  0(0)  ,  4>'(0)  ,  <^(0)  ,  etc.  und  hieraus 

=   00«, 

u.  s.  f. 

es  indessen  sehr  schwer  ist,  das  allgemeine  Cresetz^  wonach  sich 
fse  Ausdrucke  bilden ,  zu  erratben. 

Brauchbarere  Relationen  für  die  gesuchten  Grössen,  welche  man 
3  Polynomialkoeffizienten  nennt,  giebt  folgende  Rechnung, 
ferenzirt  man  die  Gleichung: 

n  n  u  n  \     (13) 

=  n  +  Pi9  +  ''a»*  +  ^3y»  +  ••  •     ' 
ergiebt  sich 

n(ao  +  Oiy  +  Oay«  +  ...)^^((h  +  So^y  +  Sajy»  +  ...) 

=  A  +2Ay  +  3Ay*  +  ... 

uer  durch  Multiplikation  mit  Oq  -{■  Oi^  +  a^j/^  -f  ...,  wenn  man  links 
»  Gleichung  (3)  berücksichtigt, 

n(Po  +  Ay  +  Ay^  +  ...)  («i  +  2ii8Sf  +  3«8y«  +  ...) 

=  (A  +  2Ay  +  sAy*  +  ...)  («0  +  «ly  +  «ay'  +  ...). 
ältrt  man  die  hier  angedeuteten  Multiplikationen  aus,  ordnet  hierauf 
lies  nach  Potenzen  von  y  und  Tergleicht  dann  die  CoefBzienten  glei- 
ler  Potenzen  von  y,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Relationen: 

«  n 

qqPi  =  noiPo, 
2floA  +  fli  A  =  will  A  +  2«a,A. 
3ooA  +  2ai  A  +  OaA  =  »«i  A  +  a«a»A  +  Swas^o, 

U.  6.   W., 


woraus  man  auch  leicht  die  folgenden  ableiten  kann: 

n  ^  n 


Yl 


u.  s.  r. 

d.  i.  überhaupt  für  ein  ganzes  positives  s: 

und  nach  dieser  Rekursionsformel  ist  die  successive  Berdchminj 
Polynobialkoeffizienten  nicht  schwer.  '  - 

Die  Formel  (10),  welche  die  Auflösung  des  sogenauntep  Vtt 
mes  der  Reihenumkehrung  enthält,  kann  dazu  dienen,  ui 
einer  Reihe  fdr  irgend  eine  Funktion  i(;(^)  eine  Reihe  für  die  umgek 
Funktion  abzuleiten.  Eine  Gleichung  wie  jr;=tf;(^)  iässt  sich  nS 
in  vielen  Fällen  Qnch  y  auflösen,  so  dass  mau  y=g>(a:)  findet imd 
nenirt  man  jede  der  Funktionen  q>(a:)  und;  1^(3^)  die  Umkehrun] 
anderen.     Hat  man  daher  für  die  eine  derselben,  etwaif;(^),  einej 

t(y)  =  Ooy  +  aiy^  +  a^y^  +  ....- 

gefunden,  so  giebt  die  Formel  (10)  die  Beibenentwickdungf  der J 
kehrten  Funktion,  nämlich: 

vorausgesetzt  nämlich,  dass  tpX^)  diejenige  tJmkehrung  von  '^(y 
die  mit  a:  gleichzeitig,  verschwindet.     Nimn&tt  man   z.  B.   in  jap. 

ilf(y)  =  Arctaij^,   also  «0=1  *  «1=0  ,  q^  =  —3  >  «3=0  >  «4= 

etc.,   so  folgt  aus  jF  =  Arctan^  umgekehrt  ^  =  tana;  und  folglic 
nach  (16) : 

'1'— 1  1—2  ""1—3 

tana;  =  :j-  Po  ^  +  5  Z^««  +  ^  P^a:^  +  .... 


308 

uod  nach  do.  (14) 

•^  —  — 7? 3 ^»-2 5  ^•-  + 7 ft-«-...J 


'Voraus  man 


/?  =  0  ,  P3  =  0  ,  p1    -  0  ,  etc. 


indet,  so  dass  Mos  übrig  bleibt: 

tan^r  =  1  l^x  +  j  P«a:3   +^'P^a;*+...        (17) 
^ie  Gleichnngen  (11)  werden  jetzt 

[>ie  einzige  Auflösung ^  nelche  die  erste  hat,  ist  y  =  QO,  woraus  ar  =«= 
r-  folgt.    Die  Gleichung  (17)  gilt  demnach  nur  so  lange  als  der  Modu- 

us  von  X  weniger  als  -^  beträgt ,  was  wir  schon  auf  auf  anderem  Wege 
^funden  haben. 

80  elegant  übrigens  auch  die  Methode^  neue  Reihen  durch  Um- 
:ebraDg  schon  bekannter  zu  entwickeln,  scheinen  mag,  so  wenig  prak. 
Ischen  Werth  hat  sie;  denn  da  das  independente  Gesetz  der  Polyno- 
aialkoefBzienten  sehr  verviickelt  ist,  so  kann  man  auch  in  der  umge* 
:ehrten  Reihe  (16)  die  allgemeine  Form  der  Coeffizienten  von  a:  ,  a:*, 
ü^  etc.  nicht  independent  angeben,  was  aber  gerade  ein  Haupterforderniss 
eder  guten  Reihenentwickelung  ist. 


Cap.  X.     Anwendungen  auf  Geometrie. 

§  57. 

Tangenten  und  Normalen  ebener  Curven. 

Schon  früher  einmal  in  §  12.  haben  wir  die  geometrische  Bedeu- 
img  des  Differenzialquotienten  einer  Funktion  f(a:)  für  den  Fall  er- 
l,  dass  fis)  das  Bildungsgesetz  derOrdinateo  einer  ebenen  Curye, 
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y  =  A^) 

die  GlelchuDg  der  letzteren  auf  rechtwinkliehe  Coordioaten  bezog« 
darstellt.  Ad  fig.  7.  Dämlich  sahen  wir,  dass  wenn  r  der  Winkel 
TJPT  =  BST  heisst,  welchen  die  Tangente  ST  im  Punkte  P»  dessen 
Coordinaten  OA  =  x  ,  AP  =  y  8ind ,  mit  der  Abscissenachse  macht, 
die  Gleichung: 

^  =  fix)  =  tanr  (1) 

statt  findet.  Dort  diente  dieses  Resultat  zur  Veranscbaulichung  der 
Operation  des  Differenzirens ,  hier  soll  es  uns  auf  dem  Gebiete  der 
Geometrie  weiter  fähren. 

Nennen  wir  in   fig.  7.  OX=^  und  jrF=i}  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Tangente  ST,  so  ist 

V—y  =  ß— ^)tanr, 
wie    sieh   sehr   leicht    ergiebt,     wenn    die    Differenzen    17  — y    und 
I — X  mittelst  zweier  Hulfslioien  construirt  werden ;  vermöge  des  vorhin 
bestimmten  Werthes  von  tanr  haben  wir  nun  auch: 

,,-y  =  ^JCS-a;)  =/'(ar)(|-a:) 

und  diese  Relation«  welche  zu  jedem  |  das  zugehörige  17  finden  lehrti 
ist  nach  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung  der 
Tange nfe  am  Pnnkte  (x,y). 

Errichtet  man  im  Punkte  P  eine  Senkrechte  PiVauf  die  Tangente, 
.  so  heisst  PN  die  Normale  der  Curve  im  Punkte  (x,ff);  nennt  mal 
ferner  |  ,  ri  die  rechtwlnklichen  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der- 
selben, so  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung* 

i—x  =  (y  — iy)tanT 
oder 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

als  Gleichung  der  Normale  im  Punkte  (x,y). 

Will  man   diejenigen  Stücke  der  Tangente  und  Normale  habtf^ 
welche  zwischen  die  Abscissenachse  und  den  Punkt  (x,y)  fidlen,  al^ 
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ie  Strecken  PS  und  PN,  welche  man  auch  die  Längen  der  Tan- 
ente  und  Normale  nennt ,  so  braucht  man  Mos  zu  berücksichtigen, 
uts  der  Figur  nach 

PS=  JL  ^  PN—  •J-.y 
sinr  cosT 

Ddererseits  aber 

tan»T  1 

-    sinx  =  =r  ,  cosir=:- 


Vl  +  tan«T  ^l+tan«T 

(t     Substituirt  man  daher  für  tan  t  seinen  Werth«  so  wird: 


Norm.  ==y^i+  (^J  =  f(a^)  VTfn^^ 


(5) 


Luch  die  Strecken  AS  und  AN  der  Abscissenachse,  welchen  man  die 
tarnen  Subtangente  und  Subnormale  gegeben  hat,  lassen  sich 
Bicht  angeben 5  wenn  man  berücksichtigt,  dass  sie  diejenigen  Werthe 
1er  Differenzen  | — a:  in  den  Gleichungen  der  Tangente  und  Normale 
lind,  welche  der  Ordinate  1^=0  entsprechen.  Nimmt  man  nämlich  b 
ler  Gleichung  (2)  17=0,  so  reduzirt  sich  |  auf  OS  und  folglich  ist,  ab* 
gesehen  vom  Vorzeichen^  AS^=  OS  —  OA  =  | — ac;  in  der  Gleichung 
3)  wird  ferner  för  1^=0  ,  ^=0N,  mithin  AN  =  ON—  OAz=:i—x, 
'olglich : 

Subn.  =y  ^=^f(^)r(^) 

Is  folgt  hieraus,  dass  die  Ordinate  yz=f(x)  die  mittlere  Proportionale 
ansehen  der  Subtangente  und  Subnormale  ist,  was  man  auch  unmit- 
elbar  aus  der  Betrachtung  des  bei  P  rechtwinklichen  Dreied^  SPN 
insieht. 

Die  Formeln  (4),  (5),  (6)  und  (7)  dienen  hauptsächlich  zur  Auf- 
Lndung  geometrischer  Construktionen,  mittelst  deren  man  an  einen  gege- 
benen Punkt  (a:,y)  einer  Curve  eine  Tangente  legen  kann;  kennt  man 
^mlich  nur  eine  der  GrOssen  Tang.,  Norm.,  Subt,  Subn.,  so  ist  es 
i«hr  leicht  die  Tangente  oder  Normale  zu  ziehen,  und  wenn  sich  also 
mr  eine  der  gefundenen  Formein  geometrisch  construiren  läs^t»  so  hat 
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man  hierin  eine  rein  geometrische  LOmmg  des  genannten  Problemes. 
Dieee  mögen  einige  Beispiele  zeigen. 

I.  Nimmt  man  die  Achse  einer  Parabel  zur  Ordinatenachse  nnd 
eine  durch  ihren  Scheitel  senkrecht  auf  die  Achse  gezogene  Gerade  zur 
Abscissenachse  9  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

r —  01^ 

X  =  M  'py  oder  y  =  --, 

worin  /i  den  Pxu*ameter  der  Parabel  bezeichnet.    Es  folgt  hierauis: 

dy 2£     dx^ p 

dx      p    *  dy      2j: 

und  nach  den  früheren  Formeln 

Tang.  =  ^Vp«  +  (2^)2,  Norm.  =  |  V/>2+(2^)« 

Subt.  =  f  ,  Subn.  =  ?^ 

nnd  da  .sich  alle  diese  Ausdrücke  geometrisch  construiren  lassen,  so 
giebt  diess  vier  verschiedene  Regeln  zum  Tangentenziehen,  von  denen 
diejenige  die  einfachste  ist,  bei  welcher  man  von  der  SnbtangaiteR- 
formel  ausgeht. 

n.  Um  auch  einen  Fall  zu  betrachten,  in  welchem  die  Glei- 
chung der  Curve  nicht  nach  y  auflösbar  ist,  also  y  nicht  als  ent- 
wickelte Funktion  von  x  angegeben  werden  kann,  sei 

x^ — ZcLxy-^-y^  -^  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve,  welche  man  wegen  der  Schleife, 
die  sie  bildet,  das  Blatt  des  Cartesius  genannt  hat  (fig.  18).     Um  hier 

zunächst  den  Differenzialquotienten  -^  zu  finden,  wenden  wir  die  Re- 

dx 

gel  Im,  däss  wenn  zwischen  x  und  y  eine  Gleiebnng  von  der  Form 

F{x,y)  =  0 

besteht»  der  Differensialquotient  von  y  durch  die  Formel: 

dF(x,y) 
dy  __        dx 
da  ""  dFjXyy) 
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bestimmt  wird,  worin  Zähler  und  Nenner  auf  der.  rechten  Seite  parti- 
elle Differenzialqaotienten  bedeuten.    Diese  giebt  In  unserem  Falle: 

dy 3ar^ — 3ay x^^Uy 

dx      3y*  — Zax  ~~  y* — ax' 

Hieraus  folgt  u.  A. 

a 
und  diess  lässt  sich  leicht  geometrisch  constniiren,  wenn  man  berück- 
sichtigt,  dass  —  die    vierte  Proportionale  in   a:x  =  x:  — ,  folglieh 

—  —  y,  ebenso  ^  . —  x  eine  bestimmte  Gerade  und  der  ganze  Ausdruck 

för  Subt.  die  vierte  Proportionale  zu?^ x,y  und—  —  y  ist 

m.  Die  Gleichung  der  Cykloide  besteht  bekanntlich  darin ,  dass 
die  Coordinaten  u  und  v  vom  Anfange  der  Bewegung  an  gerechqet  d\fi 
simultanen  Gleichungen  "*") : 

u  =  r(Ä — sin^)  ,  v  =  r(l— -cos^) 


*)  Die  Cykloide  ist  bekanntlich  der  Weg ,  den  irgend  ein  Pnnkt  eines  Krei- 
■es  beschreibt,  der  sich  auf  einer  Geraden  fortwälzt,  ohne  zu  gleiten.  Sei  in 
%•  \9,  0  der  Mittelpunkt  dieses  Kreise«  OP  =z  r  ,  AB  die  gegebene  Gerade 
"'•d  A  die  Stelle ,  ron  welcher  aus  die  Bewegung  anfing.  Der  Punkt  des  Krei- 
^^«  y  dessen  Bahn  wir  betrachten,  möge  F  sein^  wobei  wjür,  varauasetsicn,  dfif« 
*™*  Anfange  P  mit  A  zusammenfiel.  Setzen  wir  noch  A3f  =  u  ,  3fP  =  », 
^J^OP=&,  so  ist  klar,  dass  die  Strecke  AN_=  dem  Bog«li  NP  ut,  weil  sich 
^eir  Kreis  auf  der  Geraden  AB  abwickelt.     Hieraus  folgt: 

U  =  AN'-'MN  -=  ^.V—  PO 
=  r^— rsin^  =  r(/^  — sin^); 

V  =  oy—  OQ  =  r— rcos^ 
~  r(l  — cos^) 
^d  diess  sind  die  oben  erwähnten  Gleichungen.  Fut  ^=7r,  also  wenn  der 
■**^is  eine  halbe  Umdrehung  g^emacht  hat,  wird  u=^  AD  =r9r  ,  v=zCD=:Zr 
^4  für  ^  =  2?r,  also  nach  einer  gnnzen  Umdrehung  U  =  2r7r  ,  v  =  0. 
P^e  Basis  der  Cykloide  ist  also  dem  Umfange  des  eneagenden  Kreises  und 
^*^)^«  Hohe  dem  Durchmesser  desselben  gUich. 
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erfHilen»  worin  r  den  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  und  ^  dei 
Wfilzongswinkel  bezeichnet.  Reebnen  wir  aber  die  Coordinaten  vom 
Scheitel  der  Cykloide  aus,  und  die  Höhe  der  Cykloide  zur  Achse  der 
X,  so  ist: 

X  =:  2r — V  ,  y  =  m — u, 

oder  nach  dem  Vorigen: 

X  =  r(l+cos^)  ,  y  =  r(» — -^-f  sin<&). 

Um  hieraus  -JL  abzuleiten ,  differenziren  wir  beide  Gleichungen  nach  9, 

woraus  sicE 

dx 


—  rsin^  ,  -JL  =  — r(l—  cos-^) 


und  durch  Division 


dy      1  — cos-^      -     y^     A  Ti 

-f-^ — r-rr— =tani'^=4/  1 

dx         sin^  f   1  + 


cos^ 


-cos-^ 
ergiebt.    Andererseits  ist  aber  unmittelbar 

l+cos^  =  ^  ,  folglich  1— cos^=  "kufL 

T  T 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  erhalten  wir  jetzt : 

Mit  Hülfe  der  Formeln  (4),  (5),  (6)  und  (7)  findet  man  nun: 

Tang.  =  y  iT^I  ,  Norm.  =r.  ^  V  2r,(2r^a:)/       . 

Subt.  =  y  \f     ^       ,  Subn.  =  y  i/^"^ 

und  es  wfirde  sehr  leicht  sein ,  diese  Ausdrücke  geometrisch  zu  coo- 
struiren. 
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§.58. 
Die  Asymptoten  ebener  Curven. 

Wenn  sich  eine  Cuire  oder  wenigstens  einer  ihrer  Zweige  ins 
endliche  erstreckt  und  man  successiv  an  alle  Punkte  derselben  Tan- 
ten legt  oder,  was  auf  das  Nämliche  hinauskommt,  wenn  man  dba 
ikt,  an  welchem  eine  Tangente  gezogen  ist ,  auf  der  Curve  ins  Un- 
liche  hinausgehen  lässt,  so  sind  hinsichtlich  der  rerschiedenen  Keh- 
lten, welche  diese  Tangente  nach  einander  annimmt«  zwei  FsOe 
kbar;  nämlich  entweder  nähern  sich  dieselben  mehr  und  mehr  einer 
timmten  Richtung  als  Gränze  oder  nicht»  denn  da  v  immer  eine  ge- 
se  Funktion  von  x  ist,  etwa  tz=zg)(a:),  so  muss  fSr  unendlich  wach- 
ie  X  sich  Ij\mq>(x)  entweder  angeben  lassen  (überhaupt  existiren), 
r  nicht.  Ausserdem  sind  hinsichtlich  der  Lage  jener  successiven 
igeoten  noch  zwei  Fälle  möglich ;  ihr  Durchschnitt  mit  der  Abscia- 
achse  wird  nämlich  immer  fortrücken,  entweder  bis  zu  einer  be- 
amten  Stelle  oder  nicht.  Finden  nun  die  jedesmaligen  ersten  Fälle 
diesen  beiden  Distinktionen  gleichzeitig  statt,  so  existirt  eine  ge- 
se  Gerade,  welcher  sich  die  successiven  Tangenten  der  Carve  ub- 
Tänzt  nähern,  eine  solche  Gerade  heisst  dne  Asymptote  der 
Te,  weil  man  auch  sagen  kann,  dass  die  Curve  selbst  sich  dieser 
raden  unausgesetzt  nähert  und  ihr  so  nahe  kommen  kann  als  es  nur 
langt  wird,  ohne  aber  jemals  dieselbe  zu  erreichen. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich  nun  sogleich  ein  sehr  ein-, 
ies  Mittel  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  eine  gegebene  Curve 
jrmptoten  habe  oder  nicht.  Erstlich  nämlich  muss  man  untersuchen, 
der  Winkel  t  abo  auch  tanr  sich  einer  bestimmten  Gränze  nähert 
ir  nicht;  heisst  t^  dieselbe,  so  ist 

tan  Ti  =  Lim  -^.  (1) 

Her  muss  die  Grosse  OS  in  fig.  20.  einer  angebbaren  Gränze  zueilen; 
aber  OS  diejenige  Abscisse  £  eines  Punktes  der  Tangente  ist,  für 
lohen  1^  =  0  wird,  so  hat  man  nach  Formel  (2)  im  vorigen  Parar 
phen 

u  dx 

1  =  *-,^. 
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und  wenn  $]  der  Gränzwerth  von  £  für  unendlich  wachsende  x  heisst, 

I,  =Lim(a:-y^).  (2) 

Haben  nun  in  (1)  und  (2)  r^  und  |i  angebbare  Werthe,  so  kann  man 
auch  leicht  die  Gleichung  der  Asymptote  aufstellen;  denn  wenn  d/  ,  y 
die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  dieser  Geraden  sind,  so  findet 
oflenbar  die  Relation: 

y  =  (o?'  — |i)tanri  (3) 

statt  und  diese  ist  nichts  Anderes  als  die  Gleichung  der  Asymptote  selbst. 
Um  hiemach  zu  untersuchen,  ob  z.  B.  die  Parabel  Asymptoten 
habe  oder  nicht ,  nehmen  wir 


y  =  yTpx  ,  also  7^=2- Y  J» 


woraus 

Tji  =  Lim  ■ ,  =  0 

folgt«  Die  Richtungen  der  Tangenten  nähern  sich  alAO  immer  meb 
dem  Parallelismus  zur  Parabelachse.    Femer  ist 

folglich  LimJ=  —  Qo  d.  h.  die  Durchschnitte  der  Tangenten  nrtt  to 
Parabelachse  rucken  ins  Unendliche  hinaus;  es  giebt  demnach  keine 
Asymptote. 

För  die  Hyperbel  haben  wir ,  wenn  a  die  grosse  und  b  die  Hein« 
Achse  bezeichnet  y 


y  =  lv^=r^.,^=l 


X  b  l 


a  '  dx        a  V«*—«*'     a    A.  I  .        ««' 


"V'-S 


mithin  durch  Uebergang  zur  Gränze  far  unausgesetzt  wachsende  x 

tanxi  =  — . 
a 
Femer  wird 


=.  X V.T^-a*  •  X =  ^ =  — ^ 

a  0         X  XX 
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}iglich 

I,  =  Lim?^  =  0, 

demnach  haben  wir  nach  qo.  (3)  als  Gleichung  der  Asymptote: 

od  dieselbe  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Ist  die 
lyperbel  gleichseitig  d.  h.  6  =  a,  so  wird  tanti  =:  1,  folglich  der  so- 
enannte  Asymptotenwinkel  t^  =  45*', 

Man  kaDD  übrigeDS  l€Mcht  noch  eine  zweite  Regel  zur  Aufeuchung 
er  Asymptoten  geben ,  die  in  manchen  Fällen  von  bequemerer  An* 
Sendung  sein  wird.  Sie  gründet  sich  auf  die  einfache  Bemeiining, 
iass  wenn  eine  der  Ordinatenacbse  nicht  parallele  As3rmptote  vor* 
landen  ist,  die  Ordinaten  der  Curve  um  so  weniger  von  den  zu  den 
lamlichen  Abscissen  gehurigen  Ordinaten  der  Asymptote  differiren,  je 
ausser  die  Abscissen  selbst  genommen  werden.  Ist  z.  B.  in  fig.  20. 
OA=x  ,  Ap—y  ,  AP,=y'  und  ^ 

y  =  «0:+^  (4) 

lie  Gleichung  der  Asymptote,  so  hat  man  offenbar  für  PP  =z  e 

^o  nun  t  eine  Grosse  ist,  die  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt,  wenn  x 
'Sehst    Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun: 

X  X 

Qd  folglich,  wenn  man  zur  Gränze  für  unendlich  zunehmende  x  über- 
Bht, 

a  =  LimiÜ.  (5)*) 

X 


*)  Diess  Resultat  ist  nur  formell  von  dem  unter  no.  (1)  stehenden  Ter- 
•Uieden.  Heisst  nämlich  ti  der  Winkel,  welche  irgend  eine  durch  die  Glei- 
tung  y'  =  aX  -\-  ß  bestimmte  Gerade  mit  der  Abscisseutichse  macht ,  so  ist 
Ich  bekannten  Lehren  der  analytisehen  Geometrie  «  =:  tan  t^  und  folglich 

cht  die  obige  Gleichung  in  tanc]^  =  Lim —  über.    Wenn  nun  iberhaapt  eine 

B^mptote  existirt,  so  wird  sich  dieser  Gränzwerth  miter  die  Ti.eldeatige  Form 

-*  stellen  und  man  findet  dann  Lim  —  =  Lim  --p- ,  wodurch  die  Formel  (5) 

X  uX 

tt  (t)  zasammeDfällt    Dadurch  wird  aber  no.  (5)  noch  nicht  fiberMti%, 

eil  nM«  Mhr  oft  4ie  Ditieio»  mil  X  aatf&hron  kann. 


\ 


et 


•      ^^^'^  etc.  *•'  '^''"* 

j  ^  et  'P^  '   ,     ft  »o  6»***' 

tetoet-^C«  +  '^^-' 
Kttt  ft^**  t  ••  Wa 


"^  t(p'  C«  +  *  '      *^   ,.^    so  Vit  P  --        G\e' 


ai8 


1)  för  n<m— 1  ,  1^=0 

2)  „    n  =  m-l,/?=~^  }      (9) 

3)  „    n'^m—l  ,  ß=i±OD. 

ersten  Falle  geht  die  Asymptote  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor 
laten  und  ist  ganz  einfach 

y'  =  ax 

e  Gleichung;  im  zweiten  Falle  wird  letztere 

y  =  «X  -  ^ig  (10) 

I  fm  dritten  Falle  existirt  gar  keine  Asymptote,  weil  der  Purch- 
mitt  der  Tangente  mit  der  Abscissenachse  ins  Unendliche  wegruckt. 

Um  diess  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  sei  die  gegebene  Currll 
(  Cartesianische  Blatt,  oder 

F{x,y)  =1  x^  —  Zaxy  +  y»  =  0. 

Ut  man  sie  in  der  Form 


©'-f(I)  +  «  =  »  <"> 


»  80  Übersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  hier  Lim^   nicht    unend* 

X 

I  sein  kann ;.  denn  man  hat  auch 

l  hier  ist  auf  der  Stelle  klar,  dass  wenn  ^  unendlich    wflrde,    die 

X 

ize  linke  Seite  unendlich  würde  und  also  nicht  mehr  ±=0  sein  kannte, 
r  haben  daher  nach  no.  (11) 

«3  +  l=r0,«~  —  1; 

(serdem  ist  hier 

9(a)  =  «3  ,  i^(a)  =  —  SoÄ 
jHch 

t\f  (tt)  ^_^  —»So« a  

fp'  (a)        3a*    "      u 
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wegen  a  ==  —  1.    Mithin  ist 

y  =  —  a:  —  a 

die  Gleichang  der  Asymptote  des  Cartesianischen  Blattes.    In  fig. 
ist  dieselbe  mitgezeichnet  und  dabei  j^X'BT  =  45<>  und  OB=a. 

'Aehaliehe  Schliisse  sind  auf  alle  algebraischen  Curren  anweudbs 


§.  59. 

Die  Tangenten  und  Normalebenen  der  Curven  von  doppelter 

Krümmnng. 

Jede  doppelt  gekrümmte  Curve  hat  bekanntlich  zwei  Gleichungen 
weil  man  sie  als  den  Durchschnitt  zweier  Flächen  betrachten  kann 
Bezeichnen  nämlich 

^  *(^,y,2)  =  0 ,  ^(a:,y,2)  =  0  (1) 

die  Gleichungen  der  sich  schneidenden  Flächen ,  so  geboren  diejeiiigei 
Coordinaten  x  ,  y  ,  z,  welche  beide  Gleichungen  simultan  erfüllen^  den 
Durchschnitte  beider  Flächen,  also  der  Curve  doppelter  Krümmung  an 
Eliminirt  man  aus  denselben  einmal  y  und  einmal  a:,  so  eiMIt  mal 
zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

X  =  (p(z)  ,y  =  ilf(z)  (2) 

und  dless  sind  die  Gleichungen  der  fraglichen  Curve.  Giebt  man  im 
dem  z  ein  beliebiges  Inkrement  Jz,  so  ändern  sich  auch  x  und  y  ett^* 
um  z/o?  und  Jy;  um  aber  anzudeuten,  dass  diese  Aenderungen  von^ 

herrähren,  wollen  wir  statt  demselben  f-^jjdt  und  (-^)  ^z  sehte 
ben.  Siixd  jetzt  iQ  fig.  21.  P  und  Q  die  beiden  Punkte  d^r  Curve,  weld 

ZU  Coordinaten  haben,  so  lässt  sich  die  Grösse  und  Richtung  < 
Sehne  PQ  sehr  leicht  ^geben ;  die  erstere ,  die  etwa  ^  heissen  mcf | 
durch  die  einfache  Bemerkung,  dass  ^  die  Diagonale  von  einem  re<^ 
winklichen  Parallelepipedon  ist,  welches  ^x  ^  Ay  ^  Az  zu  Seiten  b 
Bieraus  folgt: 
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Nennen  wir  femer  >L  ,  f*  ,  v  die  Winkel,  welche  PQ  mit  drei  durch 

P  den  Coordinatenachsen  parallel  gelegten  Geraden  macht,  so  ist: 

,        Ja,  Jy  Jt 

cos  X  =  —  ,  cosu  =  -^  ,  cos  V  =  — 

Ä  ^  s  ^ 

oder  Jx 

cos  X 


V (^r +(§;+■ 


cos  fi  = 


V(f)'+@T+'' 


cosv  = 


Lassen  wir  nun  den  Punkt  Q  immer  näher  an  P  rücken,  so  ist  die 
Tangente  SPT  der  Gränzfall  der  Sekante  und  die  Winkel,  welche  ST 
mit  jenen  drei  durch  P  gelegten  Geraden  (sekundären  Coordinatenach- 
sen) macht,  sind  die  Gränzwerthe  der  Winkel  iL  ,  ^  ,  v.  Nennen, wir 
« ,  |3  ,  y  die  Winkel ,  welche  die  Tangente  in  P  mit  den  Coordinaten- 
achsen oder  den  ihnen  parallelen  Geraden  macht,  lassen  nun  das  un- 
abhängige Inkrement  Az  bis  zur  Gränze  Mull  abnehmen,  und  bemer- 
ken, dass 

Lim^=^    ,    Lim^^t 
Az       dz  Az       dz 

ist,  80  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Richtung  der  Tangente  die  Formeln : 

dx 

dz 


cos  OL  = 


V(t)*+(fX  +  ' 


cos  ö  =       , 

1 

cosy  = 


dy 

dl \      (3) 


V(ty+(t)*+' 


22* 
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wofär  man  vermSge  der  Gleichungen  (S)  auch  schreiben^  icann: 

y'(») 


cosa 


V9'(i)a  +  i/;'(i)*  +  l 


V^^'W^+if^'W^  +  l  ^    ^^^ 

cos  y  =     , 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  Gleichungen  der  Tange 
anzugeben.  Nennen  wir  nämlich  ^  ,  fi  ,  i  die  Coordinaten  irgend  ei 
Punktes  derselben  und  r  seine  Entfernung  vom  Punkte  (x,y,2),  w 

I— a;  =  rcosa  ,  ij — y  =  rcosß  ,  i — z  =  rcosy; 

fol|^lich 

|~a?^costt     f] — y__coaß    " 
i — X      cos  y  '    i — %  ""  cos  y 

oder 

I.  cosa  ,^      V  cos/?  /c.      V 

*  cos  y  ^        ^      '     ^       cos  y  ^       '  * 

tmd  vienn  man  hier  für  cosa  ,  cos/?  ,  cosy  die  vorherbestimmten Vli 
Oie  setzt»  so  wird: 


(5) 


oder,  fias  das  Nftmliche  ist: 


(6) 


und  diess  sind  die  Gleichungen  der  Tangente ,  weil  man  /nittelst 
ser  Formeln  |  und  i;  finden  kann ,  sobald  ^  willkfihrliqh  aogenonu 
worden  ist. 

Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine  Ebene  MN  senkrecht 
der  Tangente  ST,  so  nennt  man  ^JYdie  Normalebene  der  € 
Im  Punkte  (w^y.z).    Ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgende  W< 


,  ^  ,  7  die  ^Hakei,  wckhe  p,   ■■d  ■  .  «  , 
xKMe  f  ■■  aca  MMI  Vj*MvnHe«acMse*  HBaH«  s*  ist  ■■Ol  cn 
der  aaaKliadwa  CSeoawbie: 


i^iidi  dvdi  lUGpfikafiM  mit  f : 

|i  =  (fcwa)cw>  +  (feMr)c«s^  +  (f  cwa)cM7'. 
der 

p  =  £c4wc  +  ^tmß  +  tcw/.  (7) 

H««e  Oekhii^.  wdcfce  ßr  bsewl  enc«  Podct  (|  .  »  .  f )  der  Not- 
lalebeae  bcatekt,  miiss  aker  aach  fifa'  de«  rhffalln  m 
beae  iics«»do  Vmki  (x.g.z)  gthtm,  m 


p  =  xcos«  +  ycos^  +  soMf 
>t,  woiMs  ■«■  dvdi  SübtnklMB  tm  (7) 


igt 


-ß-')+^(«-j)  +  J-s  =  0 


«0*7  CM7 

italt    Bet«efaiefcfigt>aii,da»dieyerbe(neUetaiWnl»l«.^., 
dt  den  in  (3;  nd  (4)  ▼ortwfiidHi  idoitiadi  diri,  m  «iH  jabt: 

^  (l-x)  +  g  (,-,)  +  t-x  =  0  (^ 

kr 

9»'(s)ß— *)  +  ♦'(«)(^-5)  +  f— »  =  0  (9) 

ie  CkictiMg  der  Nonaaiebeae. 

Dm  <BeM  auf  ein  Baispiel  aazuweadcB, 
«nie  iAme.  wekfce  *m  DmAaebmtl  riaet  Kagd 


fette« 


patai 


.bovo^*».  ^s:';«sr-» 


v?it 


b  4^« 


SeHe 
^0 


des 


b«»--« 


\»6 


\\iBe« 


etg*^^ 


jbt^*' 


,dct 


|*er  ß^ 


fir^55tbt- 

jie^:::oord 


k=i  di 


*^-«=h 


iTcb 


die 


G\e^^^ 


<P 


C*)' 


^  V  ^*^' 


ibuttg«^ 


Uai^B  t»*^/*    xVeUe^«^ 


\l\tt8^ 


.\iTe*et' 


eBte 


undt^otift^ 


.aVe>>e^® 


im 


UDi 


(x,y 


,*) 


ob«® 


Tai^«**^ 


pie 


...„He  FC^'.^'i.«  a\e  *«**•  Ihuog«»^^ 


FC* 


.bu»sf.*^!SbTucb;Ä:S'«"8^!r:o"i^^^  "^"^^ 


GVe\cb«»6^^, 


vfrt 


tlO» 


QtV 


VOB 

6< 


das» 
dem 


auif 


SQ 


^x  + 


\gcV»ei 


&*^^*i%be»  ^' 


,c4e* 


-s  /•»  *"* 
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n  der  gegebenen  Fläche,  für  welchen  CR  =  z  +  f-^j/fyaemmUge, 

■m  anzudeuten^  dass  sieh  die  jetzige  Aendernng  des  z  von  Jy  her- 
»chreibt    Es  sind  demnach 

Ite  Coordinaten  von  P:    as    ,    y    ,    z    y 

„  „      Q'      X-^-ZiX  y  y  y   z    ^     VJJ   "^^^ 

yy    R:    X  y  y+Ay  ,  z  +  (r^J  ^V- 

Durch  die  3  Punkte  P,Q ,  R  wollen  wir  nun  eine  Ebene  legen,  deren 
Sleichung*) 

Ai  +  Bri  +  t+C  =  0  (1) 

tmelssen  möge,  worin  A  ,  B  y  C  erst  noch  zu  bestimmen  sind.  Da  P, 
G  y  R  in  dieser  Ebene  liegen  sollen,  so  müssen  ihre  Coordinaten  die 
Gleichung  derselben  befriedigen,  es  muss  also 

Aa:  +  By  +  z+C=^  Oy 
A(x+Aa:)+By+z  +  (^^^Ax  +  C  =  0, 

Ax  +  B(y+Ay)  +  z  +  (^^  Ay  +  C  =  0 

^ein  und  aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  die  Unbekannten  A,ßyC 
^ehr  leicht  eliminiren.  Durch  Subtraktion  der  ersten  Gleichung  von 
1er  zweiten  und  dritten  erhält  man  nämlich: 

»•«lieh 

'I^vi  konnte  nun  auch  C  mittelst  der  ersten  Gleichung  bestimmen  und 
^^On  Alles  in  no.  (1)  substituiren ;  man  gelangt  aber  rascher  zum  Ziele, 

"^^    Gewöhnlich  stellt  man  die  Gleichung  der  Ebene  unter  der  Form 
aS  -\^  öti  +  c^  +  d  =  0 

^^ ;  titvidirt  man  dieselbe  mit  C  und  setxt  —  =  ^4,— -  =  i?,  —  =C',    so 

^•"Halt  man  die  oben  benutite  Form.  Auch  ist  leicht  einzusehen ,  dass  a  ,  d, 
^  -*  d  nicht  von  einander  wiaiUiAngig  sind ,  w&hrend  dies«  mit  A  ,  B  ^  C  statt 
^•^^et 
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wenn  mau  von  no.  (1)  die  darauf  folgende  Gleichung  subtrahirt;.  diew 
giebt 

fotglieh  vermöge  der  Werthe  von  A  und  B : 


=  (^)«-''+(i)<'-»)- 


Lassen  wir  jetzt  die  willllührlichen  Aenderun^^en  Jx  und  Jy  bis  zur 
Gränze  Null  abnehmen,  so  rficken  die  drei  Punkte  P  ,  Q  ,  R  immer 
näher  an  einander  und  die  Kappe ,  welche  die  Ebene  durch  P  ,  Q  mA 
R  von  der  Fläche  abschneidet,  zieht  sich  zu  einem  blosen  Punkte  P 
zusammen;  die  schneidende  Ebene  wird  zur  Tangentialebene  uod  die 

Differenzenquotienten  f^-^j  und  (-^)  werden  zu  partiellen  Diffe- 
renzialquotienten ,  weil  die  Grosse  Jz  in  (--^  j  nur  von  Jx  und  in 
( -p  j  nur  von  Jy  abhängt.    Wir  erhalten  demnach: 

oder  auch  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung; 

i-x  =  f'x(x,y)a^x)  +  f'y{x,y){'n-y)  (3) 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Es  ist  nun  ebenso  leicht,  die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte 
ix^y^z)  aufzustellen.    Dieselben  seien: 

^=  At+a  ,  ri  =  BS+b, 

so  müssen  die  Coordinaten  x ,  y ,  z  dieselben  befriedigen,  weil  der 
Punkt  P  in  der  Normale  selbst  liegt.    Es  ist  also  zugleich 

ar  =  Az  +  a  ,  y  =^  Bz  +  b; 
folglich  durch  Subtraktion: 

^^x  =  A(i^z)  ,  fi-y=:B(i^z); 

und  wenn  wir  a  ,  ß  ,  y  die  Winkel  nennen,  welche  die  Normale  mit 
den  Coordinatenachsen  macht,  so  muss  ganz  so  wie  in  §.  59. 

cosy  '      ^       cosy  ^  ^  ^ 


1.  Die  l/nakel  a  ,  ß  y  y  indm  i^b  tttf  Mgttad«  WdM.  Heltst 
huB  Perpendikel  Tom  Anfaogspnnkte  der  Coordinaten  auf  die  Tan- 
itialebene,  so  siod  die  Wfaürdy  welche  dasselbe  mit  den  Coordina- 
ichsen  einscküesst^  mit  den  Winkeln  a  ,  ß  ,  y  offenbar  identisch, 
1  die  Nonnale  ebeofidk  anf  der  TangeniialebeDe  senkrecht  steht 
mnach  ist  wie  in  §.  59. 

{cosa  +  ficoaß  +  icoay  =  p 

Gleichung  der  auf  p  setdorechten  Ebeiie  d.  fa.  def  Tangentialebene. 
Bse  Gleichung  muss  nun  mit  der  bereits  gefundenen  in  (2)  identisch 
n,  höchstens  kannte  sie  mm  etnea  constanten  Fi&tor  k  daTon  difft* 
BD  5  so  dass 

Ire.    Hieraus  findet  man 

it«(cos««  +  cos«/J  +  cos«y)  =  C^^  +  f^y  +  1. 

6  ist  aber  überhaupt  immer 

cos*«  +  cos*j8  +  cos*y  =  1 
^  demnach 


*=*VW^>' 


(6) 


^i  fär  den  so  bestimmten  Werth  von  k  ergeben  sich  aus  no.  (ß)  die 

OTmein; 

■^ttelst  deren  die  Gleichungen  der  Nonnale  in  ne.  (4)  die  einfachere 
^orm  annehmen: 


S  =  "-(s:)  «-'>•"  =  y-(|)«-'>- 


(8) 
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Für  dM  dliptische  Pataboloid  hat  man  z.  B. 

qnd  lüerans  findet  man  ohne  Schwierigkeit   ^  .^ 
uod 

lur  die  Gleichungen  der  Tangentialebene  und  Normale. 


GroübmU»  gedruckt  bei  F.  W.  Kunike. 


irKXK     5cr 
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Erste  Abtbeilung. 

nie  IntegraUon  etUwickeUer 
Funktionen. 


ap.  I.    Allgemeine  Begriffe  und  Fundamentalsätze 
der  Integralrechnung. 

§1. 
Bezeichnungsweise  in  der  Integralrechnung. 

Wenn  es  das  Geschäft  der  Differenzialrechnung  war^  aus  gege- 
n  Funktionen  neue  Funktionen  mittelst  bestimmter  Rechnungs- 
ationen abzuleiten  9  so  ist  es  umgekehrt  die  Aufgabe  der  Integral- 
nuDgy  von  den  derivirten  Funktioneu  zu  den  ursprünglichen  Funk- 
m,  durch  deren  Differenziation  sie  entstanden  sind^  oder  wenig- 
i  entstehen  könnten,  zurückzugehen.  In  der  bisherigen  Schreib- 
e  ausgedrückt  lautet  diess  :  Die  Differenzialrechnung  hat  aus  einem 
benen  F(a)  die  Funktionen  F'(a:),F"(^),...F(«)(ar)  abzuleiten,  da- 
n  liegt  es  der  Integralrechnung  ob,  aus  der  gegebenen  derivirten 
ttion  nter  Ordnung  F^^)(ar)  die  vorhergehenden  Funktionen 
*)(a-),...F'(a:),F(a;)  zu  bestimmen.  Sowie  nun  aber  ein  höherer 
Tenzialquotient  nichts  anderes    als    das   Resultat  einer  mehriüals 

einander  ausgeführten  einfachen  Operation  (der  Differenziation) 
so  muss  auch  der  Regressus  von  F^^){x)  bis  zu  F{x)  in  der 
clerholung  einer  und  derselben  Operation  bestehen;  denn  ist  man 
dem  gegebenen  F(")(a:)  zunächst  auf  F^^—^)(x)  zurückgegangen, 
ann  mau  jetzt  jP(«— i)(a:)  als  gegeben  ansehen  und  eine  ganz  8hn- 


liehe  Rechnung  wie  vorhin  fuhrt  dann  offenbar  auf  F(»— «)f^),  von  hl« 
aus  weiter  auf  F("-^)(.r)  u.  s.  w.,  so  dass  es  also  blos  darauf  an- 
kommt, diejenige  Kechnungsoperafion  kennen  zu  lernen,  mittelst  deren 
man  von  dem  Differenzialqiiotienten  einer  Funktion  auf  diese  selbst 
zurückkommt. 

Da  es  sich  bei  dieser  Aufgabe  offenbar  um  eine  Relation  zwischen 
einer  gegebenen  Funktion  und  ihrem  ersten  Differcnzialquotienten  han- 
delt, so  ist  es  das  Natürlichste,   sich  unter  den  in  Cap.  V.  der  Diffe-    \ 
renzialrechnung  entwickelten  Formeln  umzusehen,    ob  sich  nicht  eine    ^ 
darunter  iiir  unseren  Zweck  brauchen  liesse ;  hierzu  empfiehlt  sich  nun 
am  Besten  die  unter  Nro.  2.  verzeichnete,  nämlich: 

=  Lim.ö|F'(ri)  +  F'(a  +  ö)  +  F'(r/  +  2ö)  +  ...-hF'(a  +  w— ld)| 

n 

worin  sich  das  Zeichen  Lim  auf  die  unbegränzte  Zunahme  der  ganzen 
positiven  Zahl  n,  oder  die  unendliche  Verringerung  von  8  bezieht.  Be- 
zeichnen wir  den  gegebenen  Differenzialquotienteu  /^(x)  mit  f(a:)  und    . 
berücksichtigen,  dass  die  in   Parenthese  stehende  Reihe  dadurch  «db    , 
f(x)  entsteht,  dass  man  der  Reihe  nach  a:=a,  a  +  5,«  +  *J^,...ff +«— M    1 
setzt,  so  können  wir  der  obigen  Formel  mit  Hülfe  eines  Summenzeichens 
2  eine  compendicisere  («estalt  geben,  nämlich: 


F(fß)  ^  F(a) =Lim  2f(a:)  ö  , 


ist! 
iebe.'gl 


wobei  das   Summenzeichen  auf  ganz  dieselbe  Weise  angewendet  i 

als  wenn  man  etwa  fiir  f{a)  +  f{h)-\^f{c)  +. . .  +  f{k)  kurz  Zf(ir)  schriebe.'! 

Jede  der  Grossen  a^a  +  d,  a+2d,...  differirt  hier  von  der  darauffolgendes    •] 
um  d,  oder  aus  irgend  einem  Werthe  von  ac  ergiebt  sich  der  nächst- 
folgende durch  Vergrösserung  des  :r  um  d  und  in  so  fern  bildet  *  «<* 
Inkrement  von  x,    Deuten  wir  diess  dadurch  an,   dass  wir  d^tüf^ 
schreiben,  so  ist 

F(b)  -  F(a)  =  Lim  Zf{x)dx. 

a 

Um  aber   der  beständigen  Wiederholung  von  Lim  überhoben  zu  sei  ^ 
brauchen   wir   uns  nur  zu  erinnern,  dass    jdar^d  für  unendlich  wac- 


3^ 

sende  n  gegen  die  Gränze  Null  convergirt,  dass  mithin  das  Inkrement 
^O!  io  das  Differenzial  von  a;  übergeht,  wenn  man  wie  immer  unter 
da:  einen  Zuwachs  von  a:  versteht,  auf  welchem  die  Bedingung  haftet, 
ihn  bis  zur  Null  herabsinken  zu  lassen.  So  nimmt  denn  die  vorige 
Gleichung  die  kurze  Form 

F(ö)—F(d)=il!f(a:)da: 

a 

ao^  wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt 
des  griechischen  Buchstaben  einen  etwas  gedehnten  lateinischen  zu 
brauchen,  obgleich  diess  desswegen  nicht  nöthig  wäre,  weil  das  S 
hier  durchaus  dieselbe  Bedeutung  wie  in  jeder  anderen  Formel  hat  und 
die  Operation  des  Ueberganges  zur  Gränze  schon  durch  den  Gebrauch 
des  da  statt  Ja:  hinlänglich  bezeichnet  ist.  Wenn  also  f(a;)  den  Diffe- 
renzialquotienten  einer  noch  unbekannten  Funktion  F(::c)  bezeichnet,  so 
hat  die  letztere  die  Eigenschaft 


^ 


F(b)-F(a)=fyia^)ffa:  (1) 


und  dabei  nennt  man  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  :  Das  zwi- 
schen den  Gränzen  a  und  6  genommene  Integral  von  f{x)dx 
oder  auch;  Das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx  mit  den  Inte- 
grationsgränzen  a  und  h.  Da  hier  a  und  h  noch  ganz  beliebig 
sind,  so  kann  man  sich  b  etwa  als  willkührlich  veränderlich,  a  con- 
.  staut  denken ,  und  demnach  h  mit  x  selbst  identifiziren ;  es  wäre  dann 

F{x)  -  F(a)  =.Cj(x)  dx  (2) 

tmd  hiermit  die  anfangs  gestellte  Aufgabe  gelöst.    Denn  durch  Diflfe- 
Itenziation  nach  x  würde  sich  ergeben 

<^er  weil  der  früheren  Voraussetzung  nach  — ~-^  =  f{x)  w 


ar 


Ä[/a'^(^)''"]=^<-)-  (-^^ 


•^Äi"e  also  die  unbekannte  Funktion  y  zu  bestimmen ,  welcher  die  Eigen- 


S=A-)  (4) 

zukäme,  so  würde  durch  blosse  Vergleichnng  mit  (3)  folgen 

r)  dx  (5) 


y=f'm 


und  da  hier  alle  RechDungsoperationen  vollständig  bekannt  sind^  so 
wäre  dem  Prinzipe  nach  nichts  mehr  zu  leisten  übrig*  Anders  ab« 
sind  die  Anforderungen  der  Technik ^  welche  sich  mit  einer  blosen 
Andeutung  von  Operationen  nicht  begnügt;  bis  jetzt  nämlich  haben  wir 
weiter  nichts  als  eine  Uebersetzung  der  in  der  Einleitung  zur  Differenzial- 
rechnung  geführten  Betrachtungen  in  die  Sprache  der  Integralrechnung 
gegeben^  die  Schwierigkeiten  jedoch,  weiche  der  direkten  Integration 
mittelst  der  Formel  (5)  entgegen  stehen,  sind  noch  ganz  die  früher 
auf  S.  11  bezeichneten.  Dagegen  bietet  uns  die  nun  vollständig  be- 
kannte Diflferenzialrechnung  die  Mittel  zu  der  schon  dort  angedeuteten 
indirekten  Lösung  unserer  Aufgabe* 

Kennt  man  nämlich  eine  Funktion  F{x)y  deren  Differenzialquotient 
mit  einer  gegebenen  Funktion  f{x)  zusammenfallt,  so  heisst  F{x)  das 
unbestimmte  Integral  von  f(x)dx  und  man  bezeichnet  dies«  durch 

F{x)^ff{x)dx, 

so  dass  also  umgekehrt 

dff(x)  dx = dF{x) =f(x)  dx  (6) 

ist  und  sich  folglich  die  Zeichen  d  und  /  gegenseitig  aufheben,  etwa 
wie  die  der  Wurzelausziehung  und  Potenzirung*     Hiernach  ist  es  »vDi« 
leicht,  diejenige  Funktion  y  zu  bestimmen,  welche  der  Gleichung 

^  =f(x)  oder  dy=f{x)  dx 

Genüge  leistet;  bezeichnen  wir  nämlich  mit  C  eine  ganz  willkühriiche 
von  X  unabhängige  Grosse,  so  ist 

y=ff(x)dx\rC.  (7) 

denn  indem  man  diese  Gleichung  mit  der  Rücksicht  differenzirt,  ^^ 


^=0  ist  und  die  Formel  (6)  benutzt,  kommt  man  in  der  That  auf 
die  gegebene  Gleichung  zuriiek. 

Ans  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  nun  auch  wieder  das 
zwischen  den  Gräuzen  a  und  b  genommene  herleiten ,  indem  man  in 
F{x)  einmal  a:=a,  dann  x=^b  setzt  und  den  ersten  Werth  vom  zweiten 
«ubtrahirt    Diess  giebt  dann  die  Gleichung 

J}{x)  dx  -ff(fc)  ^x      ^fj^^"^  *^ 

[fura:=Ä]     [ftira:  =  a] 

welche  nichts  weiter,  als  die  Identität  der  beiden  Resultate  ausdrückt, 
die  man  durch  indirekte  und  direkte  Integration  erhält. 

§2. 

Entwickelung  der  Fundamentalformeln» 

Nach  den  so  eben  gemachten  Bemerkungen  ist  nichts  leichter  als 
die  Aufstellung  der  einfachsten  Integralformeln,  und  in   der  That  be- 
steht dieselbe  in  fast  nichts  Anderem  als  einer  Abschrift  der  gewohn- 
.  liebsten  Differenzialformeln ,  mit  veränderter  Bezeichnung. 

1.    Die  Formel  zur  Differenziation  der  Potenz,  nämlich 
—4 — ^=iXx^-^oderd(-j-j^=^^^dx 
^  giebt  sogleich 


j  x^^^dxz=. 


WO    C  eine  willkührliche  Constante   bezeichnet.     Für  l=z^-\-\  wird 


b     vnd 


/ 


X/^a:=-2^+C  (1) 


diess  gilt  für  jedes  fi  exclus.  fA=  — 1,  denn  in  diesem  Falle  würde 
1=0  und  dann  darf  man  nicht  mehr  die  vorhergehende  Differehziai- 
Sl^bung  gebrauchen  wollen.  Geht  man  von  der  etwas  allgemeineren 
I^erenzialformel 


v 


(i*  +  l)&    J^(«+fta;)."^^ 


«^ 

.tii.^.   SD   (;olaiit£t  mau  zu  der  ebeutalls  für  jedes  fi  ezclusiTe  f&=— 1 
•^eltiMidtMi  liiteisralformeL 


/• 


(a  +  6a:)."  dJ:=      ^^^{^f^    +  C.  (1) 


Kür  d«Mi  Fall   .a=  —  1  (hiu:egeu  nimmt  das  Integral  eine  andere  Form 
.in .  wu*  wir  so^lok-h  ^eheu  werden. 

'1.     Difforeiizirt  man  — l  (jc^)  so  wird 

1    wijr"»— 1   ^         da: 
-—  dx=z  — 

lind  roliciich  umgekehrt 


"[i'<-^>'j= 


/ 


Hier  uurde  «'s  voreilig;  sein,  statt /(^"•)  kurzweg  te  setzen  zu  wollen, 

dtMin  alle  die  Funktionen,   welche  aus  —    /(a:"")  hervorgehen ,  wenn 

man  dem   tn   verschiodene  Werthe  ertheilt,  lerfailen  in  zwei  Klasseo, 

deron   Prototvpe  Lr  und -^:j-  l(x^  sind;  die  ersteren  entsprechen  den 

unt;erad(Mi.  dio  zweiton  den  geraden  Werthen  von  m.     Für  blos  pofli-, 
ti\<'  .r  sind   boide   Funktionen  identisch,    fär  negative  x  dagegen  ver 
M'hiiulen.  doun  /( — j)  ist  umunglich,    weil  man  e  nicht  auf  eine  sokbe 

Potenz,  erheben  kann ,  dass  *-.r  herauskommt,  -y  /((H^)*)  ist  aber  mug- 

lirhund  =  -.^   /  (.r*'^.     l>ie  Frage,  ob 

/'  ';'^  .r=  Lv  f  roder=  4"  '  i-^^)  +  C 

/.ii  setzen  sei.  nitsoboidet  sich  jodoch  sehr  leicht  durch  die  einfache 
Bemerkung,  dass  das  links  stehende  Integral  dasselbe  bleibt,  veno 
man  — x  an  dio  Stelle  von  x  setzt.,  denn  es  ist 

/^ii(-x)  _  r-tix       Pilx 
J      -.'•       J    — '«      J     * 
und  dieselbe  Eigenschaft  luuss  natürlich  auch  die  auf  der  rechten  Seite     ; 
stehende  Funktion  \nn  .r  haben:  nun  ist  aber  nicht  i(—x)=l(x).  wohl 

t'((— ^X'^)  =-:>-/(•'■"")  wnd  daher  muss  man  f| 

I 


/ 


^  =  y(^^  +  C 


setzen.  Weiss  man  im  Voraus,  dass  a:  nur  positive  Werthe  erhält, 
80  kann  man  allerdings  kürzer  l(a:)  für  i  /  (x^)  schreiben,  man  darf 
diess  aber  nicht  mehr,  sobald  man  im  ferneren  Verlaufe  einer  grösseren 
Rechnung  vor  negativen  Werthen  von  ir  nicht  sicher  ist.  Eine  etwas 
'allgemeinere  Formel  folgt  noch  aus  der  Gleichung 

nämlich  die  sehr  häufig  vorkommende  Integralformel 


/ 


3.  Sehen  wir  uns  ferner  in  der  Diflferenzia|rechnung  nach  solchen 
Gleichungen  um,  in  welchen  die  derivirte  Funktion  eine  etwas  zu- 
sammengesetztere algebraische  Form  hat,  so  begegnen  wir  in  §  7 
zunächst  zwei  rationalen  Differentialquotienteti,  nämlich  : 

dr-r^ir^^±+^yi=  -^  FormeUlQ) 

t-4Vab       V.  Va—'V^bx  J  J       a-bx^ 

d  V-J=^  ArctaDi/"?  X  ~\  =      f^  ^  Formel  (23) 

L  Vab  V  a      J        a+Aa;« 

nnd  hieraus  fliessen  die  Integralforineln 

p  dx L_ / r^«+^^Y  +  c        w 

J  a-bx'>'  -  \Väb  ^'fä-'axJ    ^ 

i  C—^r%=  -tL- Arctan  ^tx  +  C.  (5) 

'  Ferner  fioden  sich  daselbst  zwei  Gleichungen,  worin  die  derivirte  Funk- 
tion ein  Radikal  enthält,  nämlich : 

.  und  diess  giebt 

A?=^=-  =  -7^=- Aresini/  Ix+C 
J   Va  —  bx^         ^b  1   a 
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4.  All  diese  lotegrale  algebraischer  DiffereDzialfomieln  reiheo 
sich  diejenigen,  worin  Exponenzial-  oder  geometrische  Grössen  unter 
dem  Integralzeichen  /  stehen.    So  haben  wir  zunächst 

folglich 

fa'ax=~  +  C  (8) 

und  noch  einfacher  wenn  a=e  ist 

fe*dx=e*-\-C.  (9) 

Aus  den  Gleichungen 

—  rfl  J  =  sm  axdx, 

,/s\Bax'\       .  - 

«f J  =  8maxdx 

erhält  man  ferner 

/-                COSffJT 
8inaxdx= t-C  (lü) 

/  cosaxdx= hC.  (11) 

Ganz  ähnlich  lassen  sich  die  Gleichungen 

C  cot  aar  "^ dx 
a     J       sin%x 
/^tancr"^  __     dx 
V.    a    J'^CQs^ax 
benutzen  und  geben 

5.  Berücksichtigt  man  endlich  noch  die  Formeln 

^P /(cos  aa:)*n     ^  , 

.p/ (sinax)*"!  ^        . 

I  5 1  =  cot  wo:  Ar, 


9^ 

laDgt  man  zu  den  Integralen 


ß 


tSinaxdx=i ^l  {cos  aa:)^-[-C,  (14) 

cotaa:äx:=  ö—  l(s\naa:)^  +  C  (15) 


ß 


terniit  haben  wir  uns  in  Besitz  des  wichtigsten  Apparates  fiir  die 
en  Untersuchungen  gesetzt. 

§3. 
Allgemeine  Reductionsformeln, 

Venn  die  Differenzialformeln^  deren  Integration  verlangt  wird, 
so  einfach  sind»  als  die  15  Fundamentalgleichungen  es  voraus- 
i,  so  muss  man  dadurch  zum  Ziele  zu  kommen  suchen,  dass  man 
einzelne  Theile  zerlegt»  welche  für  sich  integrabel  sind;  man 
in  diesem  Falle  das  Integral  eines  complizirteren  Ausdruckes  aus 
ntegralen  seiner  einzelnen  Bestandtheile  zusammen.  Sind  diese 
nen  Bestandtheile  der  gegebenen  Diflferenzialformel  durch  Addi- 
ider  Multiplikation  verbunden»  so  geht  die  Zusammensetzung  des 
nmtintegrales  nach  den  folgenden  Regeln  vor  sich* 

.    Es  sei  zunächst  F{x)  die  Summe  zweier  anderen  Funkttonen 

und   ^{x),   und   die  Differenzialquotienten   der   drei  Funktionen 

n  f(x)y   q>(x)y   a/;(a?)  heissen»    so  hat   man  zunächst   die  beiden 

liungen 

F{x)=^{x)^-W{x),  (1) 

f{x)  dx  =  tp{x)  dx  +  ^{pc)  dx 
=\tp{x)-\r'^{xy\dx. 

Igt  aus  der  zweiten  Gleichung  durch  Integration 

Snx)dx^J\tp{x)^r'^(x)-\dx.  (2) 

Vermöge  des  Zusammenhanges  zwischen  F{(c)  und  f(pc) ,  ^{pe)  und 
,  ^{x)  und  '^{oß)  ist  aber  auch 

F{x)—ff(x)dXy  ^(x)=ifg>(x)dx,   W{x)=f'^{x)dx 

iaher  lässt  sich  die  Gleichung  (1)  auch  in  der  Gestalt 

ff{pc)dx=^fq>{x)dx  +ftlf(x)dx 

eilen.    Durch  Vergleichung  mit  (2)  ergiebt  sich  hieraus  die  Formel 
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f[q>(a:)  +  i/;(;r)]  da:  =/q>(x)  dx  \J'^{x)  dXy  (3) 

d.  h.  das  lutegral  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe  der  Integrale 
von  den  einzelnen  Bestandtheilen ,  wobei  man  sich  leicht  überzeugen 
wird»  dass  der  Satz  gültig  bleibt»  wie  gross  auch  die  Anzahl  der  Sum- 
manden sein  möge.    Hiernach  ist  es  z.  B.  sehr  leicht»  das  Integral 

'1— a:« 


f 


1-. 


-dx 


zu  entwickeln»  wenn  n  eine  ganze  positive  ganze  Zahl  bedeutet;  das- 
selbe kann  nämlich  auch  unter  der  Form 

/(l +0: +ar2+a:3  + .... +a;»-i)^a? 

dargestellt  werden»  und  diess  giebt  nach  unserer  Regel 

fdx  \fxdx  -{■fx'^dx  + ...  +  /ar»-i  dx 

=  a;  +  ^a;2+ Aa;3  +  ...+  i-o;»  +  C» 

wobei  C  die  Summe  aller  der  willkührlichen  Constanten   bezeichnef, 
welche  man  den  einzelnen  Integralen  hinzufugen  kann. 

2.    Wäre  F{x)  ein  Produkt  aus  einem  constanten  und  väriabeleo 
Faktor,  also  etwa 

F{x)  =  kO{x),  (4) 

so  giebt  die  Differenziation  unter  der  Voraussetzung»  dass  dF(x)=if(x)dx, 
dO(x)=:q>(x)dx  ist 

f(x)  dx  =  k(p(x)  dx » 
und  folglich  umgekehrt  die  Integration 

ffCx)  dx  ==  fk(p(x)  dx,  (5) 

Andererseits  ist  aber  auch  F(x)=ff(x)dx,  0(x)=fq>(x)dx,  und  mit- 
hin lässt  sich  die  Gleichung  (4)  unter  der  Gestalt 

ff(x)dx  =  k/q>(x)dx 
darstellen,  was  durch  Vergleichung  mit  (5)  zu  der  Formel 

fkg)(x)dx  =  kfq>(x)dx  (6) 

führt»  und  in  dieser  spricht  sich  die  Regel  aus,  dass  constante Fakto- 
ren der  Differenzialformel  vor  das  Integralzeichen  treten.  Hiernach 
ist  z.  ß. 
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f{Ax  +  jRr«  +  Cc3  + +  Mx^)dx 

=fAxdx  +  fBx^dx  + ....  +  JMx'^dx 
=Afxdx-\-Bfx^dx  +  ....  -{-Mfx^dx 

3.  Auch  für  die  Integration  der  aus  zwei  variabelen  Faktoren  be- 
stehenden Di fferenzial formein  lässt  sich  leicht  eine  Reduktionsformel 
entdecken.    Aus 

d\0{x)  W{x)\  =  0{x).d^{x)-\-W{x).dO{x) 

folgt  nämlich  durch  Integration 

0{x)  W{x)  =f(^(x).d^(x)  +fdO(x).  W(x). 

Setzen  wir 

d^(x)  =  ti>(x)dx,   also   ^{x)^fn>{x)dx, 

so  folgt  hieraus 

^{x)f't\>(x)dx—f<!>{x)'^x)dx  +fdO(x)f'ilf(x)dx, 

oder,  wenn  wir  dO{x)=^0*(x)dx  nehmen  und  das  zweite  Glied  auf  der 
rechten  Seite  transponiren, 

0{x)fiif{x)dx—fO'{x)dxf^>{x)dxz=zfO{x)'^{x)dx. 

Schreiben  wir  der  Symmetrie  wegen  q>  für  O  und  die  Gleichung  selbst 
iD  umgekehrter  Ordnung,  so  ergiebt  sich 

fip(x)'tl;(x)dx=:(p(x)fil;(x)dx--f(p*(x)dxf'ip(x)dx,  (7) 

und  diess  ist  die  Formel  für  die  sogenannte  partielle  Integration. 
Für  den  ersten  Augenblick  wäre  man  geneigt,  sie  fiir  eine  solche  zu 
bieten,  welche  die  Schwierigkeiten  vermehrt,  statt  sie  zu  vermindern, 
we3  auf  der  rechten  Seite  zwei  Integrationen  nach  einander  postulirt 
werden;  man  darf  aber  nicht  vergessen,  dass  in  vielen  Fallen  das  In- 
tdgnifip{x)dx  sehr  leicht  zu  finden  und  der  Differenzialquotient  q)'(x) 
80  ein&ch  sein  kann,  dass  sich  die  Integrationen  rechts  ohne  Mühe 
bewerkstelligen  lassen.    So  hat  man  z.  H.  für  (p(x)=x,  if;(a7)=:«ß': 

fxe'  dx  =  xfe^  dx  —  fdxfe'  dx 

=  xe'' — fdxe'z=z{x—  l)e*+C, 

femer  für  q>{x)=^lXy  '^(a;)  =  l: 
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Pdx 
flxdx^^locfdx — /  ~S^x 

z=ilx,x—  I  — X 

=a?(te— 1)+C. 

Ein  etwas  complizirteres  Beispiel  wäre  9(0:)  =  Arctan  a:,  ij;(ar)=j:; 
es  giebt 

/dx 
1  -1,    %I^dx 

=Arctan.r.4;r2— /  jj^-4^*. 
und  wenn  man  berücksichtigt^  dass 


ist, 

fxXrcissixdx 

=  Ja?* Arctanar—  J/(l  — .  ,     g)flto 

=  i^^Arctana:— J/flT^  +  iy  jq^pa 
=  4(^H1)Arctanar— ia:  +  C. 
Diese  Beispiele  zeigen  hinreichend   die  grosse  Brauchbarkeit  der 
Formel  für  die  partielle  Integration. 

4.  Handelt  es  sich  um  die  Integration  einer  Differenzialfofnelf 
worin  der  Faktor  von  dx  eine  Funktion  von  einer  anderweiten  Fnak- 
tion  darstellt,  also  um  ein  Integral  von  der  Form 

ff[(p(xy]  dx, 
so  wird  die  Reduktion  desselben  oft  dadurch  möglich»  dass  man  «IM 
neue  Variabele  einführt  und  so  das  Integral  durch  SubstitütioB  in 
ein  anderes  transformirt,  das  vielleicht  weniger  SchwierigkeiteD  daiM^ 
tet.  Setzt  man  nämlich  q)(x)=z,  und  will  jetzt  z  als  die  Variabele»  Ib 
Bezug  auf  welche  integrirt  wiid,  ansehen,  so  muss  man  zunSchst  J? 
als  Funktion  von  2  bestunmen,  d.  h.  die  Gleichung  q>(x)=zz  nach  ^ 
auflösen,  wodurch  man  ein  Resultat  von  der  Form  0:=^«)  erhflt 
Daraus  folgt  dx^=.i\>'{i)dz  und  mithin 

fh^{x)\dx:==:ff(i)i\,\z)dz.  (8) 
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Man  übersieht  nun  gteich,  dass  die  Integration  rechts  in  vielen  Fällen 
lasfuhrbar  sein  wird^  wobei  namentlich  die  partielle  Integration  sehr 
pite  Dienste  leisten  kann ;    hat  man  nun  auf  diese  Weise  etwa 

ff{z)^'{z)dz=F{z)^-C 

gefunden,  so  ergiebt  sich  jetzt  vermöge  des  Werthes  von  z 

ind  hiermit  unmittelbar  das  gesuchte  Integral.  So  z.  B.  kann  man  in 
lern   Integrale 

dz 
**z=iz  setzen,  woraus  x^=-lz  und  dx  ^=  —  folgt;   es  wird  dann 


2^  XT  ^*  ^^  Arctan  2  +  C, 


md  folglich  vermöge  der  Bedeutung  von  z 

/— ^-— =  Arctan  (e')  +  C. 

Hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  der  allgemeinen  Formeln,  mittelst 
leren  man  die  Integration  zusammengesetzter  Ausdrücke  auf  die  ein- 
Bcherer  zu  reduziren  suchen  muss.  Ihre  Anzahl  ist,  wie  man  sieht, 
lehr  gertligjt  um  so  grosser  dagegen  ihre  Anwendbarkeit  und  man  kann 
Q  der  That  ohne  sie  kaum  einen  Schritt  in  der  Integralrechnung  thun. 
Sahlreicher  aber  sind  die  speziellen  Reduktionsmethoden,  welche  dann 
antreten ,  wenn  die  gegebene  Differenzialformel  dieser  oder  jener  be- 
Mmderen^  Klasse  von  Funktionen  angehört,  ja  die  ganze  Integralrech- 
nmg  ist  eigentlich  nichts  Anderes  als  die  Auseinandersetzung  aller  der 
einzelnen,  aus  besonderen  Eigenschaften  der  zu  integrirenden  Funktio- 
nen abgeleiteten  Kunstgriffe,  wodurch  man  sich  das  Geschäft  der  In- 
tegration in  den  verschiedenen  Fällen  auf  verschiedene  Weise  erleich- 
tmx  kann. 
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Cap.  n.    Die  Integration  rationaler  algebraischer 
Differenzialformeln. 

§4. 
Grundzüge  des  f^erfakrens. 

Rationale  algebraische  Funktionen  heissen  bekanntlich  diejenigen, 
in  welchen  nur  Potenzen  der  veränderlichen  Grosse ^  mit  constanteo 
Grössen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Additionen ^  Subtraktioneo» 
Multiplikationen  oder  Divisionen  verbunden  vorkommen.  Da^  allge- 
meine Schema  derartiger  Funktionen  ist  demnach 

9>W  —  A'+B'x+Oa:^  +  ....  +  iV'o:» 
Kommen  im  Zähler  höhere  Potenzen  von  a:  vor  als  im  Nenner,  so  kaoo 
man  diese,  vrie  man  sagt,  unächt  gebrochene  rationale  und  alge- 
braische Funktion  leicht  in  eine  etwas  andere  Gestalt  bringen.  Durch 
wirkliche  Ausfuhrung  der  Division,  so  weit  diess  möglich  ist,  erhStt 
man  nämlich  einen  Quotienten,  welcher  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Funktion  von  a:  ist,  und  einen  Rest«  in  welchem  der  Zähler 
niedrigere  Potenzen  als  der  Nenner  enthält  und  daher  eine  acht  ge- 
brochene rationale  algebraische  Funktion  von  x  genannt  wird;  oder 
schematisoh  ausgedrückt  wäre  das  Resultat  von  der  Form: 

(p(a:)  =  a  +  ßa:  +  yx?'  +  ....  \  la^  \ 

^  A!  +B'x  +  Cx^+ ....  +  iV';r»*  ) 

So  z.  'B.  würde  man  die  unächt  gebrochene  Funktion 

6x^  +  1 

in  }  (2) 

zerlegen.    Das  Integral  fcp(x)dx  zerfallt  demnach  in  die  zwei  Integrale 

/(cc-i-ßx+yx^  +  ..,.  +  Xx^)dx 
und 


/ 
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A'  +  B'x  +  C'x^  + ....  +  iV'^r»  ^^' 


voD  denen  das  erste  sehr  leicht  durch  Integration  der  einzelnen  Be- 
standtheile  zu  entwickeln  ist  und 

^x^        x^  a;'+i 

giebt.  Somit  reduzirt  sich  die  Aufgabe  von  der  Integration  rationaler 
algebraischer  Funktionen  überhsfbpt  auf  die  der  acht  gebrochenen  Funk- 
tionen dieser  Klasse  und  damit  bestimmt  sich  sogleich  das  Thema  un- 
serer Untersuchung. 

Bleiben  wir  einstweilen  bei    dem   numerischen  Beispiele  in  (2) 
stehen  9  worin  es  sich  blos  noch  um  die  Integration 

^-29  +  35ar 


ß 


handelt.  Hier  ist  die  Bemerkung  von  Gewicht,  dass  der  Nenner  der 
Differenzialformel  auch  unter  der  Form  eines  Produktes  nämlich 
(x—\)  (or— 2)  dargestellt  werden  kann.  So  wie  nun  die  Summe  zweier 
Brüche  mit  verschiedenen  Nennern  ein  Bruch  ist,  welcher  das  Produkt 
aus  jenen  Nennern  zum  Nenner  hat,  so  kann  man  sich  auch  umgekehrt 
denken ,  dass  ein  Bruch  der  letzteren  Art  in  die  Summe  zweier  Bruche 
der  ersten  Art  zerfallbar  sein,  also  eine  Gleichung  von  der  Formel 

~29  +  35a:         —29  + 35a? 
.T^  — 3a:+2"~  (ar-l)(ar— 2)' 

«xistiren  müsse.    Um  nun  die  Werthe  von  A  und  B  zu  finden  bringe 
^an  rechts  Alles  auf  gleichen  Nenner,  dann  wird 

-29  +  35a:       -{2A-\-B)^-{A-\-B)x 
x^-^Sx  +  2—  {X — 1)  (x-'I) 

^^4  da  die  Nenner  identisch  sind,  so  vergleiche  man  die  Zähler,  wor- 
^^  für  A  und  B  die  beiden  Gleichungen 

2^+Ä=r29,^+^=35 
'^»^d  durch    deren    Auflösung  die  Werthe  ^=  —  6,  B=il  folgen.    In 
^^1-  That  ist  auch  identisch 
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— 29+35  a;_  _        6  41 

a:«— a!F  +  2~         a:— 1     "*■   a:-2  ' 

Jetzt  hat  die  Integration  keine  Schwierigkeit  mehr;   denn  man  erhilt 
/•35a:-29    _,  „  Pdx      ,  „  Q    dx     . 

y^»-3a:+2^^=-7-i::^-«-V^=^ 

=  -6.^/(a:-l)a+4l.|/(a:-2)«+C. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  es  bei  der  Integration  acht  ge- 
brochener rationaler  algebraischer  Funktionen,  d.  i.  bei  Integralen  vm 
der  Form 


CM. 

J  F{x) 


dx 


worin /^(^)  und  F{pc)  ganze  rationale  algebraische  Funktionen  bedeaten, 
hauptsächlich  auf  zweierlei  ankommt,  nämlich  erstens  auf  die  Ver- 
wandlung von  F{pc)  in  ein  Produkt  von  der  Form 

F(x) = (o— a)  (;r  —  6)  (ar-c) ...  {x—k)  '     (3) 

und  dann  auf  eine  Zerlegung  nach  dem  Schema 

Von  diesen  Aufgaben  ist  die  erste  dadurch  lösbar,  dass  man  die 
V^urzeln  der  algebraischen  Gleichung  F(a:)=^  aufsucht,  denn  nach  einem 
bekannten  Satze  findet  die  Gleichung  (3)  unmittelbar  statt,  wenn  a,  i, 
C...A;  die  Wurzeln  der  Gleichung  /'(a')=0  bedeuten.  Weniger  nahe 
dagegen  liegt  die  Auflösung  des  zweiten  Problemes,  nämlich  die  Be* 
Stimmung  der  Grössen  A,  By  C,,,,  in  der  Gleichung  (4),  und  damit 
müssen  wir  uns  folglich  zunächst  beschäftigen. 

§    5. 

Die  Zerlegung  acht  gebrochener  Funktionen, 

Die  erste  Frage,  nämlich  die  nach  der  Möglichkeit  einer  Zer- 
legung dem  aufgestellten  Schema  (4)  gemäss,  ist  leicht  zu  beantworten. 
Dass  in  der  That  die  fragliche  Gleichung  keinen  Widerspruch  entbSit» 
zeigt  sogleich  der  Versuch  alle  Glieder  der  rechten  Seite  auf  gleichen 
Nenner  zu  bringen;   der  neue  Zähler  würde  nämlich 
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il(a:-Ä)(a?— c)...  {ay-k) 
+B(x — ä)(x—c)  ...(ar— it) 
+  C(x-ä)  (x-b) . . .  (a?-it) 

sein»  und  da  in  jeder  Horizontalreihe  eines  der  Binome  (o?— €f)^(ar — b)  etc. 
fehlt,  so  ist  die  höchste  Potenz  von  x,  welche  überhaupt  vorkommen 
kann»  um  eine  Einheit  niedriger  als  die  Anzahl  der  Grossen  a,b,  e... 
d.  h.  als  der  Grad  der  Funktion  F(x).  Denkt  man  sich  die  Multipli- 
kationen ausgefährt  und  Alles  nach  Potenzen  von  a:  geordnet»  so  nimmt 
das  Resultat  die  Form 

P+Qa:  +  Rx^+...  (i) 

an»  wobei  P,  Q,  Ä,...  aus  A,  B,  C,,..  und  0,  b,  c,...  Zusammen- 
gesetzt sind»  doch  so»  dass  nur  erste  Potenzen  vou  A,  B,  C» ...  und 
auch  keine  Produkte  aus  je  zweien  oder  dreien  dieser  Unbekannten 
▼orkommen.    Der  Zähler  (1)  muss  nun  mit  f(x)  oder 

«'+/5'^  +  Aa+...  (2) 

identisch  sein»  und  da  die  Dimension  von  f{x)  niedriger  als  die  von 
F{x)y  also  wenigstens  um  eine  Einheit  geringer  ist»  so  folgt  jetzt» 
dass  die  Reihen  in  (1)  und  (2)  entweder  gleichviel  Glieder  besitzen, 
oder  die  letitere  , deren  weniger  als  die  erste  hat;  in  diesem  zweiten 
Falle  könnte  man  aber  die  Reihe  (2)  ergänzen»  indem  man  die  fehlenden 
Potenzen  von  x  mit  dem  Goeffizienten  Mull  versehen  hinzusetzte  und 
man  darf  daher  immer  annehmen»  dass  beide  Reihen  gleich  viel  Crlieder 
besitzen.  Ist  nun  xl*^  die  höchste  in  F(x)  vorkommende  Potenz»  also 
si  der  Grad  von  F{x),  so  ist  a:»-*  die  höchste  in  Nro.  (1)  auftretende 
Potenz  von  x  und  folglich  die  Gliederanzahl  der  Reihe  =11.  Durch 
Tergleichung  von  (l)  und  (2)  folgt  jetzt  weiter 

P=«'»Q=/3'»Ä=/»...  (3) 

und  .unter  diesen  Gleichungen  könnten  nach  der  vorigen  Bemerkung 
einige  vorkommen»  deien  rechte  Seite  die  Null  ist.  Vermöge  der  Be- 
deutung von  P,  Q,  Ä,...  stellt  aber  Nro.  (3)  nichts  Anderes  als  n 
Gleichungen  zwischen  den  n  Unbekannten  A,  B,  C»...  und  den  ge- 
gebenen Grössen  a»  6»  c»  .  »  o'»  /3'»  /»...  dar»  und  da  jene  Gleichungen 
vom  ersten  Grade  sind»  so  Ist  ihre  Auflösung  jederzeit  möglich  und 
liefert  fär  jede  Unbekannte  einen  einzigen  Werth. 

Wollte  man  diese  Bestimmung  selbst»   die  nun  noch  übrig  ist, 
auf  dem  gewöhnlichen  "Wege  der  Elimination  versuchen»  so  würde  man 
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auf  grosse  Weitläufigkeiten  stossen;  kOrzer  dagegen  kommt  man  auf 
folgendem  Wege  zum  Ziele.  Es  sei  H  irgend  eine  der  Gr5ssen  At 
B,  C,.,,,  so  stelle  man  die  Gleichung 

unter  der  kurzen  Form 

dar,  indem  man  das  Aggregat  aller  der  A  nicht  enthalteodeo  Gliedar 
mit  9  (ai) :  <Z>  (or)  bezeichnet  Dieses  Aggregat  selbst  ist  ein  Brudi, 
dessen  Nenner  das  Produkt  aus  x-^a^x — ö,:.X'^k,  mit  AusscUum 
von  X — A  darstellt,  und  daher  findet  zwischen  F(d;)und  ^(x)  die  ein- 
fache Relation 

F(x)=(x'-k)0(x)  (5) 

statt.    Multiplizirt  man  damit  die  Gleichung  (4),  so  wird 

f(x)=HO(x)  +  (x-'h)<p(x) 

und  daraus  ergiebt  sich  fiir  a;;=A 

Um  hier  das  unbekannte  ^(h)  los  zu  werden,  differenzirea  wir  di* 
Gleichung  (5);  diess  giebt 

F' (a:)=(*-A)  «>'(«)  + «(«) 
und  rSr  .t=A 

nd  wenn  dieser  Werth  von  0(h)  in  (6)  substituirt  wird 

also  der  Reihe  nach  : 

und  hiermit  haben  alle  Unbekannte  ihre  Bestimmung  gefunden*  WV 
man  F'(A)  =  a>(A)  durch  a,  b,  c,...  unmitteliiar  ausgedrückt  seh« 
so  braucht  man  sich  nur  zu  erinnern,  dass 

0{x)^(x-a){x^b)...ix^^)(x^{i...{x-k) 
ist  und  darin  A  für  x  zu  setzen. 

Die  vorige  Untersuchung  ruht  übrigens  auf  einer  Voraassetnogf 
die  sich  zwar. schon  in  der  Bezeichnung  auafj^richt,   aber  doch  n^ck 


Bestimmuns  ffefunden.  Wi"    i 


besonders  hervorgehoben  werden  muss,  nämlicfa  auf.  der  der  Ungleich- 
heit von  Oy  b,  c,....  Denn. wären  auch  nur  zwei  dieser  Grösnen  einander 
gleich,  etwa  beispielsweis  c=6  und  einfach  F(ar)  =  (;r— a)(ar— Ä)(a:— c) 
=z(a:— 0)(;r— 6)^  so  wfirde  die  Gleickiing 

worin  man  B  +  C  kurz  mit  einem  Buchstaben  D  bez^hneo  konnte, 
nicht  mehr  richtig  angenommen  sein;  denn  da  F(x)  von  der  dritten 
Dimension  ist,  muss  f(x)  unter  der  Form  a+ßx-^yx^  stehen,  und  so- 
bald man  jetzt  die  Gleichung 

a  +  ßx+yx*  A  D 

(x-^a)  (x — b)  (x—e)     x^a  ■"  x—b  * 

nüt  (x — ä)(x^b)(x--'C)  multiplizirt  und  beiderseits  die  CoeflSzienten 
gleicher  Potenzen  von  x  vergleicht,  so  findet  man  drei  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  nur  zwei  Unbekannteii  A  und  Z>,  woraus  die  Un- 
mSg^chkeit  der  A  und  Z>  oder'  die  Unrichtigkeit  der  obigen  Annahme 
hervorgeht.  Diess  würde  ganz  ähnlich  und  noch  stärker  der  Fall  sein, 
wenn  die  Gleichung  F(x)  mehrere  gleiche  Wurzeln  besässe  und  fib^r* 

haupt 

F(x)  =  (x—d)^  (ar-6)«  (^— c)l» ...  (8) 

wire,  wo  nt,  »,  /»,••.  positive  ganze  Zahlen  bezeicj&nen*  Hier  verföhrt 
man  nun  Auf  folgende  Weise.    Es  ist'  zunächst  leicht  zu  sehen,'  dass 

gesetzt  werden  darf,  worin  fi(x),  /«(a:),...  gewisse  vor  der  Hand  noch 
unbekannte  ganze  rationale  und  algebraische  Funktionen  bezeichnen, 
deren  Grad  jedesmal  geringe*  als  der  des  Nenners  ist,  «her  welchem 
sie  stehen.  Da  oSmBch  F(x)  vom  Grade  mf  n+p  +  ...ist,  wobei  kurz 

»»+W  +  P  +  ...=« 
sein  möge,  so  ist  f(x)  von  der  Form 

f(x)=za  +  ßx+yx^+...  +  ax^^ 
wo  «,  ß,  y...o  bekannte  Grössen,  die  theilweis=:0  sein  können,  be- 
zeichnen.   Setzen  wir  nun 
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/l(ar)=«i  +  fta?+yi  0:*+ ... +fiia^^^ 

U.   8.   W. 

und  muUipliziren  darauf  die  Gleichung  (9)  mit  Nro.  (8)^  00  wird 

=  («1  +  A  0? +yi  o;«  +  ... +ft,  o:«-^)  (o:— *)«  (a?-c)F... 

+  (<^  +  M  +ya^*+  -  +  Va^"-*)(^— «)"•  (^-c)P ... 

+ 

und  hieraus  wären  die  «unbekannten  Constanten  «i,/^>...o^9J^y*  2a 
entwickeh).  Denkt  man  sich  die  angedeuteten  Multiplikaüonen  ausge- 
führt, so  enthält  jede  Horizontalreihe  alle  Potenzen  von  x  von  der 
nullten  bis  zur  (m  +  n+p  +  r..— 1)^«»  d.  h.  (*-!)'««  und  das  Resultat 
nimmt  die  Form 

a  +  /5a:+ya:^  +  ...  +  <rar«-* 

=P  +  Ö«  +  Ä:ra  + . .  +  Sa:--* 
an ;  dabei  bezeichnen  Py  Q,  R, ...  (Grossen ,  welche  aus  €Ci,ßi, ...  o^^  hf* 
zusammengesetzt  sind,  doch  so,  dass  nur  erste  Potenzen  dieser  Un- 
bekannten, aber  Jseine  Produkte  von  je  zwdien,  dreien  etc.  darin  vor- 
kommen. Da  nun  P=a,  Q=/3,...  5=0  sein  muss,  so  erhält  man  jetit 
«  5  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  der  s  Unbekannten,  und 
damit  rechtfertigt  sich  die  Möglichkeit  einer  Zerlegung  nach  de» 
Schema  (9). 

Man  kann  aber  noch  einen    Schritt  weiter  gehen.    Sei  nämBck 
ilf(x)  irgend  eine  der  Funktionen  /i(a:),^(a:),...  und 

ein  beliebiges  Glied  der  Reihe  in  (9),  so  lässt  s:ch  durch  Anwendung 
des  Taylorschen  Theoremes  dieses  Glied  in  r  andere  zerlegen,  deren 
Zähler  constant  sind.    Dem  genannten  Theoreme  zufolge  ist  nämlidi 


i(;(j:)='^(Ä  +  .1?— Ä) 


/. 


Es  steht  aber  ^f(a:)  unter  der  Form  «'+/3'ar  +  /ar*  +  ..  +^'jr'^*und 
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folglich  ist  ^0(a;)=0,  ebenso  ^W  ix  +  Xx—h)  =0,  und  damit  ver- 
schwindet das  letzte  GKed  der  vorigen  Reihe.  Setzen  wir  noch  zur 
Abkürzung  ^(Ä)=Ä,i/>'(A)  =  fl'j,.'..'^'"-^(A)  =  /rr-i,  so  ergiebt  sich 
jetzt  durch  Division  mit  (x—hy 

(x-hy 

H       .Bi 1        .    fl.  1  ,      .        Hr-^_     1 

—  {x—hy  +  1  (x—hy-^'^  1.2  (.tr-A)'--«  +-"'"0::.(r-l)  J=Ä" 

Bezeichnen  wir  endlich  1.2...A;  kurz  mit  A;',  und  wenden   diese 
Zerlegung  auf  jedes  einzelne  Glied  der  Gleichung  (9)  an,  so  wird 


~PW~ 


(10) 


A       ^   A^         1  A^         1  ,  ^m-l        1 

(a:r-o)«+    1'  {«— o)— »  +  2"  (x— «)"»-«+•••"•■  (m-1)'  x-a 

.     +(a:— 6)»+  r  (»-Ä)»-»+2'    (a;— *)—» +:'+(«-l)' a:-& 

+ 

H         Hl       .1  H^        1  .    Hr-i       1 

■»"(a:— A)'  +  r    (x-A)»--»  "*"  2"  (a:— A)'--a+-+  (r— 1)'   ar— A 

■+    • • 

Die  Bestimmung  derCoeffizienten  kann  man  nun  entweder  durch 
wirkliche  Ausfährung  des  bisher  blos  angedeuteten  Caiculs  enooglicheo, 
oder  auch  folgenden  kfirzeren  Weg  einschlagen.  .  Sei  q>{x)'.  O  (x)  das 
Aggregat  aller  der  Glieder,  welche  keine  Potenzen  von  (x  —  h)  ent- 
halten, also  .  "     \ 

fix)  _     H  H,         1 ,  ^a        1  .    Hr-i       1 

Fix)~ix-hy  "^  1'  Cr-A)'-»  +■  2'    ix-hy-^  +"  +  (r-1)'  a:— A 

4.5EM  ai) 

80  sind  g>ix)  nniOfx)  zwei  rationale  und  ganze  algebraische  Funk- 
tionen und  zwar  die  Jetztere  gleich  dem  Produkte  der  Nenner  (x — «)"•, 
(ar— 6)" , ...  mit  Ausschluss  von  (x — hy  ,  also 

Ans    der    Gleichang   (11;    folgt    dann    durch   MultiplikatioD    mit, 
F(ar)=(>— A/*fa?},  wenn  zur  Abkürzung 
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gesetzt  wird,  die  neue  Gleichung         « 

f(x) = X^  (x)  +  (x-hy  q>  {x) 
oder 

-      f{x)  -  X^  (x)=(x—ky  q>  (xj. 

Der  ^te  Differenzialquotient  hiervon  ist  fiir  ^<r 

/T7)  (X)  -  [q^ X0(Hx)  +  g,  ^*(^^) (a:)  +  q^'^^^i^)  +  ^1 

wobei  9o'9]'V2'**-  wie  gewohnlieh  die  BinoroinalkoefBzienten  des  Ex- 
ponenten 9^  bedeuten  und  die  bekannte  Regel  fär  die  Differenziation 
der  Produkte  in  Anwendung  gebracht  worden  ist  Setzen  wir  jetzt 
x=zh,  so  annullirt  sich  wegen  ^<r  die  ganze  rechte  Seite;  ferner 
wird  nach  Nro.  (13)  fflr  x=^k  > 

und  folglich  bleibt 

Setzt  man  nun  ^  =  0,l,2,3,...(r— l),  so  erhSlt  man  zur  Bestimmung  der 
r  Unbekannten  ^,Äi,Ä2>  —  ^«»-i folgende  r  Gleichungen  : 

/•"(Ä)=^^0"(Ä)  +  2,,Ä,5>'(Ä)  +  2afl;,*(Ä). 


also  der  Reihe  nach 


H=z 


*(A) 


n.  s.  f. 
Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  Ooeffizienten  bestimmen  t 
was  freilich  unter  Umstknden  eine  ziemlidi  lange,    wenn  auch  nicU 
schwere  Rechnung  geben  kann. 
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.-.  ■■■,  ..     ■  ..:  §-6. 

AUyemeine  Re^e{  zur  Integrajtion  acht  gebrochener  rationaler  alge- 
braischer Differenzialfonneln. 

Nach  deu  UntersucbuDgeUi  über  die  ZerßllluDg  acht  gebrochener 
rationaler  aigebrätscher  Funktionen  hat  es  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit mehr,  derartige  Funktionen  zu  integrireo.  Da  nämlich  der 
Quotient 

F(a:) 

sich  in  eiue^  Reihe  Brüche  zerlegen  lässt,   welche  sämmtlich  unter  der 

Form  ** 

M 

begriffen  sind,  so  reduzirt  sich  das  Integral 


/ 


^'^ 


«uf  eine  Summe  dnzelner  Iiitegrale,  deren  gemeinschaftlicher  Typus 
durch 

«nsgedrfiekt  wird.    Ist  nun  rvon  der  Einheit  verschieden,  so  wird  das 


„(x-üi)-«ft 


-«  + 1     -  -  ~  «  - 1  («-*)•-» ' 
nir  «=:•*' 1  dagegen  wird 


/ 


-^^  da:==^\Kl{x----k)^\ 


und  so  kann  man  in  jedem  Falle  die  einzelnen  BMtan^^eile  des  Inte- 
grales v51lig  eAtwtckelt  angeben."  Um  niiph' dieser  Methode  z.  B.  das 
Integral  ..  .  " 

P  9a?«+9ar— 128    ^ 

EU  entwickeln^  verßihrt  man  folgendermassen.  Zunächst  iSticht  man  die 
Wurzln  der  Gleichung 
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auf;  eine  davon  nämlich  a?=:3  erräth  man  leicht,  und  dnrch  DivisioB  wak 
X — 3  kommt  man  auf  eine  quadratische  Gleichung  giit  .den  Wi^eh 
X  =  —  1  ,.T=3;  demnach  sind  a;—  3>  J^-f  1  »^  —  3  die  Faktoren  tod 
.T»— 5a:«+3a:+9   oder   diese  Funktiori  ist  =  (ai— 3)«(a:  +  1).    Setit 

man  ferner 

9j:«4-9a?-128     _  Ax\B  C 

o:»— 5a:«  +  3a-  +  9  ""    (a?-3)«    "*"  T+T 

so  findet  man  leicht  ^=17,B=-66,C=-8,ferDter 

17;r^66=-5+17(a?-3) 

und  folglich 

9a;«  +  9ar— 128      _  5        ,17  8 

a;8-5a;«  +  3Ä+9   ""*"  (a:-3)«  "*""^^=^        ar+l' 

Die  Integration  der  einzelnen  Bestandtheile  giebt  hier 

9a:«  +  9ar— 128 


/ 


Diese  Integrationsmethode  ist  immer  anwendbar ,  wenn  die  CoeS- 
zienten»  welche  \xiF{x)  vorkommen,  in  Zahlen  gegeben  sind,  weilmaD 
jede  numerische  algebraische  Gleichung  wenigstens  näherungswds  vir 
losen  kann.  Sind  dagegen  jene  CoefBzienten  allgemeine. Symbole  (Bock' 
Stäben),  so  lassen  sich  auch  nur  so  weit  allgemeine  Integralformeb 
aufsteilen,  als  die  Auflösung  litteraler  Gleichungen  möglich  ist,  also 
nur  bis  zum  vierten  Grade,  wenn  nicht  besondere  Formen  von  F(ii 
in  dieser  Hinsicht  Vortheile  darbieten. 

Besondere  Erwähnung  verdient  noch  ein  Fall,  der*  fSr  einet 
Augenblick  Bedenken  erregen  konnte,  nämlicli  das  Vorkommen  imagi- 
närer Wurzein  in  der  Gleichung  jP^)  =  0.  Diesig  ändert  jedoch  in 
dem  ganzen  Verfahren  nichts,  weil  die  Gleichungen 

f{xA-kydx=^"\^\^'  -j-C  (1) 

^  =  l/(a:+A)«+C  (2) 

welche  allein  in  Anwendung  gebracht  werden,  fu^  imaginäre  k  ebenso 


/= 
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wie  fiSr  reelle  l  bestehen»  was  niaii  auf  folgende  Weise  einsieht.    Sie 

ksszn^XY^^i,  so.  ist  bekaontlichf  vrenn 

p«=(x  +  «)^+'x«,tanfe=^  (3) 

gesetzt  wird,  ^ 

a:  +  Ä=s^(cosa>  +  'V— Isin©) 
rolglieh 

s+i    -  7+r 

Bieraus  ergiebt  sich  durch  Differenziation  nach  a:  sehr  leicht 
Nun  -findet  man  aber  aus  den  Gleichungen  (3)  ohne  Schwierigkeit 


dg a?  +  x  ^rfco 


zugleich  aber  auch 

1 a?  +  x 

''''*"  ~1^t  +  tan««i""l^(a:+ic)2  +  ;i* 

*  ♦      ,  tan»  X 

sin  09=: 


Vl+tan>     V(X'i-n)^  +  k^ 

und  folglich  ^ 

^p  £fai  sine» 

Ar.,  *   da:  ^         Q  .  . 

Mittelst  "dieser  Werthe  ^immt  die  Gleichung  (4)  die  Gestalt 

=^{co8(«  +  l)©cos©+sin(«+l)<ösinfi})//a: 
-|.\nil^M»in(«  +  l)«cosß>  —  cos(«  +  l)wsin»)«fa: 
=^{cosf (/+  V^sin«  w)  <^ar=  [p(cüs co  +  V^^sin to)ydx 
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an,  fiir  den  Fall  des  {magin8reiiA-=s-|-l  V— 1.  Nadi  dem  Begriie  des 
Integrales  folgt  hieraus  sogleieli  die  Riditigkat  der  Glefebnäg  (1)  flir 
imagioSre  k.  Eben  so  leicht  ergieht  sich  die  der  zweiten.  Es  ist 
nämtich  fiir  it  =  x  +  AV^ 

=  i/[(^+«)*  +  il*l  +  V^Arctan^. 
foigKch  durch  Differenziation 

^[W(.+*)«>^, 

woraus  durch  Umkehrung  nach  dem  B^riffe  der  Integration  der  Be^fpi 
resultirt,  dass  die  Gleichung  (2)  auch  för  imaginSre  k  Bestand  hat ' 

Sind  nun  einige  der  Wurzeln  a,  6»  e,...  der  Gleichung  F(jp)=0 
imaginär ,  so  stellt  sich  das  Integral 


unter  eine  theilueis  imaginäre  Form«  da  aber  das  Integral  selbst  j^eor 

falls  reell  sein  muss«  wegen  der  Realität  von^Y  <»  so  folgt  a priori, duts 

das  Imaginäre  in  jener  Form  nur  scheinbar  sein*  kann«  Diess  bestäfig^ 
sich  in  der  That  durch  die  Bemerkung ,  dass  die  imaginären  Wnneb 
jederzeit  paarweis  vorkommen  und  dass  wenn  k=s%'{-X  V — 1  einedc^ 
artige  Wurzel  ist,  irgend  eine  andere  von  «Sn  GrOssen  a»  h»  e,"' 
etwa  h  von  der  Form  » — JlV— l  sein  muss«  Diesen  ^wei  conjugirto» 
Wurzeln  entsprechen  dann  die  Integrale 

oder  wenn  «=1  wäre 
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1  das  Agg^regat  der  zwei  Integrale  in  (5)  und  (6)  ist  jederzeit  reell» 
nlich  im  ersteo  Falle 

— •  -^T  2p*-»C08(l — S)  (O 

nn   ar— «  + A  V  — l=:^(cos(»  +  V  — ^1  sin  cd)   gesetzt  wird,    and    im 

eUen  Falle 

=2/[(a:+»)f  +  a.«].     .'■  . 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  gehen  wir  zu  deo  FSdieii 
ir,  io  welchen  die  Gleichung  F{x)^=0  eine  Auflösung  in  Buchstaben zu- 
st;  es  sind  deren  nur  yier,  nämlich  F{x)  =  x*  +  aa:  +  ß ,  F(x) 
[jfl+ax  +  ß)*,  F(x)=a^i:ivLnAF(x)=x^  —  2a^coBy+l;  denn  ob- 
fjk  nan  die  Gleichung  F(^)=:0  auch  ßfr  den  Fall>  dass  F(xt  vom 
m  öder  4ten  Grade  ist«  allgemein  auflösen  kann,  so  sind  doch  die 
isdrficke  för  die  Wurzeln  zu  complizirt,  als'dass  man  fär  unseren 
^eck  davon  Gebrauch  machen  könnte. 


§7. 

Eniwtckeiung  für  den  Fall  F(x)=:x^+ax  +  ß. 

Da  die  Dimension  von  /(jr)  immer  niedriger  als  die  von  F(a;) 
raasgesetzt  wird,  so  kann  fix)  nur  von  der  Foni»  €i'.x  +  fi'  sein, 
innen  wir  a  und  b  die  Wurzeln  der  Gleichung 

^     x^+ax+ß=0  (1) 

d  setzen 

x*  +  €cx+ß       x-^a  "*"  X'-^b 
ergiebC  pich  ohne  Schwierigkeit 

1  fiir  die  so  bestimmten  Werthe  von  A  und  B  ist  nach  dem  Vorigen 
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/«•x+ß'    .  _rAdx,rBdx 

=li^/(a:-o)»+4iB/(a^-*)«+C   Ö) 
Hier  kann  mao  sich  denken,  dass  die  willkährliche  Constante   von  der 
Form 

sei  ,wo  C  wieder  eine  wilikflbrlicbe  Constante  bezeichnet,  and  dann  wird 
x^+ax%  d^=lAi(2x-2a)*+  4Ä/C2a;-26)«+  C      (4) 

was  wegen  der  Werthe  von  a  und  6  bequemer  ist,  wie  man  sogleich 
sehen  wird.  Substitairt  man  nämlich  fär  die  Wurzeln  a  und  b  ihre 
Werthe: 


/; 


,=-i-W^=Tt 


f 


2      2-^  .  r        (5) 

erst  in  A  und  B  und  darauf  in  die  Gleichung  (4),  so  ergiebt  sidi -so- 
gleich : 

x^  +  ax  +  ß  4Va*— Tp[ 

Will  man  in  dieser  Formel  die  Symmetrie  aufgeben,  so  kann  man  «e 
leicht  vereinfachen,  indem  man  diejenigen  Gffissen  zusammennioiirt 
welche  gleiche  Coeffizienten  besitzen;  diess  giebt 

Setzt  matt  C=C— la'/[42],  so  folgt  noch 

Diese  Formel  gestattet  unmittelbare  Anwendung  sobald  V^— 4/5reel, 
also  o^  >  4/3  ist;  für  o^<  4  /?  dagegen  bedarf  sie  eifier  Umwandlung) 
indem  man 
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jetzt  auf  der  rechten  Seite  toi 


Et.    Bringt  man  jetzt  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  die  bekannte 
•mel 


pz=z2x-\-a^q=^VAß — a®  in'* Anwendung,  so  geht  das  zweite  Glied 
der  rechten  Seite  von  (6)  in 


T^  wobei  man  das  erste  durch  Auflösung  der  Klammer  zum  Vor- 
ein kommende  Produkt  auf  die  Weise  in  die  Constante  C  einrechnen 
iD  y  dass  man 

;  es  ergiebt  sich  dann  zufolge  der  |^her  gemachten  Bemerkungen 

««<4/S: 

bren  endlich  die  beid^»  Wurzeln  der  Gleichung  *r*+aar  +  /J=:0  ein- 
ler.  gleich,  also  4/3=«*  und  ar2+a:i?  +  /3  =  (a?+Ja)2,  so  kann  man 
ne  der  Formeln  (6)  und  (7)  benutzen,  weil  ihre  Herleitung  auf  einer 
in  nicht  mehr  gdltigen  Zerföllung  beruht.   Man  setzt  in  diesem  Falle 

a'x^-ß' A  B 

let  für  ^  und  Ä  die  Werfte  A—ß'-\ao!y  B=za' ,  und  hat  durch 
egration 

/a'x-\-ß'  ^  P      dx      \  ^r  dx 

x^  +  ax  +  ß'^'^-^J  {x  +  lä)^'^V^  +  h^ 

Br  man  wegen  (a?*+ iÄ)^=a:*+«a:+/J  auch 
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schreiben  kann. 

Die  Formein  (6),  (7)  und  (8)  lassen  sich  übrigens  aach  auf  einem 
anderen  y  mehr  vom  Besondern  ziäii  Allgemeinecen  gehenden  Wege 
auffinden,  was  wir  noch  mit  wenigen  Worten  andeuten  wollen.  Zer- 
legt man  nämlich 

so  erhellt 9  dass  es  zunfichst  nur  darauf  ankommt^  die  Integrale 
xdx  ,  P      dx 

zu  entwickeby  und  da  hier  das  zweite  Integral  etwas  einfacher  als  dtf 
erste  ist,  so  fangen  wir  bei  ihm  die  Untersuchung  an.  Setzen  wir  sor 
Abkürzung  

so  Ist,  wie  auf  der  Stelle  erhellt, 

/dx         _  P  X 

und  dieses  Integral  geht  durch  die  Substitution  ar'4-p=z  in 

/dz  :r    dz 

über,  dessen  Wertb  sich  unmittelbar  aus  der  Formel  (4)  in  j/2  findet; 

Substituiren  wir  rückwärts  zuerst  den  Werth  von  z  und  darauf  di« 
Werthe  von  p  und  ^,  so  wird  , 

C        Ax 1  ^/2;t-K?+V<^^^^Yir     (« 

Ware  dagegen  a^<4^,  so  setze  man 

P=i«,9=jV4/J— «> 

und  dann  hat  man 

/__dx____  r__   dx 
^  +  tUC'hß~J(x^ 


^  +  ax'hß-j(x-tp)'  +  si* 


/. 
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unÜ  mit  Hiiire  der  Slubstitution  a:+p=:i  wird  hieraus  ' 

«MiD  maon  «ogleich  die  Fontiei  (5)  in  §.  2  bekiutzl.  VemOg^  4er  Werdie 
Yon  z^  p  und  q  ergiebt  sich  nun 

Für  4/?=«*  endlich  hat  man  unmitteHiar 

ßA  bat  min  auch  keine  Schwierigiceit  mehr,  das  zweite  der  gesncliten 
Integrale  zu  entwickeln;  för  X^=zx^;\-ax  -\rß  ißt  nämlich 

dX:=:2xdX'\-€Ldx 

dder 

Ist    • 

xdX'iizldX'—^dx 

folglich  durch  beiderseitige  Division  mit  JT  und  nachherige  Integration 
*^     rxdx_\    PdX     a    ndx  -  • 

J  ^T-\l  ^'^J  ^x  '       ' 

d.  I.  nach  der  Bedeutung  von  X 


f 


"^        fC. 


~9J  a;H 


«jr+/J 


Da  man  nun  in  jedem  Falle  den  Werth  des  Integrales  rechts  aufstellen 
kaan,  so  trgiebt  sich  von  selbst  der  Werth  des  Int^;raies  Haks;  gebt 
aun  nach  volUtSadiger  Eatividcelang  fär  die  drei  FiUe  wieder  auf  -das 
lotegral 

zorflck,  so  findet  man  dafür  ganz  dieselben  Formeln  wie  vorhin  untir 
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(6)^  (7)  und  (8).    Man  kann  diese  letzteren  noch  etnras  veraUgemeiDeni, 
wenn  man 

seist  nnd  daranf  beiderseits  mit  C  dividirt.    Es  ergidit  sich  so  okie 
Schwierigkeit 

1.  ans  ]^o.  (8)  fttr  6>=4ac 

A  +  Bx     ^  2Ac-Bb     .   B,,^  .  ^     ^.^     ^,, 

2.  ftir  6>>4ac  nach  Nro.  (6) 


/. 


/A  +  Ba:  2Jc~i?6      r642car  + Vy^4ac-|»; 

a  +  fcor  +  ca:«  ^""     4cV6«-4«c    L6  +  2ca?— Vft«  — 4im?J 


,(12) 
+  ^/(a+Äa:  +  c^«)«+C 


3.  fiir  b^<iac  nach  Mro.  (7) 


/. 


A  +  Bx     ^         ^Ac'-Bb   ^    ,      b  +  2cx 
:  rfar=  — 77======  Arctan : 


a+Äa:+ca;**^""cV4ac— 6«  VAac—V^       ((13) 

und  dabei  sind  immer  die  Logarithmen  constanter  Grossen  mit  in  die 
früheren  Integrationseonstanten  eingerechnet. 

§8.  ^ 

Entwickelungen  für  den  Fall  F(jr) =(a  +  6jr  +  cjr«^. 

Aus  dem  Bisherigen  geht  hervor ,   dass   sich  auch  Integrale  voa 

der  Form 

^A  +  Bx+Cx^-\-,..^Mx^ 


r- 


dx    *  (l) 

vollständig  entwickeln  lassen  müssen;  setzen  wir  nSmlich  m<3s^'' 
aus  und  nennen  A^  A;  die  Wurzeln  der  Gleichung  a -f  6x -f  <^^=0' ^ 
nimmt  das  Integral  die  Form 


/i 


dx 


an  und  reduzirt  sich  auf  die  Reihe  Integrale 
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'U„^,dx 


,   r_KAx_^  P     Kxdx_^      ,    pKl^^dx 

he  sämmtlich  vermöge  der  bekannten  Werthe  von  A,  "^j  H;  H^  ,... 
1^9  A*!^  ..  entwickelbar  sind;  die  wirkliche  Ausführung  dieses  Ge- 
bens ist  jedoch  so  weitläufig »  dass  wii  einen  anderen  Weg  einzu- 
igen genuthigt  sind. 

Bezeichnen    wir   zur  Abkürzung  a-{-hx-\-cx^  mit   JT,   so  .findet 
durch  Integration  der  einzelnen  Summanden  in  (1)^,  daiss  sich  das 
liebe  Integral  auf  die  folgenden  reduzirt 


/dx       ^  Pxdx      ^  Px^dx 


(2) 


lass  es  also  bios  darauf  ankommen  wib*de»  das  Integral 

/xf^äx  ^ 

--p-,m<2ii  (3) 

intwickeln,  weil  sich  daraus  alle  einzielDeii  in  (2)  vorkommenden 
»raie  für  ?ii=0, 1,2,3,...  von  selbst  ergeben  würden.    Gesetzt  nun, 

/dx 
ry   der 

le  nach  die  Inißgrale 

pdx  .  pddt  pdx^ 

J  x^'J  A'3  '••;/  x^  w 

/dx 
-^  die  Integrale 

/xdx    Px'^dx         P  x^dx  ^        _ 

Iten  konnte ,  so  wäre  offenbar  die  Aufgabe  als  damit  geliist  zu  be- 
bten, in  so  fern  man  so  die  Ausführung  der  in  (3)  postulirten  In- 
ition  auf  eindh  blosen  Mechanismus  gebrächt  Ix&tte;  um  aber  eine 
he    Kegel  zu   finden   bedarf  es   der  Aufsuchutig  von   Gleichungen 

eben 

/x'^dx     px'^^dx    Px'^-^dx 

rseits ,  und  dann  wieder  zwischen  • 


/dx     pjar-   pdx 


indem  man  nach  diesem  Schema  das  Integral  in  (3)  auf  immer  einfi- 
chere  Integrale  zurückfährt,  bis  man  auf  eines  tod  den  im  vorigen  Patt- 
graphen  entwickelten  Integralen  stSast. 

Dieser  Gedanke  Ifisst  sich  nun  auf  folgende  Weise  ansfilhreiL 
1.  Differenzirt  maii  -^p^i  mit  der  Bemerkung ,  dass  dX=(b-{^ex)dj 


ist,  so  ergiebt  sich 

^J  =  (in-1)  jp^i  i/;r-(ii--l)  ij5-(6  +  2c»)  ^^^ 

I^lultipliiirt  man  Nenner  und  Zfihler  des  ersten  Braches  mit  jr=:a-Iiür-|-eji' 
und  ordnet  darauf  Alles  nach  Potenzen  von  x,  so  ergiebt  sich  olne 
Schwierigkeit 

-  (tt-m)6. — jp — +(iM— I)«.— ]p-» 
und  hieraus  erglebt  sich  durch  Integration 

mier 

^(iH^m-DcJ       A"      +  (2«— ie-l)cj        A"     ') 

Hiermit  i«t  eine  Keduktiousformel  gefunden»  welche  das  Integral  n- 
nSchat  auf  zwei  andere  aurfickbriogt»  worin  jf"*-^  und  j.*  ^  statt  4* 
im  Zfthltr  stehen;  wendet  man  auf  diese  letateren  die  Formel  seM 
wieder  an«  indem  maa  m— 1  fär  w  schreibt.,  so  konlhit  man  anf  i*ci 
andere  Integrale,  welche  op«^*  und  jr«»-^  im  Zihler  habes»  und  wem 
man  diese  Reduktion  so  fortsetzt  >  so  gelangt  man  in  letzter  Instaii 
zu  deu  beiden  Intei^ralen 

för  welche  sich  ebenfalls  wieder  Reduktionsfermeln  aufstellen  Ussait 
wie  man  sogleich  sehen  wird. 


(8) 
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II.    Aus  der  Gleichung  (ö-i-2caf)dx^szäÄ  folgt  zunächst 
xda:=:.'2^  dX—  -^  dx 
ferner  durch  DlTision  mit  X^  und  nachkerige  Integration ' 

J      A»  -  1c  J     Xn  "  2cJ    Xn 

d.  i. 

"     fl^xdx  1  1  b      Pdx 

^  J    X^"      2(n^l)c^^  ^2cJ  * 

und  hieraus  erkennt  man  auf  der  Stelle ,   dass  es  blos  noch  auf  das 

Integral  rechts^  das  zweite  in  Nro.  (7),  ankommt. 

in.  Dividirt  man  die  Gleichung  (b  +  2c x)  dx = X  durch  (b  +  2cx)X^y 
so  ist 

dx dX        , 

X»  —  {b-\-2cx)X^' 

multiplizirt  man   ferner  diese  Gleichung  mit  der  folgenden,   von  deren 
Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugt, 

so  wird 

i.     äx                     :     dx        {b^'Jtcx)dX 
^^"^^  -(4«c-Ä2).^  =  ^ , 

und  durch  Integration,  wenn  zur  Abkürzung  Aac—b^  mit  k  bezeichnet 
wird : 

Auf  das  Integral  rechter  Hand  kann  man  die  bekannte  Regel  partieller 
Integration  auf  folgende  Weise  anwenden  : 

—  ^  +  ^g^      .     2c     r    dx 

—  -  (w^l)A«-^  +  n-lj   ^^i=^ 

und  wenn  man  diess  in  die  Gleichung  (9)  substituirt»  nimmt  letztere 
die  Form  an : 


A  r A^    iC^^^      b\2cx        2c    n 


dx 
X^^ 


w«Eaos  man  4urch  VercSnigune   des  Gleiöhartigen  auf  beiden  Seiten 
und  nachherige  Division  mit  k  die  Forvel 


36 

/dx  _      ^  +  2cay  (2m--3)2c /^_jte 

findet,  welche  zur  Reduktion   von  dem  Integrale  mit  X"  anfdas  ein- 
fachere mit  X^^^  dient;  durch  mehrfache  Anwendung  der  Formel  aelbst 

/(fx 
■^ ,  wovon  man  in  jedem  Fj^e  den  Werth 

angeben  kann. 


Um  den  Grang  dieser  Rechnungen  an  einem  Beispiel^  zu  zeigen, 
wollen  wir  die  Entwickelung  des  Integrales 

X^ 

andeuten.     Aus  Nro.  (10)  wird  fär  «=:2 


ß 


/dx       h\1cx    .  1c  pdx 
A2-     kX      +  kj    X 


und  fiir  91=3 


/dx  _  ö+2cx    ^  Sc  Pdx 
X^  -  "20ä-  1-  TJ   JP-  -^- 

und  wenn  man  die  erste  Gleichung  in  die  zweite  substituirt,  so  erhält 
man 

/  jp  ausgedrückt  durch/  -y  , 

wobei  das  letztere  Integral   als  bekannt  angesehen  wird.    Die  Formel 
(8)  giebt  ferner: 


^dx 


/xdx  _  1 J^    /*c 

x-^  — icx^    1c  J  : 

Setzen  wir  weiter  «=3,wi=2  in  Nro.  (6),  so  wird 

/x^dx  Ix  .  Pxdx         Pdx 

wo  nach  dem  Vorigen  alle  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale 
bekannt  sind.     Für  wi=3  ergiebt  sich  ferner  aus  Nro.  (fi)-. 

/x^dx      _   1   x'^       a    Pxdx 
"^3-~       2cX^^  cj    JTs" 

wo  rechts  wieder  Alles  bekannt  und  somit  das  fragliche  Integral  ent- 
wickelt ist. 
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§9.        . 
EntwickelungcH  für  den  Fall  F(x)  =  j:»-»i. 

Wenn  Mb  sich  um  die  Ausfuhrung  einer  Integration  von  der  Form 


/ 


^^ j-  }  n  ganz  und  positiv 


handelt ,  so  hraui^t  man  hierzu  nur  die  Kenntniss  des  Integrales 


r- 


5!=r  '•» 

worin  m  eine  ganze  positive  Zahl  hezeichnet,»  tipd  man  wird  sich  von 
der  JRichtigkeit  dieser  Behauptung  gleich  durch  die  Bemerkung  über- 
zeugen^ dass  f(a:)  von  4er  Form  A+Bx^Ca:^-\-,„-i-  La:^  ist  ufid 
folglich  das  obengenannte  Integral  in  eine  Summe  von  Integralen  zer- 
lallt, welche 's&mmtlicb  unter  der  Form  von  (1)  stehen. 

"iBm  nun  den  Bruch 

in  eine  Reihe  Partialbrüche  zerlegen  zu  können  >  müssen  wir  zunächst 
die  Wuraelh  der  Gleichung  ar» — 1ä=0  oder  a?«=  +  l  aufsuchen.  Diess 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 
dem  Moivre'schen  Theoreme  zufolge 

fcos-r-  ±  V^ — 1  s"* — J  =cosAjr+ V — Isin^^r 
mithin  für  ein  gerades  h 

(cos 1- V^ — Isin  —  )=  +  l  , 

bt  unii  folglich  die  Wurzeln  der  Gleichung  a:*  =  l  unter  der  Form 

hn        y — =   ,    hn 
ir=cos  —  iV— 'Isin  — 

enthalten  ishid,  wo  nkan  für  A  jede  gerade  Zahl  #ietzin  darf.  Gleich- 
wohl hat  hiör  ar  nicht  unendlich  viel  verschiedene  Werthe,  wie  man 
wegen  der  Willkührlichkeit  von  h  glauben  konnte ,  und  man  überzeugt 
sich  hiervon  auf  folgende  Weicge. 

/ 
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Ist  n  eine  gerade  Zahl»  so  kann  man  die  unendliche  Reihe  der 

geraden  Zahlen,  welche  fär  h  gesetzt  werden  dürfen ,  folgendermasseo 

sruppiren : 

0,  2,4,  6,  ...  «— 2,w 

2w— (it— 2)  ,  2n-(n-4)  ,  ...2n -2 , 2» 

2«+2,2jt  +  4,...2n+(n*-2),3«       ^ 

4„-.(n— 2) ,  4n-(n— 4) , ...  4jt— 2  ,  4« 

u.  s.  f. 

Die  Zahlen  der  ersten  Horizontalreihe  gehen  nun  nach  Nro.  (2)  ffir 
u:  folgende  Werthe 

■  1  2nj  .    .^ — X  .2»         4»  _    ./—^   .    4« 

-1-1, cos  —  ±  V  — Ism  —  ,co8 —  db  V— Ism-—  ,... 

(ft--2)»    ,   .^-^   ,   (n-2);g       ,        t<^ 

cos  ^     ^'      J:  V — Isin- — --^— ,— 1.. 

n  n 

Nimmt  man  jetzt  flir  A  die  Zahlen  der  zweiten  Horlzofitalreihe,  so  e^ 
hält  man  die  vorstehenden  Werthe  noch  einmal  aher  in  umgekehrter 
Ordnung;  die  Zahlen  der  dritten  Reihe  liefern  wieder  die  GröMeo 
unter  Nro.  (3)  in  derselben  Folge,  die  Zahlen  der  vierten  HorizoBtal- 
reihe  wieder  das  Nämliche  in  umgekehrter  Ordnung  u.  »•  fl  Als  wirk- 
lich verschiedene  Werthe  von  x  bleiben  daher  nur  die  schon  aagege- 
henen  iQbrig,  und  wenn  wir  noch  zur  Abkürzung 

setzen,  so  sind  jetzt  für  ein  gerades  n  die  Wurzeln  der  Gleichung 
a:»-l=:0  folgende: 

+1,  .  ; 

cos2d  +  tsin2d,  cos2d  —  i  sin2 d, 

cos  4  ^^  +  1  sin  4^,  cos  4^ -- {  sin  4  4>, 

cos6d-h  tsin6d,  cos6d- £sin6d,    >/6) 


cö»(ii  -  2)  ^  -h  t  sin  (»^2)  ^,        cos  (sn-2)  ^  -  i  sin  (n--2)  », 

.:  ■■   — ■!..; 

Für  ein  ungerades  n  dagegen  kann  man  die  Werthe  von  k  W- 
gendermassen  gruppiren  : 
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0,  2,  4,  6,  ...  n-^,M-,l 
2w— («  - 1) ,  2^— (n— 3) , ...  2«  -4,  2w— 2 
2n,2n  +  2,...2n  +  (n— 3),2w+ (n— 1),    . 

I  auch  hier  giebt  die  erste  Qorizontalreihe  allein  verschiedene  Wer- 
^  fär  X,  d\6  anderen  Horizon talreihen  dagegen  bringen  immer  nur 
selben  Werthe  wie  jene  erste  hervor.  Bei  derselben  Bezeichnang 
^  vorhin  sind  demnach  för  ein  ungerades  n  die  Wurzeln  der  Glei- 
iDg  j("  — l=rO  folgende  : 

cos  2^-1- tsin2d,  cos2^  — tsin2^, 

cos4<^4-isin4<9,  *       cost-^— isin4'^^ 

cosed  +  tsinö-^,  cos6^— tsin6<9,  [   C^J 


cos(w— l)'^+isin(ii-rl)'^,         cos  (n— 1)-^— tsin(n— 1)-^. 
Nach  der  Regel  filr  die  Zerlegung  äe*  gebrochen^  Funktion 


xy 

Beugt  jede  Wurzel  r  der  Gleichung  i^(ar)=:0  einen  Partialbruch#von 
r  Form 

^---,noß_jv(^ 

;.    Diess  giebt  nun  in  unserem  Falle  wo  alle  Wurzeln  r  unter  der 
»rm  r=  cos  A -^ + isin h 9'  stehen ^  und  f(x)  =  a:"»-^  ,F(x)=x^  —  l  ist , 

,n(cosÄ{>+islnA^)tt-* 
=  —  {coBk(ni—n)9+isinh(m—n)9]. 

i.  wenn  man  die  Gleichung  n^tan  und  ferner  beachtet,    dass  h 
lerzeit  eine  gerade  Zahl  ist,  '  "  -     . 

iB  =  —  IcosAm^  +  isinAm'^l. 

n  ^ 

) 
3r  Wurzel ia?=cpsAa  + isin A^  entspricht  al^o  der  Partialbuijc^ . 

1     cosAiW'^  +  tsinAm'^  (7)*' 

n  X  —  (cosA-^  +  isinA^) 
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-  • 

Ebenso  giebt  die  conjugirte  Wurzel  a;=  cos  A  d  —  t  sin  A^  den  analogen 

Partialbrueh 

1.     cos  h  m  d'  — iain  hm  ^  .^ 

n  X  —  (eosÄ^  —  tsinA-^)'  ^  ' 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  in  (5)  verzeichneten  Wuneh 
aus   der    Form   cosA^±tsinA^    da4urch    hervorgehen»   dacw  man 
A=0i2949...n  nimmt,  so  erhellt,  dass  man  lAir  in  ^  und  (8)  dieselben 
Werthe  für  A  zu  setzen  und  alle  so  entstehenden  Glieder  au  addirea 
hat,  um  sogleich  für  ein  gerades  n  die  Zerlegung  des  fri^lichen  Bra- 
ches vor  sich  zu  sehen,   und  dass  für  ein  ungerades "n  entsprecbeod 
Nro.  (6)  n=0,2,4,...n— 1  jbu  sibstituirAi  ist.    Um  jedoch  gleich  tod 
vornherein  imaginäre  Grussenan  vermeiden,   addiren  viir  die  conjugirteo 
Pärtialbrüche  (7)  und  (8),  wodurch 

2   cosAntd(ar— -cosA^) — sin  A  in '^  sin  A'g^ 

n  ar2-.2a:cosA^  +  l  ^ 

zum   Vorschein  kommt,  und  dieser  Ausdruck  bildet  ia  der  Zerlegoog 
von  a:"^^ :  (o:"  —  1)  denjenigen  Bestandtheil ,  .  welcher  zwei  gegenüber- 
stehenden Wurzeln  in  (5)  und  (4)  entspricht.    Rechnen  wir  noch  feroer 
hinzu,  dass  die  Wurzel  a7  =  -f  1  den  Partialbruch 

11 


n  X — 1 

und  ebenso  x=- — 1  den  entsprechendj^n  Bruch 

1  (—1)"»-^      1 
n  (— l)»-iF+l 

liefert,  so  folgt  jetzt  ohne  Schwierigkeit : 
a)  för  gerade  n 


X' 


■m—  l 


ar»— 1 

1      1        .  2  ^cosAm'^(ay"-cosA'^)'-sinAin^sin^ 

""nar— 1       n  a:*— 2a:cosAd-f  1 

+  ^^-^^ — iT' 

wobei  sich   das  Summenzeichen   auf  die  Werthö  Ä=2,4,6,... («— ^ 
bezieht; 

b)  für  ungerade  n 
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■"war — 1   ■"  M       ""^  ^  — 2;rcosÄ'9'+l  . 

>ei  Ä  =  2,4,6, ...(«— 1)  zu  setzen  ist. 

Hieraus  findet  sich  nun  das  fragliche  Integral  sehr  leicht,  indem 
1  Alles  mit  dx  multiplizirt  und  darauf  integrirt;  berücksichtigt  man 
rbei  die  Gleichung  <         • 

(^cosAmO'(a?  — cos/t^)— sinAm^sin^ 


ß 


=  i  cos  hm  &l(x^  —  2a:  cos  hd-  + 1) 
4-  sinAm^Arctan  • 


(fx 


xcoshd'  —  l  . 
res^ltiren  auf  der  Stelle  die  nachstehenden  IntegralCormeln 

o)  fiir  ein  gerades  n  "und  A=2,4,ß,...(?«— 2): 

^x'^-^dx 


/= 


a:«  — 1 


+  -  XcosAm^./(a:«— 2;rcos/<^  +  1) 

.    2   _  .    -     ^    .     ^         jrsinAO 

A —  2.  sm  hrnd" .  Arctan j-e. — r  5 

■w  ^  orcosA^ — 1 

b)  für  ein  ungerades  n  und  A:::^2,4^6,.I.(n— 1): 

a:«— 1 
2w 


(10) 


/^ 


ör/(«r-l)« 


.  2  -  .    ,     ^  \     ^         arsinÄ-^ 
-f  —  2r  8in  nm  «d^ .  Arctan ; 


UD 


)ei  stets  d  =  -ist. 


;Setzt  man  in  diesen  Formeln  x^z---,  so  geht  das  auf  der  linken 

/  ■  a 

te  betndliche  Integral  in 
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-r 

2»  — ( 


dl 

a» 


über,  und  wenn  man  darauf  beiderseits   mit  a"*-»  dividirt,  so  erhält 
man  die  vollständige  Entwickelung  eines  etv»  as  allgemeineren  Integrales. 


§  10. 

Eniunckelungeti  für  den  Fall  F  (jcj  =  jr«  +  i. 

Dem   Calcul  des  vorigen    Par^raphen   vfJllig  parallel  läuft  der- 
jenige >  welcher  zur  Kenntniss  des  Integfotes 


/ 


X^'Jjl.V 


f  cos- 


führt«  Der  erste  Schritt  besteht  nämlich  in  der  Auflosung  der  Gleichung 
a:»»  +  l=0  oder  x^z=  —  l,  und  diese  ist  sehr  leicht,  wenn  man  berfick* 
sichtigt,  dass  für  jede  ungerade  Zahl  ä 

$--+V— Ism— -J  =5  —  1 
n  n  y 

ist  und  folglich  die  Wurzeln  der   fraglichen    Gleichung  unter  der  ge* 

melnschaftliehen  Form 

hn         I — =•    .    hit 

a:  =  cos hV— Ism  — 

n   —  n 

enthalten  sein  müssen,  wobei  man  fSr  A  jede  ungerade  Zahl  substitairen 
darf.  Ordnet  man  aber  für  ein  gerades  n  die  Wertbe  von  h  folgender- 
mass^n 

1,  3,  5,...n— 3,n— 1, 
2n  — («— l),2w-(n— 3),...2n-3,2«—l, 
27i  +  l,2n+3,...2«  +  (n-3),2ii  +  (»— 1), 
,   u.  s.  f. 
so  erkennt- man  leicht,  dass  die  in  der  zweiten,  dritten  etc.  Horizontal- 
reihe    enthaltenen   Werthe  von    h    nur   zur   Wiederholung    derjenige!^ 
Wurzeln  dienen,  welche  schon  die  erste  Reibe  geliefert  bat  und  das« 
folglich  für  ein  gerades  n  die  Gleichung  ^r" -1-1=0  folgende  Wurzeln  hat: 

cos^  +  tsin-^,  cos^ — jsin4^, 

cos3'^  +  tsin3'^,  cos3<&*-tsin3^,  f/g) 


cos(m— 1)^  +  1  sin(?i  —  l)-^,cos(n  —  l)'ö''-i»ln(i<—l)^. 
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•  — 

lei  wieder  i  und  O  zur  Abkürzung  fiirV^l  und— gebraucht  worden 
i 

Für  ein  ungerades  7i  dagegen  lässt  i»ich  die  Reihe  der  ungeraden 
ilen  folgendermassen  gruppiren: 

2«— (n-2),2«— (M-4),...2«-3,2n— 1, 
2tt  +  l,2w  +  3,...2n+(n--2),3w, 
*  u.  s.  w. 

l  auch  hier  liefern  die  zweite ,  dritte  etc.  Horlsontalreihe  keine 
len  Wurzeln.  Daher  «irid  fiif  ein  ungerades  n  die  Wurzeln  der 
»ichting  ar"  +  l=0: 

cos^-f  ishi'^,  cosd — tsin^9 

cos3#-|-tsln3'&,  cos3^— isin3^^ 


cos  («—2)^  + 1  sin  (n— 2)^,  oos  («— 2)  ^—  isin  (n— 2)^, 
—  L 

Grunz  wie  im  vorigen  Paragraphen  bleibt  nun  hier  die  ßestiinmung  der 
rtiafbruche  und  zwar  desshalb  weil  A^)=^***~^  ""^d  F'(a:)=ii;i:»— * 
beiden  Untersuchungen  vollkommen  identisch  sind^  und  daher  wird 
!r  wie  dort  derjenige  Partialbruch,  welcher  zwei  conjugirten  Wurzeln 
lerer  Gleichung  entspricht^  durch 

2  cosAwi'^Ca:  — cosA'^)  —  sinAm^sinA^ 
n~  o!^  — 2a?co»A^  +  l  " 

»gedrückt.    Daraus  folgt  denn  sehr  leicht 

a)  für  gerade  n  .      .  »  . . 

■j_^      cos  Am»(it?  ^  cos  A^)*^8in  hm^mu  h  ^ 
^h  x^^^vco&h^  +  l 

tei   sich  das  Sumi^enzeiöhen    auf   die   W«rthe  Ä  =  l,3,5,...(n — 1) 
siebt;  femer 

Ä)lÖr  tflig«rade  n  ■    ' 
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a^  +  l 

2     cos  Aw^  (x—coshd)  —■  sin  AmOi^in  A«^      (— 1)»— i 
"^»^  a:2— 2a:cosÄd+l  +     ar  +  1 

worin  h=:^l,S,6,,„n  zu  nehmen  ist. 

Multiplizirt  man  die  gefundenen  Gleichungen  mit  da:  und  inte- 
grirt  darauf  >  indem  man  rechts  von  der  schon  im  vorigen  Paragraphet 
an  derselben  Stelle  benutzten  Formel  Gebrauch  macht ,  so  ergeben 
sich  die  Integrale : 

a)  für  gerade  n  und  A  =:  1 « 3  ^  5 , ...  (n — 1) : 


:  ~2:cosÄm^./(.r«— 2arcosÄ^+l)  ^  (') 

.    2  „  .    -      «    A     ,        arsihÄ^  \ 

H —  ^siu  Ä  m  ^ .  Arctan  ^  ^^^  >  <> — f  J 


« 


6)  für  ungerade  n  und  A=l,3,59...w: 


a^  +  1 


=  -  2:Äcosm^./(a:*  — 2;rcos  A^+  1) 

2  „  .    ,     «,    A     ^        arsinA^       ,  (—1)»»-*  ..     ,  -.«, 
+  --SsinAmO.  Arctan  "— y^^i:!  +      ^^—  /(or  +  l)«] 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  a:=—  und  dividirt  nachher  beiderseiti 

a 

mit  a^-^,  so  erhält  man  ebenso  leicht  die  Entwickelung  des  Integrales 


/^ 


2«  +  a» 
welches  um  eine  Constante  reicher  als  das  oben  behandelte  ist 

Bisher  hatten  wir  vorausgesetzt ,  dass  (m— 1)  eine  positive  Grufici« 
sei^  und  wir  konnten  uns  hierauf  beschränken  ^  weil  im  entgegeDg^ 
setzten  Falle,  also  wenn  das  zu  entwickelnde  Integral  unter  der  Form 

steht,  eine  Zerfallung  desselben  in  Partialbrüche  nach  dem  Schema 
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Af%^-f-^*0f-^^...^Mf^ 


^f 


-My 


arin  (p  eine  ganze  rationale  algebraische  Funktion  bezeichnet^  vorge- 

»inmen  werden  kann.    Kürzer    indessen  findet  man  den  Werth  des 

1 
itegrales  (7)  mittelst  der  Substitution  x  =  —  ;    durch    sie    verwandelt 

ch  nämlich  das  fragliche  Integral  wie  folgt 

r         dx        _       P     y^dy  P 

J     a:»(;r«±l)-    J  "Z/T^-V         r±^ 

id  hier  kann  die  Integration  auf  der  rechten  Seite  leicht  dadurch  be. 
erkstelligt  werden  ^  dass  man  in  den  bisher  entwickelten  Formeln 
4^  —  1  und  ^  für   m  nnd  x  schreibt;  substituirt  man  nachher  rück- 

lirts  y=7  '  so  erhält  man  das  gesuchte  Integral. 

Wir  wollen  endlich  noch  mit  wenigen  Worten  die  Enti^^ickelung 
es  Integrales 


/: 


-2^cos7+l  ^^^ 

ideuten^  welche  nach  der  bisher  angewendeten  Zerfallungsmethode 
»enfalls  sehr  leicht  ist.     Um  zunächst  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x'^  —  2a;»cosy  +  l  =  0  odera:"+ —  =2cosy  (9) 

I  finden  i  setzen  wir  a?=9(cosfi>  J:tsinai)und  erhalten  so 

.,              ...         V  ,  cositoT^slnn»      ^ 
^»  (cosnoi  dt  isin»»)  H jj =  2jco«y 

ler 

(  ^+-jj  Jcosnw  +  tf  p"— ~)siniicD:=co8y. 

a  rechts  keine  mit  i  verbundene  Grosse  vorkommt,  so  muss  links  der 
siktor  von  i  der  Null  gleich  sein,  was  für  jedes  oi  der  Fall  ist,  wenn 
=  1  genommen  wird.  Es  bleibt  dann  2coswß)=2cosy  übrig,  woraus 
t  eine  beliebige  gerade  Zahl  A, 
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Mtt)=A7r  +  y  oder  »= — ^1/ 
folgt.    Die  Wurzeln  der  Gleichung  <9)  sind  demnach  in  der  Form 

Ä^+y  .  .  .    ÄTT  +  y 
n     —  n 

enthalten  und  man  erhält  sie  vollständig,  indem  man  kt:=0,2,4,„.(^-9l) 
setzt,  denn  die  weiteren  Werthe  von  h  geben  nur  Wiederholangen 
schon  vorher  da  gewesener  Wurzehi.     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

n  '  n       ' 

80  sind  die  2it  Wurzeln  der  Gleichung  (9)  : 

cos  /  + 1  sin  / ,  cos  / — t  sin  /  t[ 

cos (2^+/)  +  isin(2^  +  /)  ,  cos (2^+/)  -isin(2d+/) 
cos(4^+/)  +tsin(4^  +  /)  ,  cos (4^+/)— »sin (4^+/) 

cosC2w^=^+/)+tsin(2«=2^+/) ,  cos(2¥=^+/)— tsinC^^H/)- 
Nennen  wir  r  irgend  eine  dieser  Wurzeln ,  so  entspricht  ihr  der  Partlai- 
bruch 

fix)      1 r"»-^ l_ 

F{r)j:  —r~^  2»r»— ^(r" — cosy) x  —  r 

und  indem  man  für  r  alle  oben  angegebenen  Werthe  setzt,  so  erhält 
man  durch  Addition  derselben  die  Zerlegung  von 

ar"*— ^ , 

x^ — 2a;'»cosy+l ' 

nachherige  Multiplikation  mit  dx  und  Integration  der  einzelnen  Glieder 
führt  dann  zur  Entwickelung  des  Integrales  (8),  wobei  man  das  Ima- 
ginäre wieder  dadurch  wegschafft,  dass  man  die  von  eoujvgirten  War 
zeln  herrührenden  Bestandtheile  vereinigt.  Im  speziellen  Falle  /=* 
kommt  man  anf  eine  Gleichung  zurück ,  welche  mit  Her  Formel  (3)  i^ 
sammenfallt,  sobald  man  in  dieser  2n  an  die  Stelle  von  n  setzt. 

Aus  dem  Integral  (8)  kann  man  endlich  noch  das  etwai)  allgemeinere 


/= 


2*> — 2a«3;»  cos  y  +  «*» 
stehende  Gleichung  theilt. 


dadurch  ableiten^  dass  man  a;=:-substituirt  und  mit  a^»-»"  die  ent- 
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Cap.  III.    Die  Integration  irrationaler  algebraisciier 
Differenzialformeln. 

§11. 

Begränzung   der  Aufgabe^ 

So  leicht  verhältnissinSssig  die  Integration  rationaler  algebraigcher 
ifferenzialformeln  war^  so  schwer  ist  die  der  irrationalen  Differenziale, 
»bald  man  nicht  bei  den  einfachsten  Fällen  stehen  bleiben  will.  Bevor 
[r  jedoch  auf  die  hieher  gehörenden  Entwickelungen  eingehen,  müssen 
ir  erst  die  Form  der  zu  behandebiden  Differenziale  näher  Betraebtep. 
^zeichnen  wir  mit ^[x),(p {x) ,'^{x)y% {x) , ...  rationale  ganrze af gebipaische 
inktionen  und  mit  m,  p,  ^,  ...ganze  positive  Zahlen ,  so  wfirde  der 
isdruck  ' 


/- 


A  sehr  allgemeines  Schema  von  einem  Integrale  mit  irrationaler  al- 
ibraischer  Differeozialformel  darstellen  und  zugleich  ühet-sieht  man, 
BS  die  hier  postulirte  Integration  sich  auf  eine  Reihe  einzelner  In- 
grale  reduurt^  von  denen  das  erste 


iLv  (l) 


;  Schema  Itir  alle  gelten  kann.  In  zwei  sehr  hXtffig  Torkommenden 
Uten  lässt  sich  hier  die  Irrationalität  des  Zählers  wegsehaffen^  nämlich 
5nn  entweder  p  =  m  oder  (p(x)=ia-{-ßx  ist.    Im  ersten  Falle  ist  durch 

m 

oltiplikation  von  Zähler  und  Nenner  mit  ^ip(x) 

m 

m  m ' 

VO{x)       \^{x)q>(x) 

bei  ist  das  Produkt  zweier  ganz^  rationalen  Funktionen   offenbar 
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wieder  eine  ganze  rationale  Funktion,  die  etwa  F(a:)  heissen  muge, 
und  da  <p  (ar)  von  der  Form  a  +  j5jr>ya:2  +  ...,  so  kommt  in  diesem 
Falle  die  verlangte  Integration  auf  eine  Reihe  Integrale  von  der  Fonn 

<m  * 

zurück,  worin  /  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet.  Im  zweiten  Falle 
g>(x)=^a-\-ßx  setze  man  a-\-ßx=xP,  folglich 

^     ar= — g — ,rtar=^zP-*a2 

so  geht  das  Integral  (1)  in  das  folgende 


f: 


1    f        z,pzP-^ 

ßl  "» 


')] 


Über,  wo  offenbar  die  im  Nenner  unter  dem  Wurzelzeichen  vorkommende 
Funktion  eine  ganze  und  rationale  ist  und  mit  F{z)  bezeichnet  wad^ 
könnte.  In  beiden  Fällen  also  lässt  sich  das  Integral  eines  irrationaleD 
algebraischen  Differenziales  in  letzter  Instanz  auf  die  Form 

[F(ar)r^Ar  (3) 

bringen,  wo  m  und  q  ganze  positive  Zahlen  sind  und  F{x)  eine  ganie 
rationale  algebraische  Funktion  bezeichnet  Hiermit  sind  freilich  nicU 
alle  möglichen  Fälle  erschöpft,  indem  es  Differenzialformeln  giebt,  bei 
welchen  man  den  Zähler  nicht  durch  blose  algebraische  Transformation 
rational  machen  kann,  aber  es  bestimmt  uns  die  Form  (3)  wenigstens 
unsere  Aufgabe,  weil  nur  sie  einige  unmittelbare  Integrationen  gestattet 
und  man  in  allen  übrigen  Fällen  zu  dem  allgemeinen,  spftter  erörtertem 
Mittel  der  Integr^ution  durch  Näherung  seine  Zuflucht  nehmen  moMi* 
Das  Teclinische  der  vorhin  erwähnten  Transformationen  wird 
man  leicht  aus  den  folgenden  Beispielen  ersehen. 


i±^!_rf. 


Va-:r«;(l+^«) 
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2.    Vermöge  der  8ub8titution  1 — a:=2'  wird 


^^ ^  6 

z'öz 


•ß 


3 

man  nach  geschehener  Integration  für  z  seinen  Werth  Vi- — x  zu 
len  hätte. 

§  12. 

Reduktionsformeln  für  die  einfachsten  Fälle, 

Seine  einfachste  Gestalt  erhält  das  Integral  (3) ,  wenn  F(j;)  lulter 
Form  a-\-bx^  steht,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss, 
es  ist  in  diesem  Falle  nicht  schwer  ftir  das  Integral 

fx^^^ia  +  ha^yfdx  (1) 

»  Reihe  von  Reduktionsformeln  zu  entwickeln,  wodurch  es  in  jedem 
le  auf  ein  wesentlich  einfacheres  Integral  zurückgeführt  werden 
in«  Dabei  möge  zur  Abkürzung  immer  a  -f  bx^  mit  X  bezeichnet 
'den. 

Wendet   man  zuerst  das   Prinzip   der  partiellen   Integration  auf 
I  io  (1)  aufgestellte  Integral  an,  so  wird 

fx'^^XPdx=XPfx^-^dx^fpXP-^dXfa:'^^dx 

=:Xp  —  x""-^  ^  fXP-^dX.  x^. 
m  m-' 

nnSge  der  Bedeutung  von  X  ist  aber  dX=:-nbx^^^dx  und  folglieh 

f^^Xrdx^z  —  x^Xp-  ^fx^^n-ixp-ida:  /n 

I  durch  Transposition,  wenn  man  das  Integral  rechts  als  Unbekannte 
ieht  und  durch  die  übrigen  in  der  Gleichung  vorkommenden  Grössen 

drückt 

x^^Xp        tu 
farm^n-^XXP-^dx^- T rfx'^-^XPdx 

I  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  m — n  (är  m  und  zugleich  p-{-l 
p  setzt: 
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und  diese  Formel  wird  man  da  benutzen«  wo  man  das  gegebene  Inte- 
gral auf  ein  anderes  von  derselben  Form  zurückfubren  will,  worio  gleich- 
zeitig in  vermindert  und  p  vermehrt  worden  ist;  so  z.  B.  erhältniaD 
fijr  ?ii=3,n=2,/>  =  — Jdie  Reduktion 

wo  sich  der  Werth  des  Integrales  rechts  unmittelbar  unter  den  Fii»di' 
nientalformeln  findet. 

Es  ist  ferner  völlig  identisch 

fx'^^X?dx=zfx'^-^XP-^  (a + bx^)  dx 

=:afx"*-^XP-'^dx  +  bfx«'^*-^Xf-'^dt 

und  durch  Vergleichung  mit  Nro.  (1)  wegen  der  Identität  der  Enken 
Seiten 

=:iafx^'-^ÄP-'^dx+bfx^^»-^ÄP-^dx. 

Hieraus  folgt,  indem  man  das  erste  Integral  der  rechten  Seite  als  ^ 
bekannte  ansieht, 

J  ma  ma     J 

oder  /i  -i- 1  ffir  p  gesetzt 

/^m-.jo.rf^^^!^J^!Ltl_  (»n  +  ^y +P)ft  f^^n-^X,d^.  (3) 
J  ma  ma         J 

Schreibt  man  m  —  n  für  m ,  sieht  das  Integral  rechts  nunmehr  als  ^ 
bekannt  an  und  drückt  es  durch  das  auf  der  linken  Seite  stehende 
aus,  sro  findet  man  analog 

x^-^XPdx^-r—r—TT -  /    ,      xA  /  ^-^""-^Xfäx    (4) 

und  diess  ist  eine  sehr  brauchbare  Formel,  wie  sich  bald  nacUief 
zeigen  wird. 

Wenden  wir  ferner  auf  das  zweite  in  der  Gleichung 
fa^^^Xvdxr=afx^-^XV''^dx'{-bfx^^^-^Xv-'^dx 
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rkommeDcLe  Integmi  die  Reduktionsioriiiel  (2)  an,  «o  ergiebt 

it 


IS 


x'^Xp 


/K"*  JHP  nntit 

fx^-^XPd^=   ^  .  „„  +  —±-~fx^^Xv-id:r.  (5) 

•'  m  -f-  np       m  +  np  ^  ' 

man    endlich   p-fl   für  p   und  drückt  das  Integral  auf  der 
leite  durch  das  auf  der  lioken  Seite  aus,  so  wird  noch 

n  diesen  sechs  Reduktionsformeln  sind  die  letzteo  drei  am  hlUi- 
iwendbar,  weil  es  bei  einem  ganzen  positiven  m  fast  immer 
kommt,  m  ohne  Aenderung  des  p  zu  verringern  und' weil  es, 
an  fx^—^Xvdx  auf  diese  Weise  bestimmt  hat,  mittelst  der 
[5)  und  (6)  sehr  leicht  ist,  hieraus  neue  Integrale  abzuleiten, 
grosser  oder  kleiner  als  vorhin  ist.  Wir  wollen  diess  an  einem 
zeigen.    Sei  zunächst  72  =  2, /i= — \,  also  das  zu  entwickelnde 

man  zunächst  aus  Nro.  (4) 

_  x^^\/V+J^  ___  (m— 2)a    P   x^-^dx  ^ 
y-        {m—\)b  (m-l)Äj    Vß+ß?' 

nan  die  Reduktionsforrael  auf  das  Integral  selbst  wieder  an, 
m  in  ihr  m — 2  für  m  schreibt,  so  reduzirt  sich  y  auf  ein  In 
a  der  Form 


/ 


x^^^ffx 


rsieht  auf  der  Stelle,    wie   sich  diese  Reduktionen  fortföhren 
nd  dass  man  in  letzter  Instanz  auf  einds  der  bcdden  Integrale 


/xdx />      •  <fer  . 


m 


muss,  je  aacbdem  an  gerade  oder  angerad«  ht.    Beide  Inte- 

4*    *. 


52 

grae  8ind  aber  leicht  zu  entwickeln;   setzt  maa    nfimlich    im   ersten 
x^=-%^  KO  folgt  ^dx^=-di  oder  xdx-=-\dz  und  folglich  ist  dasselbe 

H'ie  man  nach  der  Fundamentalfomiel  (i)  in  §.  2  gleich  erhält    Dak«r 
ist  wegen  de»  Werthe»  von  2=0:* 


/ 


xdx       _  \  a\bx^      ^ 
z  r  ^• 


Vfl  +  Ä;r2 


Das  zweite  der  in  \ro.  (8)  verzeichneten  Integrale  ist  unmittelbar 
mittelst  der  Fundamentalformeln  (6)  und  (7)  in  §.  %  zu  entwickeln«  wo- 
bei man  jedoch  unterKcheiden  muss ,  ob  b  positiv  oder  negativ  ist,  indes 
fifir  diese  beiden  Fälle  die  Gsstalt  des  Integrales  verschieden  aosOUIt 

Hat  man  so  das  unter  Nro.  (7)  aufgeführte  Integral  gefunden^ 
so  können  nun  die  Formeln  (5)  und  (G)  zur  Entwickelung  der  Integrale 

fx'^^ia  +  bx^)    dx  und  fx^-^  (a  +  bx^       dx  (9) 

dienen ,  worin  k  eine  ungerade  positive  Zahl  bezeichnet«  Setzt  Ott 
nämlich  in  der  Gleichung  (5)  ii=2»/7  =  .'>  so  wird 

und  da  das  Integral  rechts  bekannt  ist,  so  findet  man  hiermit  den 
Werth  des  ersten  in  (9)  verzeichneten  Integrales  fiir  k=^\,  Ffir  p=S 
ergiebt  sich  femer  aus  der  Formel  (5)  eine  Relation  zwischen 

fx"^^  (a  +  bx'^*  dx  und/j-«^  ^  (a  +  bx"^^  dx 

wo  nun  das  Integral  rechts  nach  dem  Vorigen  bekannt  bt    Geht  mal 

5       7  k 

auf  diese  Weise  weiter,  indem  man  p=  3-  ,  3  ,  . . .  -^j  setzte  so  «r- 

hellt  augenblicklich,  dass  man  mittelst  dieser  fortwährenden  Redukiki 
den  Werth  des  ersten  in  Nro.  (9)  aufgeführten  Integrales  vollständig 
entwickeln  kann. 

Setait  man  femer  in  Nro«  (6)  p= — |,  so  wh-d 


/ 
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ml/     I  JL   o\    »  1        o:»"  (a  +  Äa?2)-i 
j;m-l  (ß  ^  ^^2)-|  ^^-- V — ! L — 

mid  dabei  ist  das  Integral  rechts,  folglich  nun  auch  das  auf  der  Unken 
•Seite  bekannt.  Weiter  giebt  dann  ;?-t::  — J  nach  Formel  (6)  eine  Rela- 
tion zwischen  den  beiden  Integralen 

/ar"»-i  (a  +  bx^)-  i  dx  und/:r"»-i  (a  +  hx'^)-  \  dx 

Yon  denen  das  zweite  nach  dem  Vorigen  entwickelbar«  also  auch  das 

7        9 
erste  als  bekannt  anzusehen  ist.     Indem  man  sofort /?= — ■9*"'"9''" 

—  -«—setzt,    gelangt    man   successiv   zur  vollständigen  Entwickelung 
des  zweiten  in  Nro.  (9)  angegebenen  Integrales. 

Die  Reduktionsformeln  (1)  bis  (6)  dürfen  übrigens  auch  für  jedes 
andere  als  positive  m  und  n  in  Anspruch  genommen  werden  und  zwar 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  ihre  Herleitung  nur  auf  identischen 
Gleichungen  und  den  beiden  Formeln  für  d(xf^)  und  fxt^dx  beruht, 
welche  überhaupt  für  jedes  (i  gelten  mit  Ausnahme  von  fA=0  in  der 
ersten  und  ft=: — 1  in  der  zweiten.  Man  kann  daher  ganz  analoge 
Betrachtungen,  wie  sie  fär  das  Integral  in  (7)  geführt  wurden,  auch 
auf  das  folgende  / 

dx 


A 


x"'^^^  a  +  öx^ 

anwenden  und  durch  Benutzung  der  Formel  (3),  worin  —m  an  die 
Stelle  von  m  zu  setzen  wäre,  würde  man  das  fragliche  Integral  jeder- 
zdt  auf  eines  der  beiden  folgenden 

dx 


J    x\ra+öx^  O     ^ 


zurückbringen.  Den  Werth  des  zweiten  Integrales  kennen  wir  bereits; 
Hin  noch  den  des  ersten  zu  finden  substituiren  wir  a:=:  —  in  dasselbe, 
wodurch  es  in 

dz 
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Übergeht  und  nun  leicht  eotwickelbar  ist.  Mit  Hülfe  der  Formeln  (5) 
und  (6)  würde  man  daraus  auch  die  Werthe  der  allgemeineren  Inte- 
grale 

fltir  jedes  positive  ungerade  k  leicht  ableiten  können. 

§  13. 

Integralion  von  dx  :  V^a  +  6jc  +  cjc^. 

Wir   wenden  uns  nun    zur    Entwickeinng   des  sehr  häufig  vo^ 
kommenden  Inte<;rales 

(Ix 


H 


f. 


dx /* c 

\  ß  +  ax+ä^J     Vß-la- 


^^  +  (x  +  iä)^ 

indem  hier  ganz  dieselbe  Zerfällung  wie  in  §.  7.  mit  x^+ax  +  ß  vorge- 
nommen worden  ^  ist.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 


VaTbx+cx^ 

welches  aus  dem  früher  unter  Nro.  (3)  In  §.  11.  angeführten  Schema 
dadurch  hervorgeht,  dass  man  für  F(x)  eine  Funktion  zweiten  Grades, 
9=2  und  m=^l  nimmt.  Vergleichen  wir  das  fragliche  Integral  mit  den 
Fundamentalformeln  (7)  u.  (6)  in  §.  2,,  so  erheilt  auf  der  Stelle,  datt 
man  den  Werth  desselben  leicht  finden  würde,  wenn  man'es  in  eis 
anderes  von  derselben  Form  transformiren  konnte,  worin  jedoch  das 
mit  der  ersten  Potenz  der  Variabelen  behaftete  Glied  unter  dem  Radi- 
kale nicht  vorkommen  dürfte.     Setzen  wir  noch 

c      ^  *  c 
so  ist 

J    Va  +  A^r  +  cvr«        V^J    Vß  +  ax±a''^ 
und  hier  macht  sich  die  Unterscheidung  eines  positiven  oder  negativen 
onothwendig,    was   auch  den  citirten  Fundamentaiformehd  nach  zu  er-^ 
warten  stand. 

1.    Für  ein  positives  c,  wo  also  in  (2)  die  oberen  Zeichen  getten, 
hat  man  identisch 

dx 
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ß  —  i€fl=:tandx+ia=»  (3) 

ro  z  die  neue  Variabele  ist,  so  geht  das  obige  Integral  in 

dx 


f 


iber^  dessen  Werth  der  Fundamental  formet  (7)  zufolge 


st.     Setzt  man  hier  für  z  und  e  ihre  Werthe^  so  folgt 

md  wenn  man  noch  ^x  a,  ß  ihre  Werthe  einfuhrt  und  beiderseits  mit 
/^  dividirt«  nach  Formel  (2) 

nd  wenn  man  die  Constante  sich=  C  +  r~r7=  '  (^c)*  denkt,    so   er- 
iebt  sich 

C'JfL^r^^  =  ^J-(b+2€x  +  2\r7  Va  +  bx  +  cx^)^  +  C.  (4) 
\  a  +  bx+car       2Vc 

2.    Fifr  ein  negatives  i?,  wo  also  in  Nro.  (2)  das  untere  Zeichen 
enommen  werden  muss,  ist  ähnlich 

/dx      ___  f dx 

.  i.  fär/J+Ja^sr^undÄ*— Ja=z,  wo  z  die  neue  Variabele  bedeutet 


A 


^^=Avc^n^+C. 


obei  di^  Fundamentalformei  (6)  in  §.  2.  benutzt  worden  ist.    VermOge 
sr  Werthe  von  ^  und  z  hat  man  nun  weiter 

/dx  .       .       x  —  ja         ., 


und  wenn  man   für  «  und  ß  ihre  Werthe  setzt  und  darauf  beideraeUB 
mit  Vc  dividirt,  so  kommt 

:  Arcsm     .  +  C.       (5) 


^ 


/^ 


Will  man  statt  des  Arcsio  lieber  Arctao  sehen  ^   so  braucht  mao  nur 
die  bekannte  Formel 

Aresin u = Arctan  ^/..       — ^  y 

V  1 — u* 

in  Anwendung  zu  bringen;  man  erhält  so 

dx  1      A     X  2cjr— 6 

Arctan  zrZ7~i ^ — T       W 


/: 


Va  +  A:r  —  cx^        V^  2  Vc7ö'+  6a:  —  ca:*) 

doch  ist  diese  Form  weniger  elegant  als  die  vorhergehende. 

§  14. 

Iniegraiton  allgemeiner  Irrationalformeln. 

Es    hat   nun    auch    keine   Schwierigkeit,    Formeln  aufzustelleo, 
mittelst  welcher  man  die  allgemeineren  Integrale 

/x'^dx  ,   /* dx 
\rii~fbx±cx^ ""  t/  ^"^  VV+6i±c^ 
unter  Voraussetzung  eines  ganzen   positiven  tri  entvtickeln  kann.   Be- 
zeichnen wir  kurz   a  +  bxAzCX^  mit  X,  so  hat  man  zunächst  darck 
Differenziation  des  Produktes  x"^-^V^X, 

d[x"^-^SrX] 

(         iN^"!l!^^     .  (6  +  2cj:)ar"— »    , 

=  (wi  —  1) — t:=-  dxA-- — ttL dx 

^         ^    \^X        ^       2VX 

X 
wie  man  sogleich  unter  Beracksichtigung  des  Satzes  v2= -^ein- 
sehen wird.     Setzt  man  ferner  statt  des  im  Zähler  des  ersten  Braches 
auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  A  seinen  Werth,  und  ordnet  hier- 
auf Alles  nach  Potenzen  von  x,  so  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit: 

d[x^-i\rx] 
,       -.     x^—'^dx   .  (2m — 1)6  x'^-^dx   .        x^dx 
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[ategrirt  man  nnd  drückt  darauf  das    letzte   Integral  auf  der  rechten 
Seite  durch  die  übrigen  aus«  so  gelangt  man  zu  der  Formel 


'VI 


iVZ_(2m-l)&  Px^-Mx      {in-l)a   Px^-^dx       ^^^ 
mc  -  '2mc    J       ^x  mc    J      a^x 

Ist  nun  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  führt  man  hiermit  das  gesuchte 
Integral  auf  zwei  andere  von  derselben  Form  zurück,  in  denen  aber 
der  Zähler  von  niedriger  Dimension  ist;  für  m  =  l>m=2,  etc.  erhält 
man  nacheinander 

/xdx  _V  Jg        b     P  dx 
<-x     r    2c  ,7  Yx 

/xMx     x^X _  36    Pxdx        a     P  dx 
vx       2r      ~^cj    O:      <lcj  YX 

U.    8.   f. 

wo  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende  zu  substituiren  ist. 

Lässt  man  in  der  Fprmel  (7)  —  ?n  +  2  an  die  Stelle  von  m  treten^ 
so  wird 

dx   • 


A 


x^-^Vx 
Y^  (2m— 3)6    r       dx  {m^\)a    P     dx 


_  (2m— 3)6    P       dx  {m^\)a    P 

;r=l      llni—A)cJ    x'^-^Yx      {m—i)cj   l 


(„i-.2)cj:'»~i      (2m— 4)c^    x'^'-^YX      {m—2)cj    x'^Y^x 
und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  durch  alle  übrigen  aus- 
druckt,  so  gelangt  man  zu  einer  zweiten  Reduktionsformel «  nämlich 

dx 


A 


x'^'YX 
YX  (2m— 3)6    P       dx  (m— 2)c    P     dx      ^ '^^^ 


(2m— 3)6    P       dx  (m— 2)c    P 

(2m— 2)aJ    x^'-^Y'X      {m^i)aj  x' 


(m—\)ax^-^      {2m—2)aJ    x"'''^Y~X      {m^i)aj  x'^-^YH 

Man    kann   übrigens   auch   noch    einen    anderen   Weg   zur  Ent- 
mckelung  des  Integrales  links  d.  h. 

dx 


f 


x"'V^a-{^bx±cx^ 
einschlagen.    Die.  Substitution  a:=  -  giebt  nämlich 


■V-+l±*' 


V^flz»+6idbc 


(9) 


und  hier  kann  man  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  nach  Formel  (7) 
'  entwickeln 9  indem  man  m— 1  fiir  ?n,  z  für  a:  schreibt  und  a  und  c 
gegen  einander  vertauscht.  Diese  zweite  Methode  hat  übrigens  den 
Vortheil  (ur  den  Fall  m=2l  anwendbar  zu  sein,  auf  welchen  die  Formel 
(8)  nicht  passt.     Man  hat  dann 

dx ^   p  dz 

wo   man    die   rechte   Seite   unmittelbar    entwickeln  kann,    und  darauf 
«=  — zu  substituiren  hat. 

Integrale  endlich  von  den  Formen 

dtJC 
fx^da^V^  und  /—  ^x  (10) 

lassen  sich  leicht  auf  die  bisher  betrachteten  zurückführen,  indem  man 
X    a-\-ba:4:Ca:^ 

setzt  und  jedes  einzelne  Glied  integrirt;  man  hat  dann 

^     ^_  p x'^dx   .  ,  Px'^^^dx   ,        pa^^ytx 

WO  die  einzelnen  Integrale  nach  dem  Früheren  entwickelbar  sind.  Der- 
selbe Kunstgriflf  passt  auf  das  zweite  in  Nro.  (10)  aufgeführte  Integral 
Hiermit  haben  wir  bereits  die  Gränzen  erreicht,  bis  zu  welchen 
die  Int(;gration  irrationaler  algebraischer  Differenziale  ausführbar  ist;  so- 
bald nämlich  in  dem  Ausdrucke 


VWx) 


VFXxj 

F(x)  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  ist,  so  bildet  das  Integral 
eine  Funktion  von  x,  welche  im  Allgemeinen  nicht  durch  Logarithmen 
oder  Kreisbügen  dargestellt  werden  kann.  In  diesem  Falle  muss  man 
zur  näberungsweisen  Berechnung  seine  Zuflucht  nehmen,  und  diese 
beruht  auf  dem  höchst  einfachen  Prinzipe,  die  unter  dem  Integralzeichen 
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mit  dx  multiplizirte  Funktion  in  eine  Reihe  zu  verwandeln  und  jede« 
einzelne  Glied  derselben  zu  integriren.-  So  z.  B.  würde  es  unmöglich 
sein,  den  Werth  des  Integrales 

da: 


h 


durch   unmittelbare  Integration  zu   entwickeln;    dagegen    ist    aber  das 
obige  Integral  auch 

dx 


=/ 


und  hier  lässt  sieh  die  Integration  durch  Reiben  anf  verschiedene  Weise 
ausführen.    Verwandelt  man  z.  B.  --fr-  in  eine  Reihe ,  was  für  o:  <  I 

möglich  ist  9  so  geht  unser  Integral  in 

/dx  ,    P     xMx  r3  r     xHx 

vi_a2^.2  +  y  v-i_,2<^2+2.47  vrr72^2+- 

über  und  hier  lassen  sich   die  einzelnen  Integrationen  oFine  Mühe  be- 
werkstelligen.    Ebenso  könnte  man  den  zweiten  Faktor  für 

e  <  1  und  o:  <  1  in  eine  Reihe  umsetzen  und  erhielte  dann  nicht  minder 
leicht 

Wollte  man  endlich  gleich  Alles  nach  Potenzen  von  x  geordnet  haben, 
so  inultiplizire  man  die  beiden  Gleichungen 

^ 1 1 1;,.2  i  ii?^4 1  ii^^Ä  r 


.^/j-^^ä—"^*-"    ^2.4"^  "^2.4.6 


V  1^62 ^2-"^»''"   ^2.4^-^^274.6 

miteinander  und  gebe  dem  Produkte  die  Form 

1 


Vi  -a:2Vl-62^^2 
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WO  £l2>£4>£^,...CoefGzie]iten  sind,  die  Mos  von  e  abhängen;  man  bat 

dann 

dx 


A 


Die8C  letzte  Methode  ist  ganz  allgemein  auf  Integrale  von  der  Form 
=fx'^\F(x)^dx 

anwendbar,  wenn  p  eine  beliebige  Grosse  und  F{x)  eine  ganze  rationale 
und  algebraische  Funktion  bezeichnet.  Da  sich  nämlich  jede  derartige 
Funktion  in  Faktoren  des  zweiten  Grades  zerlegen  lässt,  also  immer 

F(x)={ai  +  ßiX+YiX^)(ct.i+ ß^x  -i-  y.2X^),.. 

gesetzt  werden  darf,  so  ist  das  obige  Integral  auch 

statt  dessen  wir  noch  das  allgemeinere 

/a^(ai+ßiX+yiX^)P(a2^ß^x  +  y2X^)9,.,da:  (11) 

betrachten  wollen.    Nun  kann  man  aber  jeden  der  Faktoren 

in  eine  Reihe  von  der  Form 

A  +  Bx  +  Cx^+Dx^  +  .., 

umsetzen  und  zwar  entweder  mit  Hülfe  des  Mac  Laurinschen  oder  des 
Theoremes  von  Lagrange.  Multiplizirt  man  alle  diese  Reihen  mit  ein- 
ander, so  nimmt  das  Produkt  die  Form 

P  +  Qx  +  Rx^  +  ... 

an,  wo  P,  0,  Ä,  etc.  constante  aus  orji,/?i,yi  ,cr2, 1^29^2 c^*  zusammen- 
gesetzte Grossen  sind;  hierdurch   verwandelt  sich  das  Integral  (11)  in 

das  folgende 

fx^  (P+  Qx + Rx^  + ...)  dx 

m  +  1  ?/i  +  2    '         m  +  3   ■ 

und  ist  demnach  immer  entwickelbar.  Dabei  sind  natürlich  die  Bedin- 
gungen nicht  ausser  Acht  zu  lassen,  an  welche,  den  Theoremen  von 
Mac  Lnurin  und  Lagrange  zufolge,  jene  Heihenvorwandelungen  geknOpft 
sein  können,  denn  es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  das  gesuchte 
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Integral  nicht  finden  wQrde,  wenn  nicht  die  Funktion  und  die  Reihe 
einander  gleich  «ind,  diese  Gleichheit  besteht  aber  nur  so  lange,  als 
die  entvijckelte  Reihe  eine  convergente  bleibt. 


/• 


Cap.  rV.    Die  Integration  der  Differenziale,  welche  Ex- 
ponenzialgrössen  oder  Logarithmen  enthalten. 

§  15. 

Reduktionsformeln  für  Differetiztale  mit  Exponenzialgrössen. 

Unter  unseren  Grundformeln  kommt  nur  eine  einzige  vor,  bei 
f^elcher  eine  Exponenziaigrusse  unter  dem  Integralzeichen  erscheint, 
nämlich :  * 

wofiir  man  auch  wegen  a'z=e^-'  die  folgende  schreiben  kann: 

e^dx  =  ~-  +  C  (1) 

indem  man  sich  la  jnit  k  bezeichnet  denkt     Um  nun  das  allgemeinere 

Integral 

ff(x)e^'dx  Cl) 

in  welchem  f{x)  eine  beliebige  Funktion   bezeichnet,    auf  das    obige 
zorückzufiihren,  kann  man  folgende  zwei  Wege  einschlagen. 

I.    Unter  Anwendung  der  Keduktionsformel 

fq>(x)'ilf(x)dx=q>(x)f'ilf(x)(lx—f(p'(x)flx/^(x){lx        (3) 
ergiebt  sich ,  wenn  man  zuerst  q>  {x)  =f(x) ,  i/;  (^r)  =  c**  setzt : 

ff(x) i*'dx=nx)  ^  -  \ff  (x)ei'dx  (4) 

dann  für  q>(x)  =  f  (a:),-^>{x)=e^,  d&nn  etc. 

ff(x)e'"dx  =  r(x)^-j^fri^)e''*l^ 
ferner  fSr  (p{x)—f  {x) ,  ^  (ar) = «*■«■ 
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Man  übersieht  auf  der  Stelle,  \^\e  sich  dieses  Verfahren  beliebig  weit 
fortfiihren  liesse,  und  dass  man  nach  ?t  maliger  Anwendung  auf  die 
Gleichung 

//•(«-i)  (o:)  e*' c/.r =/•(«- 0  (o:)  ^  -  ^//-(n)  (.r)  e**  Ap 

kommen  würde.  Durch  Substitution  jeder  solchen  Gleichung  in  die 
ihr  vorhergehende  erhält  man  nun,  wenn  man  bis  zur  Gleichung  (4) 
zurücksteigt 


Wird  nun  der  nte  Diflferenzialquotienf  von  f{x)zxi  einer  constanten  GrHsse, 
was  dann  der  Fall  ist,  wenn  f{x)  eine  ganze  und  algebraische  rationale 
Funktion  des  Grades  n  bildet,  so  re'duzirt  die  Formel  (5)  das  compli- 
zirtere  Integral  auf  das  in  (1)  entwickelte  Der  einfachste  Fall  der 
Art  wäre  /(a:)=:^r"  und  dann  ergiebt  sich 

T  --  —k^  ^  — T^ •  •+ M+i.   '   y^{%). 

11.  Die  zweite  Methode  besteht  darin,  dass  ipan  wieder  die 
Reduktionsformel  (3)  aber  mit  entgegengesetzten  Substitatibnen^.  nSmlick 
tp  {x)  =  e*'  ,  if;  (x)  =  f(x)  in  Anwendung  bringt.  Setzt  maji  dabei  zur 
Abkürzung 

ff(x)dx=f,(x),ff^(x)dx  =  f^(x),...ffn-^l(x)dx=fn(x} 

SO  erhält  man  leicht  folgende  Reihe  von  Gleichungen : 
fe^'fix)  (lx=e^'  fi  {x)  -  kfe^'fx  {x)  dx 
f^fi  {x)dx=e^'^  f^{x)-kf€^'f^{x)dx 
fe^'U  (^)  dx  =  e^'fs,  (x) — kfe^'f^  {x)  dx 


fe^'fn^  1  (x)  dx = ef^^fn  (^) — kfe^  fn  ix)  dx. 
Substitution  jeder  Gleichung  in  ihre  Vorgängerin  giebt  hier 
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J^»f{x)dx  \ 

and   diese  Gleichung  kann  als  Rediiktionsformel  dienen,    sobald  «ich 
€Ke   Fnnktionien  /i  (^),^(^),...A(^)    leicht  aus   f{x)  ableiten  Lassen. 

So  z.  B.  ist  für  f(x)  =  —  y 

f  .  . (zziJ! L 

folglich 


/: 


~"      (ni-l)a:'»-i      (m-l)(/w-2)a^^      (»t-l)(m-2;(wi--3);r'»-»       " 

k^^^'  ^ n  dx    ^ 

(m-l)(m-2) ..  {px-n)  +  fm— l)(m-2) ...  {pi-n)J     ^^^^  ^  ' 

nnd  wenn  m  eine  ganze  positiTe  Zahl  ist,  so  kann  nianit=m—  1 
setzen  und  erhält  so  : 

(«; 

"~  ""  (m— Ijar"*-?*^ (m-l)(iii— 2)ir«-«  "~(m— l)(in-2)(m^):r^»=^3" 

"■(i»-l)(m-2)...2.1  +  (m-l)(m-2;...27iy  "F  ^** 

Das  aof  der  rechten  Seite  noch  vorkommende  Integral  gehurt  unter 
die  !^ahl  derer,  welche  sich  durch  die  gewöhnlichen  Funktionen  nicht 
ausdrucken,  sondern  nur  durch  Reihen  näherungsweis  berechnen  lassen. 
Diess  hat  gerade  hier  keine  besonderen  Schwierigkeiten,  denn  es  ist 
vermöge  der  bekannten  Reihe  für  die  Exponenzialgrösse 

^  dx 


s 


X 


€' 


rArjr 
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und  da  die  für  6^'  in  Anwendung  gebrachte   Reihe  fiir  alle  x  codt»- 
girt,  so  besteht  auch  die  daraus  abgeleitete  Gleichung  ffir  jedes  x. 

Will  sich  keine  der  beiden  Reduktionen  (5)  und  (7)  auf  das  ge- 
gebene Integral  mit  Vortheil  anwenden  lassen,  so  bleibt  nichts  übrig, 
als  entweder  f(x)  oder  c*'  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortgehende 
Reihe  zu  verwandeln  und  jedes  einzelne  Glied  zu  integriren.  Lassen 
sich  beide  Funktionen  in  solche  Reihen  umsetzen,  so  giebt  ihr  Pro- 
dukt eine  neue  Reihe  derselben  Art  und  dann  erhält  man  deo  Werft 
des  Integrales  ebenfalls  in  einer  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ge- 
ordneten  Reihe  ausgedrückt.    So  z.  B.  wurde  diess  bei  den  Integralen 

dx 


A 


C* 


^Ii-'X)X 

geschehen  können,  sobald  man  eine  neue  Variabele  z  mittelst  der  Sub- 
stitution a;=2*  eingeführt  hat,  wodurch  das  Integral  in 

Übergeht.    Multiplizirt  man  jetzt  die  Reihen  fär  -^^ — -  und  e»'  mitiein 

T  1 — 2* 

ander  und  setzt  zur  Abkürzung  ].2.3...m=:m',  ferner 

i  .  1  __L_  .  L»  _i_     1^.5     1-     .    _i  . 

;r  +  2  («-!)•  +  2.4(«-2)'  "*■  2.4.6(11—3)'"'" 2  ^*" 

so  ist  das  in  Bezug  auf  z  genommene  J^tegrai  fiSbr  2<.I' 
=  /[t  +.4a  i»  +  ^4s*+ Jj2«  +  ...]& 

und  folglich  hat  das  ursprüngliche  Integral  für  a;  <  1  den  Werth 

i^Ji^  [l  +  J  .4a  a;  +  M4a:«  + }  4,  JT»  +  ...]  +  C. 
Aehulich  wSrde  man  in  ähnlichen  Fällen  verfahren. 


§16. 
ReduktioHsformeln  für  Dtfferenziale  mit  LoganAmen. 

V\n  gleich  eine  etwas  allgemeine  Form  zu  betraehten,  wollen 

wir  das  Integral 

/nx)(ljr)Pdx  (1) 


C5 

zu  reduziren  versachen.    Wendea  wir  zu   diesem  Zwecke  die  Formel 
für  die  partielle  Integration  In  der  Weise  an,  dass  wir  ^ 

ff{x)dx=f,  (X)  ,f^A{x)=U(x),f*^^f^(x)=f^{x),... 

■  f^fn-x{x)=fn{x)  C2)     • 

setsen,  so  ist  es  sehr  leicht  zu  der  folgenden  Reihe  mId  Gleicbongen 
zu  gebijl^|;en: 

mx){lx)rdx=  /i  {x)(Lr)r-pJ*~fi  (x){Ix)p-i 
y*  ^  A  (a:)(te)i-«=/,  (:r)  (te)r-«  -  (p  -  2)y*  j /,  (x)  (faj»-» 


f^(—r  (x)(te)^-+»=/;(a:)(/x)i— +»  -  (P-«  +  \)f'^fn(x){LT)l 

Durch  Sabstitotion  jeder    Gleichung    la  die  ihr  rorhergefaende  findet 
man  hieraus :  *^ 

ffix)(lx)rdx 

=/i  {x){lx)P-pU(x){lxyf-^-\-p{p-\)U  {a:){lx)v-^  - ... 
...  +(-J)»-Vr/»— l).~<|>-H+2)/«(x)(/a:)i— »+  » 

Ist   nun  p  eiiife  positive  ganze  Zahl,  so  kann  man  p  =  n  setz^  und 
hat  so  vermöge  der  Bedeutung  von  fn^i(a^) 

...+(-l)-ii(»^l)..2.1.A+i(;r).  ) 

Diese  Reduktionsformel  ist  z.  B.  mit  Leichtigkeit  auf  den  F)all 
f(x)=:x^9  wo  IM  jede  heliebige  von  —  1  verschiedene  Grosse  bede  - 
ten  darf/  anwendbar.     Es  ist  nämlich 

^m-|-l  ^pm+1  j*m-\-l 

folgiich  f&r  jedeflifit  excius.  ??i=— 1  und  positive  ganze  n 

5 
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.• 


Ix'"(la;)''d.x 


r  (/ir)» 
+  Lm+i 


(Ix)'        n(la:)«-^       n(«-l)(fcr)»-'  '     ,4) 

iTTf "~  (m+l)'  ■*■        (»»  +  1)»  "■ 

^    «(n-l)(«-2)...2.1-l 

Der  Fall  m= — 1  bedarf  noch  einer  besonderen  Betrachtang.  Non 
ist  aber  fiir  ir=  r,  —  =  rfi,  folglich 


jind  damit  auch  dieser  Fall  erledigt. 


f' 


(5)- 


Ist  in  dem  Integrale  (1)  p  keine  positive  ganze  Zahl,  so  ver- 
mehrt die  vorige  Reduktionsmethode  die  Schivierigkeiten,  statt  sie  m 
vermindern,  und  man  muss  dann  einen  anderen  Weg  einschlagen,  der 
\Y^enigstens  in  dem  Falle  zum  Ziele  führt,  wo  p  eine  negative  ganze 
Zahl,  also  das  Integral  von  der  Form 

*  fix)  dx 
ist.    Mfftelst  partieller  Integration  ist  nämlicb     ..  ^ 

rnx)dx_  r        dk    "' 

J      (te)"  -J  "'^'^  x{lx)P  [(6) 

Hier  iässt  sich  eine  Integration  ausführen;  man  hat  nämlich 

f-Myf^^'"^  ^«^(^)=-p.!.i(tojUx 

wohei  natürlich  der  Fall  p  =  l  ausgeschlossen  ist.    Demnach  wird  jetst 
ans  (6)  ,  ' 

rf(x)dx 1^  xf(x)     __r_  rd\xf{^       t  • 

J     (Lc)P    -        p~l  (la:)?-!^  p^ij   "7Z^)P-i   • 
Sffeen  wir  nun  zur  Abkürzung 

d[xfix)]=fi  (x)dx,d[xfi  (x)]=:fi,(x)dx,,..         ^  1 

d[xf^,(x)]=fn(:v)dx  ^'  3^^ 

so  kann  ifflm  dbrch  successive  Anwendung  desselben  Kanstgriffes  1^^ 
olgende  Reihe  von  Gleichungen  erhalten  :  # 


r- 


67 

J    (/a-)P-»  —       09-2)(/ir)P-«+J     (/x)!-« 

pu{x)d* jac^)     ,  /*^(^)<fa^ 

J      (fcr)/^«~        (p-3)(/a:)l^»+/     (/a:)P-» 

rU-i{x)dx         a/n-i(j:)  1       ffni^dx 

J   (te)P  - » + 1  —  (p—n)(Jx)P-^      p  —  nj    (lx)P^ 

lus  deren  Substitation  in  einander  sich  die  Formel 

(/ir)P 

_  _         a:/-(ar) a'/i  {x) 

—      {p-\)(fx)P-i      (p-l)(p-2)(te)P-a     - 

xfn-^{x)  1 r  fn{x)dx 

"      Ö»— 1)  (p-2) ...  ö»— «)  (te)p-«  +  (p— l)(p-2) .. .  (p— «;  /      {jOft-^ 

rgiebt;  und  hieraoe  Tolgt  fSr  ein  ganzes  positives  p=n4- 1>  wenn  man 
achher  n— 1  för'n  schreibt 

(8) 

*nx)dx  '^ 

-      (w-l)(te)»-»  ~(M-lXn-2)(Z^=«~-       (n-l)(«-2)...2:TTte( 

.  L rfn-Ax)dx 

+  (it-l)(M-2)...2.lJ  to 

Dies«  giebt  z.  B.  für  f(x)=:x^,  wo  nt  eioe  beliebige  von   NaW 
rschiedene  Grosse  bezeichnet, 

J  (^)" 

^     («-l)(iU?)— ^  ■"  (w— l)(«-2)(a)«-a      •••      (w-l)(n-2)...!2.I7a: 

+  (n-l)(«-2)...2.lj  "IS" 
I  hierbei  IfiMt  auch  das  letzte  Integral  noch  eine  Reduktion  zu,  Inde« 
I  dfw+i=j;^«lbt,  woraus  (m+l)/a-=fa  und  (m  +  l)^J"^  -  ••^^^ 
ch 'Multiplikation  mif  jr»+*  =  z, 


/' 
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folgt.    Man    erhält   dann    sogleich   durch  Division  mit   der    Gleichung 
(m  +  l)l:c=h  und  Integration 


/Tr=/^'    ■  « 


SO  dass  es  also  blos  noch  auf  die  letztere  Integration  ankommen  würde. 
Diese  TransforÄationen  wütden  jedoch  in  dem  Falle  w:=—  1  nicht  an- 
wendbar sein,  aber  dann  ist  unmittelbar 

P    da;  rd{lx)_        1  

J    x{la:Y—J    (f^)»  ~      (n— 1) (&)"-! +*'• 

Was  nun  das  Integral  (10)  anbelangt,  so  ist  dasselbe  nicht  neitet 
reduziibar  und  gehört  mit  dem  in  Nro.  (9)  des  vorigen  Paragraphen  in 
eine  Categorie;  denn  setzt  man  in  (10)  fc  =  M  oder  t=:c",  so  wird 


J    h     J     u 


s\ 


und  diesa  ist  das  Nämliche »  wie  Nro.  (0)  in  §.  15.  für  k=\yX-=^n, 
Sabstitoirt  man  die  Werthe  k-=\yX^=iu'=zlz  in  die  dort  gefundene  Reib«, 
so  bekommt  man  noch 

*^ 

i  ■  ,  * 

Da  dieses  Integral  häufig  vorkommt^  so  hat  man  ihm  einen  be- 
sonderen Namen  gegeben,  sobald  die  Constante  C  so  bestimmt  ist, 
dass  das  Integral  für  2=0  verschwindet.    Das  bestimmte  Inte^hd      ^ 


0  h 


# 


nennt  man  in  diesem  Falle  den  Integrallogarithmus    von  %  nod 
bezeichnet  es  mit  IH:£).    Dabei  wäre 

«W=i/[(&)^+4'+4-g+...       ^         ^^^ 


-[w[(/0)»]+i?+i^  +  ...] 
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Hierbei  stellt  sich  alicr  die  zweite  Reihe  aui  der  redrteii  Seite  unter 
die  UDbestimmte  Form  x>  — ao  +ao  — co  etc.,  d.  h.  mit  anderen  Worten, 
wenn  mau  mit  q>(z)  die  Summe  der  Reihe 

i/[(&)*]+{y+4f|-  +  ... 

bezeichnet,   so  lässt  sich  aus  dieser  Relation  unmittelbar  4ke  Granze 

niGhf  ableiten,  gegen  welche  q>(—)  conergirt,  sobald  m  ins  Unendliche 

wächst.  A'lan  kann  aber  zu  diesem  Gränzwerthe,  welcher  K  heissen 
möge,  leicht  auf  andere  Weise  gelangen,  indem  man  diejenigen  Werthe 

von  /  g^mit  einander  vergleicht,  welche  durch  direkte  und  durch  in- 
direkte Integration  zum  Vorschein  kommen.  Einerseits  ist  nämlich  dem 
Begriffe  des  bestimmten  Integrales  gemäss 

^  ''^'^=Jo  Tz 

wenn  man  n  ifft  Unendliche  wachsen  lässt,  andererseits  nach  Nro.(fS) 

liiz)  =  -K+ll[(h)^]+i\  +  \^+^^'  (♦*) 

folglich  durch  Veigieichimg  beider  Werthe  von  li(z) 

^-  .     -w[(/z)^]-{i--io-h-Ä:3-- 

jftm  mm  K  näherungswei«  zu  berechnen,  braucht  man  nur  fär  t  cinc^i^ 

flfa^n   Bruch  und  för  JP  eine  einigermassen  grosse  Zs^Jil  zu  setzen. 
jJP^iese  Weise  findet  man 

^  -ä:=0, 5772156901... 

und  wenn  man  diesen  numerischen  Werth  in  die  Gleichung  (13)  ein- 
fgirt,   so  dient  dieselbe  wegen  der  beständigen  Coni^ergenz  der  Keihe 

'i«dit9zur  Berechnung  von  li(z)  für  jedes  Wfibigc  z. 

\^   Sk  ^  ^  • 
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Cap.  y.    Die  Integration  der  Differenziale,  welche  gonio- 
metilBche  und  cyklometriflche  Funktionen  enthalten. 

§  17. 

Reduktionsformeln  für  die  einfachsten  Fälle.  • 

Im  allgemeinen  ist  es  sehr  leicht ,  jedes  Integral,  dessen  Dife- 
renzial  nur  aus  goniometrischen  Funktionen  zusammengesetzt  ist,  auf 
eine  algebraische  Form  zu  bringen,  und  in  der  That  bedarf  es  hierza 
in  dem  Integrale 

ff(8mx,co8a:)dai 


fi' 


nur  dfer  einfachen  Substitution  sin  ar=z,  woraus  c6s  ar=  V^l — 2*,  ferner . 
cos xdx= dz  oder  dx=  ^^— folgt ;  diess  glebt  dann 

JaBinx,cosx)d^=Jf{f,^fT^?)-f^^  (1) 

und  somit  wäre  die  ganze  Aufgabe  auf  eine  früher  bereits  behandelte 
zurückgeführt.  Um  aber  nicht  in  jedem  einzelnen  vorkommenden  Falle 
diese  Substitution  nebst  den  sich  daran  knüpfenden  Reduktionen  vor- 
nehmen zu  müssen,  ist  es  bequemer  die  hauptsächlichsten  Formeln 
der  Art  ein  für  allemal  zu  betrachten  und  die  Reduktionen  selbst  io 
solcher  Gestalt  zu  geben,  dass  die  goniometrischen  Funktionen  dabei 
nicht  herausfallen.  Der  einfachste  Fall  für  /"(sin o;, cos a:)  ist  nun  der- 
jenige, in  welchem  sinPorcos^^r  dafür  genommen  wird,  wobei  |i  und  jf 
ganz  beliebige  Grössen  sein  mögen.  Die  Reduktionsformet  (^  giebt 
c^nn  für  s\nxz=z%  '•' 

Jkm  Vx  cos  9x  dx-rzfiP  (1— 22)i(ff-i)rf2         (2)  ^* 

und  wenn  wir  statt  des  Integrales  rechts  das  folgende  betrachten 

SO  erhellt  sogleich,    das«  lyer  die  sechs  Reduktionsformela  des  $.  f«-; 
für  0=1,6=  —  l  ,«=2,p=i(^— l)^=z  in  Anwendung  gebracht  ^'^^. 
können.    Diess  giebt  sogleich  folgende  sechs  Relationen : 
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Setzt  man  in  diesen  Formeln  gleichzeitig  m=p  +  lund  2=sina:^ 
9  ei^eben  sich  die  folgenden  sechs  Reduktionsformeln : 

*^                     /  sin 7:ir cos toc^ 
= j-^s h  ^—r-T  /  sinP-%C08J+*ariiar 

^  :  /  sinPjrcos9a;c£a7 

8in#+iarco«9+i:r   .    p  +  o+2    /*  .   ^,  «  „  ^ 

= r-y h  ^  '  /  ' —  /   sinP+*arcosVa:<to 

p  +  1  ^      p  +  1     J  . 

^    .  j  smVxcoB^xdx 

.P  +  9 


w 


"i. 


^ J- ^-r —  /  BmVxcoBt-^xtlx 


j"  ,,  ßsmPxobsfxdx      ^  j 


(6) 


(7) 


(8) 


(?) 
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Den  Gebrauch  dieser  Formeln  werden  die  folgenden  Betracbtungefl 
erläutern.  Sei  zunächst  ^=0  und  p  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl =4: 7^  9  ^^  ^^^  ^^^  ^ii^  ersten  Falle  nach  Nro.  (7) 

/sin"»-^d?cosa?  .  wi  — 1   /*  ,        „    , 
Bin^xdx^^ 1 /  sin»— *d:aa: 
m                   'ni   J 

und  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  derselben  Form  zurückge- 
führt, worin  der  Exponent  von  sin j:  um  zwei  niedriger  ist.  'Wendet 
man  diese  Formel  mehrmals  hintereinander  an ,  so  bringt  man  das  frag- 
liche Integral  entweder  dLvifda:^=:Xy  wenn  m  gerade ,  oder  auf/sioj;rfj 
—  —  cosa?  zurück,  wenn  m  ungerade  ist.    Man  hat  daher 

a)  für  gerade  m 

(10) 

/  Bin^xdx 
: 1   sm  ^"^^x  A s  SJÖ  "»-'ar  +  7 7^ j^  i 


sin  m— 6^  ^ ,.. 


(m— l)(m~3)...3 

(711-2)0 

6)  für  ungerade  m 


f 


(11) 

sin  ^xdx 


%osx  p   .        ^     .  7/1 — 1   .        -     .  (m — I)(?/i— 3)    .        ^    . 

= 1   sm  ^-^x  + s  sin  ^-^x  +  ) 5(7 Jr  i§iD»-*ar+... 

7w     L  '7/1—2  ■  (m— 2)(m— 4)  ^    *..       ^ 

(m-l)(m-3).„4,3S,/. 
•••  +  (m-2Xm-4).:.3.lJ+^' 

Wäre  dagegen  m   eine  negative  ganze  Zahl  p= — m,  so  erhält 
man  aus  der  Formel  (6) 

/dx coso? 7»  — 2    /*      jfcr 
sin*a?  ""       (m— 1;  sin  "»-^o:  ^  m  —  lj   sin^*^? 

und  fiir  gerade  7/t  kann  man  hier  die  Integration  durch  successive  An^ . 
ivendung  dieser  Formel  vollständig  ausfahren,    bei  ungeradem  m  d»* 
gegen  kommt  man  zuletzt  auf  das  Integral  ^  ^,. 

/dx         m 
s\nx  » 

dessen  Werth  sich  leicht  durch  die  Substitution  cos  jr  :7  s  findet.  ^Es- 
geht  nämlich  in  dil^ero  Falle  das  Integral  in 
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.-/Ä->'(1^)'="((^0'+'^ 


r,  woraus  rückwärts  für  z=cosx 
dx 


f. 


J/(tania')2  +  C  '      (12) 


sinor      * 
t.    Nach  diesen  Bemerkungen  findet  man  ohne  Schwierigkeit : 

-a)  für  gerade  m 

j  co&ec^xdx 

cosduF  _    ,      .    m— 2 


1 1   cosec'^-iar  +  ^^^ cosec  «-^^  +  ...  l  (13) 


.    (7/1-2) ;..4. 2  1  .  ^• 

•••  +  V — ^ — 5-T-cosecar  1  +  C 
•     (m — 3)...o.l  J 

6)  für  ungerade»  m 


f 


(14) 
cöseC^arr/a: 


cosarl  •»-      .  w— 2^  \ ,     .       .  (m— 2)...6.3'  -    v„  T 

-S7=lL^««ee-i;r  +  ^j^Äec"-»^+..  +  ^_^_^co«ed«arJ 

(m-2)(;.^),..3.1^^         ^^  ^ 

+  (m-l)(m— 3)...4.2^"*"  ';^+  ^ 

Ebenso  leicht  gelangt  man  zu  Formeln  fiir/cosva:^/^;^  indem  man  in 
.   seq)i8  Hauptformeln  /9=0  und  für  ^  eine  positive  oder  negative 

ize  Zahl  -\-n  substituirt.   Man  hat  dann  im  ersten  Falle  nach  Nro.  (8) 

* 

/^     ,        sina:cos«--^;r    .    n — I  P  „    . 

cos"a;aa:  = j /   cos»»— *a:aa? 
n                    n  J 

I  hieraus  findet  man  leicht  ^as  nachstehende  Folrmelpaar. 
a)  (&  ^^rade  n  *^' 

n    U^      "^+,»-2*=***       '^+-  +  (M-2)(M-4)...4.2'^*"^Jf 


6)  für  ungerade  v 


(«-1)(»-^3)...3.1  ^ 


/ 
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co8".ritr 


4f 
«inorr  1     .  w— *^  ,     .  (w— l)(n— 3)  .       "         f 

(n^l)(n-3)...4,2-| 
•"  ■*■  («-2)(w— 4) ... 3 . 1 J  +  ^• 

Im  zweiten  Falle  9= — n  giebt  die  Anwendung  der  Formel  ($ 

/rfa: sind?  n — ^2   /*     <tr 


»;i? 


und  hier  lässt  sich  für  ein  gerades  n  das  Integral  vollstSndig  entwickeh, 
{fir  ein  ungerades  n  dagegen  stusst  man.  zuletzt  auf 


/dx    _  ^  r  djin-^x) 
cqsx  ^7    sin(aJC — x) 


und  wenn  man  hier  die  Formel  (12)  benutzt^  indem  man  sich   {it-x 
an  die  Stelle  von  x  gesetzt  denkt«  so  folgt 

und  nach  diesen  Bemerkung^  findet^San  leicht : 
a)  für  ein  gerades  n 


/■ 


sec^xdx 

b)  für  ein  ungerades  n 

/sec^xdx0  ] 

sing?  r      „   1     .  w— 2        ^3      ,       ,  («—2) ...5.3  ^  T  f /,qx 

Nimiht   man    ferner    in  der    Formel  (5)  p=m,qz:z—m,    wo  m 
wiedir  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  wjr4 

/  is^"*xdx=:     ^_^j.—  —  /  tan w-%c£r. 
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Bi  einem  geradem  m  fuhn^  dies  Fonnei  zuletzt  aul  /djp=:a^,  bei  un- 
sradem  ^[  ftsLna:dx  =  —  ilco&^x  (nach  Nro.  14  der  Grundformelo), 
id  hieraus  folgt : 

a)  fiir  gerade  m 

(20) 

m 

C^  ,        tan"»-^^;       tan"»-^a:   .    tan'w-^.r  (— l)2taTi;r 

m 

+  (-l)2+C; 

6)  für  ungerade  m 

^  '    V  5L±_1  ] 

/tan"»-ia;      tan«-»a:      ■  "      (—1)  ^     tan^ar   /  ' 
tan"xaaT= 5 0— +—H ci l  /»%,v 
m— 1             »i— 3      '       ■               2  >  (21) 

+  (--.1)   ^   Ucos«;r  +  C.    ) 
Um  auch  noch  eine  Cotangenfbiformel  zu  erhalten »  setzeti  vir  in 
'i|||iel  (4)  |k=  einer  ganzen  ppsttlren  Zahl  n  und  i>=:— ■»;  pfcJMftbt 

»  »  f        ■ 

od  mittelst  dieser  Formel  bringt  man  das  Integral  links  auf  eines  von 
cn  Integralen 

I  da: =x, oder  i  coixdx=ll8in^x 

^  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.    Qiess  giebt  dann 

ä)  für  ein  gerades  n  * 

II 

/cot*^^ar    .  cot«— ^a:           .  (— Ircotar 
c«t-a:rf^= ;^3j-  +  -_3— ...+  — j ^  ^22) 

Wo)  für  ungerade  n 

/**    7  cot"-i;r  .   cot^-'o:  .  (-1)    *   cot«a: 

«— 1     ^      n-3  ^         ^  2  ^^) 

*       +(-d)  *    i/sin«a:  +  C. 
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Dass  68  Dun  mit  Ufilfe  der  bisher  lyfgesteilten  Formeln  immer 
Dioglieh  ist  9  da«  Integral  ^ 

vollständig  zu  entwickeln,  wenn  p  und  g  ganze  Zahlen  sind,  gldchnS. 
ob  positiv  oder  negativ,  iässt  sich  auf  folgende  Weise  zeigen.  ' 

1.  Sind  p  und  q  beide  positiv,  so  bringe  man  die  Formel  (7) 
wiederholt  in  Anwendung  und  vermindere  auf  diese  Weise  p  der  Reihe 
nach  um  2,  4,  6  etc.  So  reduzirt  sich  das  Integral  auf  eines  von  den 
beiden : 

/  cos vxda:,j  sinarcos^orcb;  (24) 

je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ftit.  Der  Werih^^des  ersten  der 
vorstehenden  Integrale  bann  nach  Formel  (16)  gefunden  werden,  und 
der  des  zweiten  ist 

/«  ^/         X            cos»+ia?  \    ^  ,_^ 

cos  9a:e;  (cos  :!')=: -j^ —  +  C  (25) 

2.  Für  ein  positives  p  und  negatives  q  verfahrt  man  janüup 
ebenlll  wie  vorhin  und  wendet  dann  dicf  Formel  (19)  an,  das  «weite Jb- 
tegral  in  025)  würde  ebenfalls  durch  10fe  Formel  (25)  gegeben  sein  und 
nur  in  dem  Falle  q= — 1  tritt  eine  Aendening  ein,  in  so  fern  man  hier 
die  Formel  (17)  in  Anwendung  bringen  muss. 

3.  Für  ein  negatives  p  und  positives  q  benutzt  man  die  Formel 
(8)  zu  einer  successiven  Verminderung  des  q;  man  kommt  dadurch  aaf 
eines  der  Integrale 

/  smSwda:,  j  sxiiVxQosxdx  (26) 

von  denen  das  erste  mtch  Nro.  (13)  entwickelt  wird  und  das  zweite 

sm  Pxd  (sm  x)  =      »'     j    +  C  (27) 

ist.  Nur  für  p  =  — 1  würde  diess  nicht  gelten  und  dann  muss  man 
die  Formel 

y*cot  xdx=  \  Uxn'^x  +  C  j^) 

in  Anwendung  bringen.  • 

4.  Sind  endlich  ;>«und  q  beide  negativ,  so  vermehre  man  q  sur- 
cessive  mit  Hülfe  der  Formel  (9)  und  reduzire  so  das  Integral  auf  eines 
von  ifen  beiden 
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/sinr^rfar,  /   —dx. 
^J     cosa:     . 


Aaf  äas  erste   ist  die  Formel  (14)  anwendbar,  das  zweite  findet  man 
^dgjdaEch,  ^dass  man  mittelst   der  Formel  (6)  das  negative  p  vermehrt. 
^£a  reduzirt  sich  dann  das  Integral  entweder  auf 

doß 

.=  i/taiia(l«+ia?)  +  C 


/: 


_      coso: 
oder 


f^-^^-^  r&  =  4  /tan  « .  +  C.  (30) 

^/     sina:co$;r     J    sin2:r        «  ■  \     / 

Da  hinsichtlich  der  Zahlen  p  und  ^  keine  anderen  als  die  hier 
aufgezählten  vittr  Fälle  vorkomVhen  könuen,  so  rechtfertigt  sich  damit 
die  vorhin  ausgesprochene  ßehauptupg.    r 


§18.         ■     ;. 

^niegraitfn  von  dx :  (aJ^hcosx)  und  ähnlichen  Ausdrücke^^  J 

Die  am  Eingange  des  vorigen  Paragraphen  erwähnte  Methode  zur 
Reduktion  goniometrischer  Integrale  auf  solche^  deren  Differenzial  nur 
algebraische  Bestandtheile  enthält,  ist  gleichförmig  auf  das  häufig  vor- 
kommende Integral 

r ^^-  .     (i) 

J    a  +  6cosar  ^  '    , 

anwendbar.    Für  cosa:=z  erhält  man  nämlich  zunächst 


/dx        _  _   P  dz  , 

o  +  6cosar""     c/   (o  +  6z)VT^ 


und  da  hier  das  auf  z  bezogene  Integral  nicht  unter  den  bisher  be- 
handelten vorkommt,  so  mu|is  man  es  rational  machen,  was  durch  die 
Substitution 

1-«*  (2) 


■   ♦ 

leicht  geschehen  kann. 

Es 

wird  nämlich  i 
1  +  «-'^'  = 

dabei 

Xvdu 

und  mittrfst  dieser  Wfttbe 

(1  +  «*)• 
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/tlx p  dz  _^    P  i         du      . 

hier  wOrde  mao  Gelegeoheit  zur  Anwendung  bekannter  Formeln  finto 
Um  hierauf  von  dem  nach  u  genommenen  Integrale  auf  das  naeh|i|, 
genommene  zurückzugelangen »  bedarf  es  blos    der  Bemerkung,  dai|i^ 
aus  Nro.  (2)  folgt : 

M=  \f\lll=  4/  1  — cosar_.      1 
\  1  +  2       \   l  +  coso:"*''^'^- 
Man  kann  aber  auch  dadurch  zu  dem  Integrale  in   (1)  gelangen,  da» 
man  erst  die  beiden  Integrale^ 

J  ^eUR^^h^""*!/  a«cos*z+i}«siii9#  ^ 

betrachtet,  woraus  der  Werth  des  obigen  leicht  abzuleiten  ist 

Das  erstp  der  hier  aufgeführten  Integrale  lässt  sich  leicht  wt- 
wickeln,  indem  man  bemerkt,  dass  es 


-/ 


dt 


also 


I         C08*» /*      «ftanz 

~J    a*  - ß* tan««  —J  «»— /»«tan *x ' 

r___Jl 1      /e+^tamy 

J   o'cos'i-ßsinH- Auß^tt—ßtaxil)  ^^ 


-m. 


ist,  und  ebenso  findet  man  das  zweite 

/dz 
cos  z        __  /*       i/tanz 
««  +  i3nan*2     y   «»+j3«tan«z 

/-;; 5 — .  />.  .   a  =  ~3  Arctan  (  —  tan z  }  +  C 
«'*cos*a;  +  p'sm*2      aß  \a         J   ^ 

Vermöge  der  bekannten  goniometrischen  Formeln 

l-|-cos2z       .   ,        1— cos22 
cos«2=- 5 >  sin*z= "2 

ergiebt  sich  hieraus 

r  ^dz J_  ,/«Ütanz\« 

J   a«— /3^  +  («»  +  ß')  cos  2  z  ~"  4a/3  '  V«— i^ tan r/  "•"  ^ 

fa^+ß^+i^flßOcos^z^'k  ""'^^"^li ^')  +  <?• 
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Setzt  man  /lat  im  ersten  Int^rale 


=  yjl+3,ß=.yft^.a<6 


egen  im  zweiten  Integrale 


r=V^.^  =  V^^*'->* 


in  beiden  Formeln  2z=a?odeA  =  |r,   so   ergeben  sich  auf  der 
lle  die  beUte  Integralfonneln  -j- 


/dx      _  1         ^pVXpa+VT-tftanlJrnj'l  c     (4) 

lei  a<6  sein  muss,  und  dagegen  für  a>6 : 

re  endlich  a=6^  so  würde  man  diese  Formehi  nicht  anmitteibar 
senden  können^  dagegen  ist  ganx  einfach  in  diesem  Falle  a-f-6cosx 
(l-|-cosx)=2acos'^;rund  folglich 

Nicht  weniger  leicht  sind  die  Integrale 

/^mxdx  P   cosxiLc 

a  +  ftcosar""  ^/    a  +  bcosa: 

enti^OKeln.    Bemerkt  man«  dass 

mnxdx    — rfcoso?  __       J.  rf(fl  +  6cosjr) 

a  +  6co»a:  ""  a+6cosa;  ~~        6     a-|-Acosa: 

.  so  ergiebt  sich  auf  der  Steile 

Biuxdx  1  ,.       .  V        ^  «.. 

^WoJ^  =  -  2Ä  '(«  +*  «=«8^)*  +  <?•  (*) 

Das  zweite  der  voridn  aufgestellten  Integrale  lässt  sich  unter  die 


/ 


-m 


J  L*""  Ä(a+6co8j:)J*^ 
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bringen  und  hieraus  erkennt  mau  sogleich  die  RicM^^t  der  Crleichnog 

/cosxdx    _  X fl    P       dx 

welche   das  gesuchte  Integral  auf  das  in  Nro.  (4)  und  (5)  behand«W 
reduzirt. 

Um  das  allgemeinere  Integral 

a'  -i-b'cosx 


A 


{a+bcosx)^^  (9 

zu  reduziren,  bedienen  wir  uns  des  Kunstgriffes »  dasselbe  * 


^ 


^sinar  /*   B+  Ccoax    ^^ 

(a  +  Äcoso:)"^^    V    (a+6cos;r)»-iÄ 


zu  setzen 9  worin  A,B,C  drei  unbekannte  von  a,  h^  a^  und  h'  abhSn- 
gige  Constanten  bezeichnen.  Ob  diese  hypothetisch  aufgestellte  Glei 
chung  bestehen  kann  oder  niclit,  wird  sich  von  selbst  dadurch  ent- 
scheiden^ dass  zur  Bestimmung  von  ^,  B,  C  im  ersten  Falle  Gleichungen 
mit  möglichen,  im  zweiten,  Gleichungen  mit  unmöglichen  Wurzeln  her- 
auskommen. Durch  Differenziation  der  Gleichung  (8)  =  (9)  erhSit  man 
nun  nach  Wegschaffung  von  dx  und  (a-^bcosx)^, 

a'  +  b'  cosx=^A  cosx(a^b  cosx)  +  (n — 1)  ^  6sin  ^x 
+  (B+Ccosa;)(a  +  &cosa?) 

und  wenn  man  Alles  nach  Potenzen  von  cos  x  ordnet,  wobei  man 
1 — cos*d?  ftir  sin*ar  schreibt, 

o'+6'  cosa:=(w— 1)  Ab  +  ßa+(Aa+Bb  +  Ca)co8X 
+  [Ab  —  (« — 1)^6  +  Cb]  cos  *x. 

Soll  diese  Gleichung  fiir  alle  x  bestehen  und  eine  reine  Ideiiffilt  da{r 
stellen,  so  müssen  die  Coeflizienten  gleicher  Potenzen  von  cos  o:  beider- 
seits einander  gleich  sein;  aus  den  drei  so  entstehenden  Gieichnngen 

(n-i)Ab  +  Ba=a',Aa  +  Bb  +  Ca*=b' 
— (71— 2)^+C=0 

erhält  man  jetzt : 

j 1        ab'^a'b     ^      aa'-bb' 


w-2    ab'-a'b 
?*— 1  '  a^'—b^ 


« 
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md  diese  Bestiliintfkig  bleibt  immer  ausfuhrbar »  sobald  b  von  a  ver- 
ichieden  ist»  was  wir  ohnehin  voraussetzen  müssen»  wenn  das  lute- 
pral  in  (8)  nicht  einer  früher  betrachteten  Categorie  anheim  fallen  soll. 
Vermöge  derWerthe  von  A,B,C  ergiebt  sich  nun  durch  Vergleichnng 
vSi;-  (8)  und  (9) 

/(a'  +  b'co8a:)€lü!: 1^_  ab'  —  a'b  sin:r  \ 

(a  +  öcosa?)"     ~~  w-^1    a^-^b'^    (a  +  ftcosa:)"-*  (/iah 

_1_       1         /^(w— 1)  {aa'  —  bU)  +  (n— 2)  {ab'  -  n'b)  cos  x       \  ^^ 
^  n—  1  «2 -  6V  («  +  ^ cos;r)«-i  ^ ) 

Für  ein  ganzes  positives  n  kommt  man   durch  mehrmalige  An- 
wendung dieser  Formel  zuletzt  auf  ein  Integral  der  Gestalt : 

^  Pa'\-ßcoBX 

J   «+6cosa? 

J    V^b       b{a-\-bco&x)A  b  b      J    a-f6cos.T 

ind  ist  demnach  im  Stande,  das  Integral  in  (8)  vollständig  zu  ent- 
vidkeln. 

Betrachten   wir  noch  das  namentlich  in  den  Anwendungen  des 
löheren  Calcüls  vorkommende  Integral 


/ 


(fl+6cosa;)i"  dx 


lo  ist  unmittelbar  klar»  dass  sich  dasselbe  fiir  ^ein  ganzes  f&  immer  in 
endlicher  Form  darstellen  lässt.  Denn  fiir  ein  positives  ft  würde  man 
lern  Binomialtheorerae  zufolge 

(a-\-b  cos  a:)^=  f*o  «^  +  f*i «"""  ^  *  ^os  ar  +  fi^  a^~^  6*  cos  ^x  + ... 
setzen. i|pd  nun  jedes  einzelne  Glied  integriren»   für  ein  negatives  ft 
lag;e^^   konnte    man    sich    der   Reduktionsformel   (10)»   a'=]»7  =  0 
iehmend»   bedienen.    Ist   dagegen  fi  keine   ganze    Zahl  und  zugleich 
i>6^  so  muss  man  sich  mit  der  Verwandelung  des  Integrales  in  eine 

inendliche  Reihe  begnügen.  Setzt  man  zur  Abkürzung  —  =/:,  wo 
9un  k  ein  ächter  Bnich  ist»  so  hat  man 

J{a-\-b  coH^y*  dx = af^j(L  +  k  cos  xydx 

lind  da  nun  auch  Ä:cosa7<l  bleibt»  so  giebt  das  allgemeine  Binoroial- 
theorem 

6 
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/•r  T  J    ("^ 

Hier  würde  nun  aber  die  Integration  der  einzelnen  Glieder  eine 
sehr  weitlcäufige  Operation  werden,  weil  jedes  einzelne  derartige  Integral 
desto  mehr  Bestandtheile  hat»  je  höher  der  Exponent  von  cos^c  ist 
Wir  transformiren  daher  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Reihe 
in  eine  andere,  welche  nach  den  Cosinus  von  ar,2ar,3a:,  etc.  fortschreitei 
Diess  geschieht,  indem  man  auf  jedes  einzelne  Glied  der  Reibe  den 
für  ein  positives  m  geltenden  Satz 

1  p  * 

ros»"a:==  ö^l  moeoswa:+7/ii  cos(m— 2)^  +  wf2Cos(m — 4);r+... 

...  +  nim^  1  cos  (m  —  2w*—2);r  +  WmCos(m— 2m)a:J 

anwendet,  von  dessen  Richtigkeit  man  sich  sogleich  dadurch  fiber- 
zeugen kann,  dass  man  die  Cosinus  rechts  in  imaginäre  ExpoDenzial- 
grossen  auflöst.    Das  Resultat  nimmt  dann  die  Form 


f*o  +  fh  Äcosa:  +  |X2^*cos*a?+|Li3/c'cos'a:+  .  .  .  . 
=ylo  +  ^iCosa7   +^2C082a:+2<3Cos3ar+ ... 


(12) 


an  und  dabei  ist 


A=l  +  2,  ^(|y+4a^4(|)*+63<i«  (I) +...  (13) 

\a,  =  \^H  (I)  +3,(^3  (|y+5af..(|y+73  f»r(|y +  ...    (W) 

Ebenso  leicht  kann  man  auch  die  Werthe  der  übrigen  Coeffizienten  hin- 
schreiben, gelangt  aber  zu  bequemeren  Formeln  für  dieselben,  wenn 
man  sie  rekurrirend  bestimmt.  Diess  geschieht  dadurch,  dass  man 
von  der  Gleichung 

(1  +  ^  cos  .r)."= ^0  +  ^1  cos  x^A^  cos  2a:  +  ... 

die  Logarithmen  nimmt  und  sie  dann  differenzirt;  diess  giebt 

\Kk^\iix Ax  +  ^A^  sin  23?  +  3^3  sin  3ar  + ... 

1  +  Äcos.T  ~~  Aq^Ay  cos 07 +  ^2 cos 2a: +  ^3 cos 3 a:f  ... 
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hafft  man   die  Nenner  weg  und  zerlegt  die  entstehenden  Produkte 
B  Sinus  und  Cosinus  nach  den  Formein 

cospa!:sina:=  l  sin  (p  +  l)x — isin  (p—l)a! 
8inpa:cos.2::=46in  (p  +  l)a?  +  Jsin(^  —  l)a: 

erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  zwei  nach  den  Sinus  von 
2ar,3a',etc.  fortgehenden  Reihen,  und  wenn  man  in  dieser  die  Cocf- 
lenten  derselben  Sinus  identiGzirt,  sp  entsteht  die  folgende  Reihe 
D  Gleichungen 

(fi-l)Ä:^i— 4J2-(^  +  3);fcJ8  =  0 


»rhaupt  für  «>0, 

]  hieraus  findet  man  successiv    . 


A^= 


_  (fi-l)^^i-4Ja 


.            (ii-n)kAn~-&ti+2)A„+i       ^_ 
^"+''= (ii+n  +  2)k  '"<" 

1  d&  ^  und  Ai  durch  die  Formeln  (13)  und  (14)  bekannt  sind,    so 
sen  sieb  jetzt  sämmtliche  Coeflfizienten  berechnen. 

Durch  Substitution  der  Gleichung   (12)    in  (11)   und  Integration 
r  einzelnen  Glieder  wird  nun  für  £<l. 


ß 


(l  +  kco8xydx  (15) 

=z  AoX  +  \  Ai  sinaa  +  iA2Sin2a:'\- lA^sinSa:  +  ,».  +  C , 
d  hiernach  ist  die  numerische  Berechnung  stets  möglich. 

6* 
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§  19. 
Integration  von  xf^sinxdx  und  xf*eosxdx. 

Wendet  man  die  allgemeine  Reduktionsformel 

j  (p{x)fif(x)dx=^(p(x)j  flf{x)dx—J  q>' {x)dx  I  ip{x)dx      (I) 

auf  die  in  der  Ueberschrifl;  aufgefährten  Integrale  an^  so  erhält  man 
zuerst  für  q){x)=x^^,'^(x)==smx 

J  ^r/'sin  xdx=:  — o:" cosa:  +  fi  /  xf^—^cosxdx 

femer,  indem  man  die  Formel  wieder  für  das  zweite  Integral  rechts  benutzt, 

/  X'^-^cosxdx=:xf*-^6inX'-((i  —  1)  /  x/*^^8inxdx 

J  x^^—^  sin  xdx:=z — :r^-*cos  ar  -|-  (fi— 2) /«/*-' cosari/^ 
u.  s.  w. 

Führt  man  so  mit  der  Verringerung  von  ft  fort,  so  rednzirtsich,  wenn 
fi  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  das  Integral  zuletzt  auf  eines  der  beiden 
/sin  xdx  =  —  cos  x  oder  /cos  xdx  =  sin x.  Bezeichnen  wir  überhaopt 
zur  Abkürzung  wie  folgt 

so  ist  für  ein  ganzes  positives  m 

r  x^»mxdx=  —  co&x\^x^'-'M^x^-^-\-M^x^-^ — ilfe^~*+—l  ^ 

+  sin  X  {M^  x^-^  —  Jfg  ar»-«  +  Üfg  a:«-*— ...] 

worin  beide  Reihen  so  weit  fortgesetzt  werden »  bis  sie  von  selbst  ab* 
brechen. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  kann  man  das  zweite  der  in  der  Ueber- 
schrift  genannten  Integrale  entwickeln  und  zwar  erhält  man  fSr  ein 
ganzes  positives  m 

I  cos  ^xdx  =  sin  x  [x"*  —  ilfg  x^*-^  +  M^  ar»»-*  —  3i^  x^-^  -\- ...] 

+  co8x[MiX"'-^'-  MsX^-^+M^a^-^  —  .*.] 
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äre  dagegen  ft  eine  negative  ganze  Zahl  =— -n,  so  würde  man  mit 
r  so  eben  entwickelten  Reduktion  nicht  zum  Ziele  kommen;  man 
iss  in  diesem  Falle  in  Nro.  (1)  g>(a:)=z8inx,ilj(a:):=zxf*=ar^  setzen 
i  erhält  dann 

/sina:  sin^  1        Pcosx  , 

/coso? cosa:  1       Psxnx    , 


U.   S.   W.«f 


1  indem  man  so  mit  der  Verringerung  von  n  fortführt  ^  reduzirt  man 
s  gesuchte  Integral  auf  eines  der  beiden 


I  sich  nicht  anders  als  durch  unendliche  -Reihen  darstellen  lassen, 
sselbe  gilt  von  dem  Integrale 

*cosa: 


/ 


^    da: 


■  welches  genau  dieselbe  Reduktionsmethode  anwendbar  ist.  Man 
m  übrigens  zu  den  hier  entwickelten  Formeln  auch  noch  auf  anderem 
3ge  gelangen,  dadurch  nämlich^  dass  man  in  den  beiden  Formeln 


'*dx 


e 


Ca?*"  ^  wu?"»-^       m(m—l)x^-^  (—  l)"*Tn (m—  1) ..» 2 . iHj 


(«-l)ar«-i  +  (n--l)(n--2)a*-2  +  -  +  (n-l)(w-2)...2.1.arj 

maginSr  etwa  A;=6V^-l  =  6t  setzt,  dabei  berücksichtigt,  dass 

6»**=  C08  &r + 1  sin  Äa; , 
»=i,t«=:— !,<«=— f,<4=:+l,<5—^.£,etc. 
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st  und  endlich  beiderseits  diejenigen  Partieen  vergleicht »  weiche  von 
i  frei  sind  und  ebenso  die,  welche  es  als  gemeinschaftlichen  Faktor 
enthalten. 

Hinsichtlich  der  drei  Integrale 

stehe  hier  noch   folgende  Bemerkung.    Substituirt  man  fiSr  e'yCoso:, 
sinx  die  gleichgeitenden  Reihen,  so  ist 


/ 
/ 


J<te=i/(x«)  +  }y+i,^  +  iy^  +  ...+  C  (6) 


ej^^=./(,,)_.  ^  +  i  ro:!— •+ ^        («) 


/eXux 
X 


^^-'1  -^0:3 -»-h  .2.3.4.6- •••  +  ^        (7) 

Zerlegt    man    in  den  ersten  zwei  Integralen    die    willkQhrliche 
Constante  C  in  0,5772156...+ C^  und  berficksichtigt  die  Gleichung 

/t(c»)=0,5772156...  +  4/(a:2) 

+  1  i  +  «i.2+*1.2.3  +  ' 


so  folgt 


/ 


/ 


J«ia;=/i(e*)  +  Ci  (9) 

CAS  ^  9*2  'V*4 

-^«te=p.5772156...  +  '/(a;a)-4^  +  J^-...+Ci   (!(» 


Führen  wir  nun  eine  neue  Funktion  Ei(x)  ein^  deren  Definition  durch 
die  Gleichung 

£i(a:)=0,5772156...+i/(;»4)  , 

gegeben  ist,  so  erhellt  auf  der  Stelle,  dass  für  alle  reellen  x  die 
Funktionen  Ei(^)  ^^^  /t(^)  zusammenfallen >  weil  dann  Immer  XKpf") 
=  i/(j?*)  ist.  Für  imaginäre  x  dagegen  ist  \  l(x^)  reell  und  iHai'i 
imaginär,  mithin  si„d  auf  dieser  Seite  Ei{x)  und  li(e')  verschieden. 
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Bezeichnen  wir  nun  weiter  wie  folgt*) 

Ci  (ar)  =  0 ,  5772156  +  \  l(a^)  ^ 

M.2  +  M.2.3.4~  «076+    • 

SO  folgt  augenblicklich 

Ei(x\r^):=Ci(a;)~{  V^  81(0^)  (14) 

und  zugleich  haben  wir  aus  (9)  und  (10)  die  Gleichungen 

r^dx=:Ei{x)-\-C  (15) 

y*^^  dx  =  a(:r)  +  C  (16) 

dx^Si{w)-\-C  (17) 


/sina? 


wobei  wieder  C  für  C^  geschrieben  worden  ist. 

Wenn  fi  weder  eine  positive   noch  negative  ganze  Zaht  ist,  so 
bleibt  zur  Entwickelung  der  Integrale 

Ixf^ sin o: Ja:  und  i  xf^ cos  xdx 

kein  anderes  Mittel  als  ihre  Verwandlung  in  unendliche  Reihen  übrig, 
indem  man  für  sin^r  und  coso:  die  gleichgeltenden  nach  Potenzen  von 
X  fortschreitenden  Reihen  setzt.    Es  ergiebt  sich  so 

/^^^"'°^'^=^+'[T:Ff2)--1.2.3('>tH-4)  +  -"]  +  ^' 

und  da  diese  Reihen  jederzeit  cenvergiren,  so  bieten  sie  ein  sicheres 
Mittel  zur  numerischen  Berechnung  der  fraglichen  Integrale  dar. 


*)  In  Worten  könnte  man  etwa  die  drei  Funktionen  EHx)yCHx)  ,  Si  (x) 
mit  Integralexponentielle,  Integralcosinus  und  Integralsinus 
beaeeichnen. 
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§20. 

Integration  einUier  Ausdrücke^  welche  Exponetmal'  und  ganuh 
metrische  Funktionen  zugleich  enthalten. 

Von  besonderem  Interesse  ist  noch  die  Entwickelung  der  beideD 
Integrale 

/  e^cos^bxda:und  /  e«*sin«6arciar  (1) 

worin  a  und  b  beliebige  Constanten  bezeichnen,    n  dagegen  als  ganze 
positive  Zahl  vorausgesetzt  wird. 

Durch  theiiweise  Integration  ergiebt  sich  nämlich  zuvorderst,  weoo 
das  erste  der  obigen  Integrale  kurz  mit  P  bezeichnet  wird 

Pz=cos^ba:  1  e^dx —  /  dco8^bx  I  e^dx 


l  ...nb  r  ._    _  ,^   ...  (2) 

a ' 


= COS  ^bx  -£  e«*  -\ I  e^  cos ^"^bx  sin bxdx 


und  wenn  wir  zur  Abkürzung  das  Integral  rechts  Pi  nennen 

€LP=eö*cos«6ar+n6Pi  (^ 

Das  Integral  P^  giebt  bei  fernerer  theilweiser  Integration 

Pji  =cos»-i6a:  sin  bx  f  e^dx^  I  d[cos^^^bxain bx]  1  'e^dx 


=  -  e^cos^-^bxsmbx 


b    r      , 
^  o  /   ^'^[cosnÄo:  — («— l)cos»— *6a:sin^a?]«fcr 

oder  wenn  man  1— cos^ft^r  för  sxn^bx  schreibt  und  die  einzelnen  Be- 
standtheile  der  rechten  Seite  integrirt 

aPi  =  e*^  cos  "-  ^bx  sin  bx 

—  nbj  e^cosnbxdx-\-(n'—i)bl  e^ co3^'-Hxdx, 
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Substituiren  wir  diess  in  die  Gleichung  (3) ,  nachdem  dieselbe  mit 
a  multiplizirt  worden  ist,  und  berücksichtigen  dabei  die  Gleichung 


/< 


e^  cos  ^bxdx  =  P 

so  ergiebt  sich 

a^P=:  ae^  cos  ^bx + nbe^  cos  "-  ^bx  sinbx    . 

oder  wenn  man  P  ak  unbekannt  ansieht 

_     -        a  cos  6a: -4- n6  sin  6a:  ] 

e^  cos^bxdx  = ^rr^j^ e^coa^-^bx  i 


f 


(4) 


f  ^2J.^2A2   /    e'^CQB^-^xdx  ^ 


Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl,    so  bringt  man  durch  mehrmalige 
Anwendung  dieser  Reduktionsformel  das  Integral  zuletzt  auf 


/ 


a 


zurück;  für  ein  ungerades   n  dagegen  fuhrt  die  Reduktionsformel  am 
Ende  auf  das  Integral 


/ 


e^cosbxdjr. 


f 


Dieses  letztere  findet  sich  aber  selbst  wieder  aus  der  Formel  (4), 
deoD  för  11=1  giebt  letztere 

JL  j        acos6a:+6sin6j?   ^,  ,  ^ 
e«*cos  bxdx= "äilp ^^+  ?  (^) 

und  60  Ist  dann  in  jedem  Falle  das  ursprünglich  aufgestellte  Integral 
P  entwickelbar. 

Ein  YuUig  analoger  Calcül  führt  zu  einer  Reduktionsformel  für 
das  zweite  in  Nro.  (1)  verzeichnete  Integral »  welches  kurzweg  Q  heissen 
ni<^;e.    Man  hat  nämlich  zuvorderst 

Q=ain*bx  /  e^dx-- j  dsin^bx  1   e^dx 

=  —  e^sin*6a: /  e^shi^-'^bxcoabxdx 

a  aj 

oder 
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wobei  Qi  zur  Abkürzung  dient    Ferner  ist 

Qi=zsia''-^bxcosöx  ß    e^dx—  j  d\sm^-^xcosbx\  1  e^dx 

1         .       .^  . 

==  —  e^'sm^-^bx  cos  bx 
a 

b*  r^ 

+  —  /   c*»*[sin«6ar  — (n — l)sin«-^j;eos*6j?]rfar 

oder  wenn  1— sin^6a;  für    eQS^6a:    gesetzt  und  jedes  einzelne  Glied 
rechts  integrirt  wird 

oQi  =  e<^sin  "-^Äo?  cos  ft:r 

+  w6  /  e^  sin  ^bxdx — (n— \)b  1  e^'  sin  ^-^^xdx. 

Substitiiirt  man  diess  in  die  noch  mit  a  multiplizirte  Gleichung  (6)  und 
berücksichtigt^  dass 

/  e^*&\n^bxdx:=zQ 
war,  so  ergiebt  sich 

«^  Q  =:  ae^  sin  ^bx  —  nbC^  sin  ^-^bx  cos  b,t 

'-•nH^Q+n(^n^l)b^  /  e^"siü^-^bxdx 
und  hieraus  findet  man  Q  oder 

,     -        asin6a; — nbcosbx 
e«*sin»6^cto  = «-7 — «75 e«*sin*~*6a:  i 


/ 


a^+ti^b^J 


+   ^2-i..,gAä"  /  «"*  sin«-*6arcir 


Je  nachdem  nun  n  gerade  oder  ungerade  ist^  fSfart  man  mittelst 
dieser  Formel  das  Integral  Q  auf  eines  der  beiden  folgenden 


/  e^  dx  oder  /  ^«^  sin  bxdx 


zurück,  von  weichen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist  und  das  zweite 

sich  aus  der  Formel  (7)  selbst  durch  die  Spezialisirung  n  =  l  ableiten 

iässt.     Man  bekommt  nämlich 

^.   .    .     ,        asinbx  —  bcosbx         .  ^  ,«. 

c«* sm  bxdx'=. ^  ■  X2 e^-^C  (ö) 

und  kann  demnach  Q Jederzeit  vollständig  entwickeln. 


/ 
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E3  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  die  Integrale  (5)  und 
(6)  auch  auf  einem  viel  kürzeren  Wege  entwickeln  lassen, welchermit 
einiger  Verallgemeinerung  wieder  auf  die  Integrale  P  und  Q  anwend- 
bar ist.     Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  die  Diflferenzialformel 

de^^  —  ke^x  fix  oder  d  (  -,  -  J  =  e^^dx 

auch  für  imaginäre  A-=:o  +  6V^— l  =  a  +  6«   gültig   bfelbl«  ^ovon  man 
sieh  leicht  durch  Anwendung  der  Formel 

e**  ==  e(« + *«> = c«*  (cos  bx  +  i  sin  bx) 

überzeugen  kann,  so  folgt  sogleich  nach  dem  Begriffe  des  unbestimmten 
Integrales,  dass 


/ 


p{a-\rhi)x 

ei'+ii)'dx=  --TT-  +  C 
a-\-oi    ' 


/.< 


ist.     Nun  hat  man  aber 

^(a+6i)x        cos6ar+isin6a:  ^^ 
a-\rbi  a-\-bi 

_  (g—  bi)  (cosbx  +  isin  bx)  ^^ 

und  folglich,  wenn  man  die  Multiplikation  ausführt, 

c«*  (cos  bx  +  isin  bx)dx 
a  cos  bx-^b  sin  bx  +  iia sin  bx  —  b  cos  bx)  ^^  .  ^, 

= ÖM^» f^C. 

Denkt  man  sich  noch  C+  Ci  für  das  willkührliche  C  geschrieben, 
60  führt  die  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  lyid  imaginären 
Partieeo  unmittelbar  auf  die  Gleichungen  (5)  und  (8).  Die  allgemeineren 
Integrale  (4)  und  (7)  lassen  sich  hieraus  wieder  dadurch  ableiten,  dass 
man  för  cos  "60:  die  Reihe 

TiQCO&nbx  +  Wi  cos(n— 2)6:r+naCos(n — 4)  6a:+... 

substituirt  imd  die  Formel  (5)  auf  jedes  einzelne  Glied  anwendet.  Man 
erhält  dann  in  kurzer  Bezeichnung 

a  cos  {n—^r)bx  +  b  sin  (/i— 2r)6.c 


/ 


wobei  sich  da«  Suitim^nzeichen  auf  die  Werthe  r=0,l,2,...n  bezieht. 
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Auf  ähnliche  Weise  kann  man  auch  das  Integral  Q  entwickelo, 
aber  eben  so  leicht  auch  dasselbe  auf  das  vorstehende  redozlren.  Setzt 

man  nämlich  x=  «Ä" — ^»  ®®  ^'^^^  sin6ar=co862  und 

/OTT       •» 
ea*sin^bxdx= — e**  /  6— «»cos "Azrfz. 

Hier  lässt  sfch  nun  das  Integral  rechts  nach  dem  Vorhergeheoden 
entwickeln ,   indem  man  —  a  und  z  an   die  Stelle  von  a  und  x  setit 

Fährt  man  darauf  den  Werth  «=25"-^  ®'*"  ™d  multiplizirt  das  Er- 

an 

haltenemit  — e**  ,  so  erhält  man  die  vollständige  Entwickelung  des  Inte- 
grales Q,  welche  nach  diesen  Bemerkungen  durchaus  keinen  Schwierig- 
keiten unterliegt. 


§21. 

Integration  der  Differenzialformeln ,  welche  cyklametrische  Funk- 
tionen enthalten. 

Die  Integration  aller  derjenigen  Differenzialformeln^  welche  unter 
der  allgemeinen  Form  F(ATca\nx)dx  oder  F(Arctanj7)d!a:  begrifen 
sind,  lässt  sich  jederzeit  leicht  auf  solche  Integratipnen  zurückfahren, 
worin  statt  cyklometrischer  goniometrische  Funktionen  vorkommen.  Setit 
man  nämlich  Arcsinar=z,  so  wird  ^=sinz,d^:=cosz<2z  und  folglich 

/  F(Arcsin  x)da:= ßF(z)  cos  z  dz  (1) 

und  auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  durch  die  Substitution  Arctana^^i 
die  analoge  Formel 

yi'XArctana?)«te==yV(z)cotzdz  (SD 

Diesen  Formeln  kann  man  noch  die  beiden  folgenden 

J*F(Arcco8a:)da:=  -J*F{z)smzdz  (3) 

J^F  (Are  cot  x)da:=  -J*F(z)tsLnzdz  ß) 

beigesellen,  deren  Ableitung  nicht  minder  leicht  ist. 
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So  ergiebt  sich  z.  B.  nach  Formel  (1) 

/  ga  Arctm  x^  =z  ß  e^  COS  zdz 

_acos2+8in2  ^  ,  ^ 

-  — «2+1 — ^+^ 

d.  i.  wenn  man  sins=ar,cos2=  V"l  — a:*,  z= Aresin o;  rucinvärts  sub- 
stituirt 


/ 


1+a-^ 


Ebenso  leicht  würde  es  sein,  die  Integrale 

/(Arcsina;)"da:, 
und 

/  (Arccos^)"c?a:, 

worin  n  als  ganze  positive  Zahl  vorausgesetzt  wird,  mittelst  der  For- 
meln (1)  und  (3)  zu  entwickeln. 

Bemerkenswerth  ist  der  Fall,  in  welchem  die  Funktion  /'(Aresina?) 
unter  der  Form  /(or^ Arcsinor  steht  und  f(a:)  so  beschaflfen  ist,  dass 
das  Integral  ff(x)  dx  durch  algebraische  Funktionen  dargestellt  werden 
kann.    Es  glückt  nämlich  unter  diesen  Umständen,  das  Integral 

/  f{x)  Aresin  xdx 

in  ein  anderes  zu  verwandeln,    welches  nur   algebraische  Funktionen 
enthält,  und  diess  geschieht  mit  Hülfe  der  partiellen  Integration: 

/  f(x)  Aresin  xdx 

=  KtQB\wx  I  f{x)dx  —  I  dArcsinx  I  f(x)d^ 

d.  i. 

/  f(x)ATC8inxdx=ATCsinx/  frx)dx  —  l  ^         /  f{x)dx     (5) 

Dasselbe  Verfahren  ist  auch  auf  das  Integral  von  /(a:)Arctan  .rf/.r 
anwendbar  und  giebt 

/  f(x)  Arctan  xdx 

=:  Arctan  xj  f(a;)dx-fd Arctsinx  f fix) dx 
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Oller 

/  f(ar)  Arcian  a:dx  =:  Arcian  X I  /(ar)</^— |  ,  ^  /  f(x)d:t       (6) 

Auf  dieselbe  Weise  lassen  sich  aoeh  die  Ibtegrale 

/  f(x)  Are  cos  xda;  und  /  f(x)  Are  cotxdx 

lieliandelii,  wenn  man  es  nicht  vorzieht^  dieselben  dadurch  auf  die 
vorhergehenden  zuriickzufuhren,  dass  man  die  aus  dem  B^iffe  der 
ryklometrischen  Funktionen  sich  unmittelbar  ergebenden  Relationen 

Aresin  a:  +  Are  cosa;=:  « 

Arctan  ar + Arccota?= -ö 
in  Anwendimg  bringt.     Man  erhält  dann 


(7) 


/  f(x)Arcco8xdx=,2   1  f{x)dx'-j  f(x)  Atcsin  xdx 

I  f(x)ATccoixdx=-^  1  f{x)dx—  j  f{x) Arctaaixdx  (8) 

Um  ein  paar  Beispiele  zu  haben  ^  setzen  wir  in  den  Formehi 
(5)  und  (6)  f(x)=xf^;  es  ergiebt  sich  dann  für  ein  von  —1  verschie- 
denes fi 

/.       .       ,       or/^+i Aresina?          1        P  xf^^^dx        „,. 
a:^Arcsma:a.r=:: r-s rr    /      ^  (9) 


/xf^  Arctan  xdx  = ^-^ —  — ri   I 


x^ 


wo  man  iiir  ganze  fi  die  noch  übrigen  Integrationen  rechter  Hand  aus- 
fiihren  kann.     Der  spezielle  Fall  ft=0  giebt 

/    Aresin orf/a: =a? Arcsin x  +  V^I  —x^  +  C, 


/ 


Arctan  are?a:=a:  Arctan  or—ö  /(l+o?*)  +  C 


Ein  etwas  complizirteres  Beispiel  ist  das  folgende.    Man  hat  zu* 
niirhsf  nach  Nro.  (0) 


/: 
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X  _ 

=^  Arctan  xdx 


=  -Arctana:.'V^l-x«+y      ^^"^f  rfa; 

und  um  die  Integration  rechts  auszuführen,  setzen  vvir  x^Aau,  woraus 

/'^\-x^      _  PcasHdu_  ri-aiohi 
l+o:«     '^^-y   H-sln2«-J    H.si„2„rf« 

=/[l+8in%-0'''' 
folgt.    Durch  Integration  der  einzelnen  Bestandtheile  findet  man  hier 


/ 


l^^a    <^'»=  V^  Arctan  ( VI  tan  u)  -  u+  C, 


wobei  man,  wegen  der  Gleichung  8inii=;r, 

tanii=^^-         ^und  w=:Arcsinar 
zu  setzen  hat»  so  das« 


/ 


da;  =  V^  Arctan    .  —  Aresin  a:  +  C 


l  +  ^j.«    ---▼  .x^v».  Vi— a:* 

wird.     Durch   Suhstitution  dieses  Ausdrucks  in  die  Gleichung  (11)  er- 
hält man  nun  . 


/ 


r    '        Arctan xtlx  ==  —  VT— ^  Arctan o? — Aresin x 

^^'"'"  ■  '  \      (12) 

'^^+V2  Arctan  4^_  +  C 

In  den  Fällen  endlich  ^  wo  das  Integral  ff{x)dx  nicht  alge- 
braisch ansdrückbar  ist»  würde  nichts  Anderes  als  die  Verwandlung 
von  /"(ar)  Aresin  o:  oder  /"(o:)  Arctan  o:  in  unendliche  Reihen  übrig  bleiben» 
von  denen  nachher  jedes  einzelne  Glied  integrirt  wird.  Diese  Ver- 
wandlung geschieht  dadurch»  dass  man  für  AVcsinor  und  Arctan :r  die 
gleiehgeltenden  Reiben  substituirt,  f{or)  für  sich  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt und  diese  beiden  Reihen  mit  einander  multiplizirt. 
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Cap.  YI.    Integration  zwischen  bestimmten  Grunzen. 

§22. 

Fundamenialeißenschaften  bestimmter  Integrale. 

Alan  könnte  für  den  Augenblick  eine  spezielle  Betrachtung  be- 
stimmter Integrale  für  völlig  überflüssig  halten,  indem  man  als  Grund 
die  in  der  Einleitung  nachgewiesene  Eigenschaft  geltend  machte,  wo- 
nach jedes  bestimmte  Integral  als  Diflferenz  zweier  besonderer  Werthe 
eines  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden  kann.  Diess  wSre 
aber  eine  nicht  geringe  Täuschung.  Einerseits  nämlich  treten  schon 
wegen  des  Umstandes,  dass  hier  die  Variabele  der  Integration  nicht 
als  schlechthin  willkührlich  angesehen,  sondern  ihr  ein  begränzter  Spiel- 
raum angewiesen  wird,  ganz  besondere  Eigenthümlichkeiten  an  dem 
bestimmten  Integrale  hervor,  die  sich  an  dem  unbestimmten  nicht  fin- 
den; andererseits  ist  auch  jener  Satz,  wonach  man  das  bestimmte  In- 
tegral aus  dem  unbestimmten  soll  ableiten  können ,  d.  h.  jene  Beziehung 
zwischen  den  Resultaten  der  direkten  und  indirekten  Integration ,  nicht 
ohne  Ausnahme,  sondern  nur  unter  Bedingungen  gültig,  deren  genaue 
Erörterung  früher  wegbleiben  und  für  einen  der  nächsten  Paragraphen 
aufgespart  werden  niusste;  und  endlich  w- Jie  aus  dem  Begriffe  der 
unbestimmten  (indirekten)  Integration  hergeholte  Auffassung  des  be- 
stimmten Integrales  eine  nur  untergeordnete,  die  sich  nicht  zu  dem 
Grade  der  Allgemeinheit  erheben  kann,  wie  ihn  die  Wissenschaß  und 
nanientlich  manche  physikalische  Anwendungen  derselben  fordern. 

Wir  gehen  nun,  wie  in  der  Einleitung,  davon  aus,  dass  unter 
dem  Symbole 


// 


f(x)  da: 
der  Gränzwerth  verstanden  werden  soll,  welchem  sich  die  Summe 
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Mr  nnousgeBetst  wachsende  n,  also  nnendlieh  abnelmiende  tf=:(A-r-a):it, 
•oSftert,  und  setzen  dab^ei  f{x)  als  ^  eine  w&hrend  des  IntervaHes  ^=a 
bis  x^=^b  stetige  und  endliehe  Funktion  voraus. 

I.  Eine  unmittelbare  Folge  dieser  Definition  ist,  dass  wenn  f{x) 
innerhalb  des  IntervaHes  a  bis  b  dasselbe  Vorzeichen  behält,  auch 
dem  bestimmten  Integrale  eben  dieses  Vorzeichen  zukommt.  Ferner 
erhellt  unmittelbar;  dass  wenn  /*(«)  die  grOsste  und  f{ß)  die  kleinste 
unter  den  Funktionen  f(a),f(a  +  S),f(a  +  2d),...f(a+'n^S)=f(jk-:-8) 
Ist,  also  f(a)nndf(ß)  das  Maximum  und  Minimum  darstellen,  vrelche 
f(ai)  innerhalb  des  IntervaHes  a;=s:a  bis  a:=6  erlangt  ^   die  Beziehung 

<Ä[/(«)+A«)+A«)  +  ...+A«)]    . 

und  >  d[f(ß)  +f(ß)  +  nß)  + ...  +f(ß)] 

d.  i. 

<önf(cc)uud>önf(ß) 

statt  findet  Erinnert  man  sich  nun,  dass  dn^zö  —  a  ist,  und  geht  zur 
Gränze  fiir  unendlich,  wachsende  n  über,  so  folgt 

n    ''  '  .-■-.• 

f(x)dx<(b^a)f(a)und>(b'-a)f(ß). 


f 


Uiess  kann  man  auch  so  ausdrucken.    Wenn  in  dem  Ausdrucke 


/ 


f{x)dx''(b^^)f(ju) 


die  Variable  u  das  Intervj^4b|>!s  b  durchläuft,  so  gebt  der  ganze  Aus- 
druck vom  Negativen  zum  Po^ven  über,  indem  jenes  für  tt=o,  dieses 
ftlr  tt=/5  eintritt.  Da  wegen  der  Stetigkeit  von  f(x)  oder  f{u)  der 
ganse  Ausdruck  sich  continuirlich  ändert,  so  folgt  daraus,  dass  es 
zwischen  tf=:a  bis  tt=6  einen  Werth  ü:=zy  giebt,  für  welchen 

/(ar)Ai:.-(Ä— a)Ay)=0 


/* 


mrd;  setzt  man  }»=a-f  A(^!— r<>)>  >vp  i>.uu  }■  ein  positiver  Schter  Brach 
ist,  so  folgt 


f  rix)da={b-a)na-\-U-A). 


(1) 
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II.  Ein  Uniiekcr  vmi  al^anemcrev  Satenroii  biufiger  BanA- 
barkeit  ergiebt  sich  moA  aof  fol|reBde  Wtiaa  Sei  /Xx)  cni  Produkt 
aas  zwei  anderen  FunktioBen  9  (x)  und  ^(jt)  dertea  mwette  wikrend  dte 
Intenalles  j:=a  bis  x=:6  positiv  bleibt«  und  mugen  ferner  M  und  N 
das  Maximum  und  Minimum  bezeichnen «  weiche  9(7)  wahrend  dessel 
ben  loterraUes  erlangt «  so  ist 

iV— 9(jr)  positiv  ,  A'— 9  (x)  negativ, 

und  da  ^{x)  positiv  bleibt, 

[ilf-9(x)]^(j:)poß. ,  [.V— 9(jr)]tt^(x)ntg. 

natürlich  immer  nur  innerhalb  des  Intervailes  a  bis  6*    Es    olgt  dqd 
weiter,  dass 


f\«- 


9  Cz)]  ^  (x)  dx  negativ 


ist.    Nun  geht  aber  aus  der  vorhin  aufgestellten  Definition  des  bestiromten 
Integrales  unmittelbar  hervor,  dass  die  Gleidiungen 

J     lO(a;)J^W(a:)]da=J     ^(x)dx±J     ^F{x)dx, 

a  am 

J    K^x)dxr=Kj    0(x)dx 

statt  finden ,  in  deren  letzterer  K  einen  ij|||r«  .unabh&ngigen  Faktor  be 
zeichnet  und  daher  ist  nach  dem  Olitgeii^   ^ 

MJ     '^(x)dx~-J.    tp{x)'^{x)dx^QAiX9 
^J    '^  (*)  dx  —J    q>{x)Hf  (x)  dx  negativ 

a  a 

•  •    •         •      ,'  ■      ■    ■    ,       •        '  ■"  ■ 

und  daraus  ergiebt  steh  sogleich  die  Ungleichung :     '         .  ,. 

mJ    ^(x)da;>J,  ^(a>)^{x)dat.>f(J    y\>(x)dx.        (2) 
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;  in.  Mao  kann  die  anfangs  gegebene  Erklänm^  des  besHraniteh 
igrales  auch  noeh  etwas  verallgemeinern.    Bezeichnet  man  nämlich 

di,d2>^,...  du  Grossen  9  welche  sSramtlich  bis  zur  Grfinze  Null  ab*- 
men,  aber  so»  dassimroer  ^i -f  ^  +  ^-4-— -f 'ii=6*^ablelbt,  so  ist 


/' 


^  f{x)dx 

diess  zu  zeigen,  bedarf  es  blos  des  Nachweises,  dass  die  Differenz 
LimPi/'(ö)  +  V(«  +  ^,)  +  ...  +  V(«  +  ^i  +  ...4^in 

•in  d=:(6— a):n  ist,  den  Werth  Null  hat,  oder  es  nuiss,  weil  die 
ferenz  zweier  Gränzwerthe  gleich  der  Lim.  der  Differenz  ist,  he- 
sen  werden,  dass  sich  die  Differenz 

^iAa)  +  «»/(ö+^i)  +  <^3Aa  +  ^i+^2)  + ... 
-[V(«)  +  V(«  +  ^  +  ^A«^+2«)+;.. 

Gränze  Null  nähert.  Nennen  wir  6'  die  grusste  und  ö"  die  kleinste 
3rden  Grossen '^^i  ^^^  *"^^n,^o  Ist,  wenn  A*  eine  bestimmte  positive 
ze  Zahl  zwischen  0  ittnd  n  bezeichnet, 

lererseits  ist  aber  aaeh>«' 


j.    .  6  — a       *ffi+d2  +  ^3  +  ... +tfn 

0=  — ' —  =  -I ■  ■    ■'■ ' ,, 

ff  n 

.      d<3'  lind  >Ä" 


folgKch 

r  auch 

also  ^1  +  ^2  +  •••  +  "^t  w^  ^d  zvvischen  denselben  Glossen  Ji8'  und /5-6" 
en,  so  können  ^i+^  +  ^.  +  ^yt  ynd.  A-d  nicfit  i^br  von  einander  ver- 
leden  sein,  uiid  wir  sind  dabei*  berechtigt, 

■';■■;.        . ^^^öi+cS9+:...+^*==*Ä+ft  /,^-:r'/  1."! 

selsMn»  ^of^  i^ine  weiter. nicht  Jiestimiiiti^  Difffrenz  bezeiehbet,  von 

7» 
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der  wir  aber  das  wenigstens  wissen ,  dass  sie  bis  zar  GrSnze  Nnll  ab 
nimmt,  wenn  diess  mit  ^1,^2,...^!^  und  ebenso  mit  d  der  Fall  ist.  Die 
vorhin  betrachtete  Differenz  zweier  ngliedrigen  Reihen  nimmt  jetzf, 
wenn  man  Glied  filr  Glied  subtrahirt»  folgende  Form  an: 

Man  kann  aber  Oberhaupt 

A«+«*)=A«)+^» 
setzen,  wo  Qk  eine  nicht  weiter  bestimmte  Grosse  bezeichnet,  die  mit 
€k   gleichzeitig   bis  zur  Null  abnimmt.    Wenden  wir  diess  auf  jedes 
Glied  der  obigen  Reihe  an,  so  zerfallt  dieselbe  in. 

(5i-«)/(«)  +  (^2-«/(«  +  «)+(^«)A«+2d)  +  ... 

...+(^«— *;Aa+«-i«) 

Dass  nun  die  erste  Reihe  so  wohl  als  die  zvfeite  sich  der  GrSnze  Null 
nähert,  ist  leicht  zu  seheq.  Denn  sind  M  und  N  das  Maximum  und 
Minimum  von  f(x)  während  des  Intervalles  a:=za  bis  x=b,  so  liegt 
die  Summe  der  ersten  Reihe  zwischen 

und 

(«i-a)iV+((ya-3)iV+ ...+  (*.-«)  iV 

beide  Produkte  aber  sine{=o,  weil  di+8^-^..,  +  dn=^n5=b^a  nod 
wegen  der  voraus  gesetzten  Endlichkeit  von  f(ai)  aiich  M  und  N  enA- 
liehe  Grossen  sind.  Nennen  wir  ferner  q'  und  q"  die  grösste  m^.  kleinste 
der  Grössen  ^9^9... ^n—i»  so  ist  die  Summe  der  Reihe  dg ^+^ te+ •- 
'*'-{•  SnOn-i  zwischen  den  Grossen 

(^a  +  Ä»  +  «4  +  ...+Ai)p'=(&-a-«i)p' 
und 

(^+«»+«4  +...+^»)p"=(ft-a-T*i)^'' 

enthalten.  Wenn  aber  öi^d^,  ..dn  und  S  bis  zur  Gränze  Null  abnebmeo, 
so  convergirt  auch  sk  gegen  die  Null,  und  wegen  der  Abnahme  von  » 
nähert  sich  auch  pk  d.  h.  we^en  des  beliebigen  Ar,  jede  der  ütossea 
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»Q^9-'iH^r^  der  Null.  Daraus  folgt ,  dass  diese  Eigenschaft  auch  der 
«Mten  und  kleiuiften  dieser  Grussen»  d.  h.  q'  und  q",  zukomme  und 

Llm[(fr-ii— di)^']=Llm[(&-a-«i)^"]=0 

i.  Da  nun  ^^-f^3^+*«*+^P«-i  zwischen  diesen  Gränzen  liegen 
iiss  9  so  ergiebt  sich  hieraus  auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  vorhin 
ifgestellten  Behauptung  und  ebenso  der  Gleichung  (3). 

\  IV.  Hieran  reiht  sich  oniAfttelbar  ein  sehr  .wichtiger  Satz«  den 
cm  sehr  häufig  anzuwenden  Gelegenheit  hat.  Bezeichnen  wir  nämlich 
it  6',S",d"',..  d(^  unendlich  abnehmende  Grossen,  deren  Summe  con- 
emi=c — b  bleibt,  so  ist 

J    f(a:)da:+J    f{x)d.t 

a  h 

=Lim[(yiA«)+^A«+«^i)  +  -..  +  «^»A«+^i+...+«i.-i)l 
+.Lim[(5Y(A)+«*' A*+^0  + ."  +dW/'(&+Ä' +...+d<«--i))] 

a'nün  aber  nichts  auf  die  Bezeichnung  ankommt,  so  kann  man  auch 
hreiben 

dn+i  9  ^«+«  9  Ai+3  >  •  •  •  Ä««— 1  9  ^«» » 

wl  wenn  man  berficksiohtigt,  dass  6=a+ffi  +  d«+..«+dfi,  so  ist  durch 
uuimmenziebung  beider  Linien  in  eine 


X  ty)dx+f^ f(x)da: 


ibei  l#abet  «1+«»+  .+ ««n=di  + V+...  +  di +d'+d^  +  ..+«("> 
&--*äHhc— 6s:c— *0,  und  mithin  dem  Begriffe  des  bestimmten  Inte- 
üles  gemäss 

nx)dx-\rj     f{p^)dx=zj     nx)dx, 

a  b  . '        a 

id  diese  Gleichung  enthält  eine  Zusammenziehung  von  zwei  bestimmten 
togrälen  in  ein  einziges,  oder  auch  die  iZerfällung  eines  Integrales 
zwei  andere  mit  kleineren  Integrationsintervallen,  wobei  man  blos  zu 
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belrücksicbtigen  hat,  dass  b  eine  zwtschi^n  «  «nd  eliegMde  GroBseist. 
Ans  der  letzteren  Ansicht  der  obigen  Gleichung  leitet  tnaA  tioeh  Idcht 
das  folgende  allgemeinere  Theorem  ab  :  l^d  €c,ß,Y,.„»  helWKge> 
zwischen  a  und  A  liegende  Grossen  der  Art»  dass 

so  gilt  dib  folgende  ZerfUiufig  "^ 

a 

/•(ar)rf* +  ...+./     f(x)dx     ] 
1 


a  ;  ■ 


$23. 
Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integralen  geht  ttnmittelb«r 


hervor,  dass  der  Werth  eines  Ausdrucks  wie 

f(x)da: 


r 


fon  wttiter  nicht«  aMiängt,  ails  den  Integrutidtidgi^tiieil  o  «od  6»  dei 
Natur  von  f(a:)  und  den  in  /*(a:)  etw^nöch  voitemmendfen  C^^aiwM 
(den  sogen.  Parametern  der  Funktion).  Man  kann  daher  den  Werth 
eines  bestimmten  Integrales  aüu  eine  Funktitm  aller  dieser  wilikührKcheD 
Constanten  ansehen  und  in  so  fem  hätte  et  aoch  einen  Sinn,  ein  be- 
stimmtes Integr)Bfel  iti  Bezug  auf  eine  oder  mehrere  dieser  Constanteft 
zu  differenztr^n.    Wir  thirti  diess  in  folgender  Weise. , 

f  L.  Ißssei  izunächst  a  eihe  Funktion  einer  atbitrSretf  %ii8lMilil 
r,'  'foti  Wetefa^f  wi^  voranssetzen)  4ai3S  sie  weder  in  6  noch  in  f(x) 
vorkomme,  wie  diess  z.  B.  in  dem  Integrale 

/     adx 

Vr 

der  Fall  sein  würde,  so  ist  auch  /    f{x)dx  eine  Funktion  von  r,  vm 
ivir  S^etzen  desshlalb 
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'  (1) 


eraus  folgt  nun,  wenn  sich  r  um  das  willkührliche  /1r,  also  a  am 
^  (nkht  witlkahrlidie/  sondere  vt)n  z/r  «bhSngige)  Inkremeiit  j^a 
leri. 


9)(r  +  //r)=y   /•(a:)<iir. 

raktion  d< 
Dg,  dass 


ireh  Subtraktion  der  Torigen  Gleichung  er^^iebt  «ich  unter  der  Bemer- 


setzt  werden  kann, 

f(x)dx 

a 

u  nach  Nro.  (1)  des  vorigen  Paragraphen  fSr  &=:a-f  z/a  und  1  >  X>0, 
ch  Diviston  mit  Jr   '  \  ^ 

er  «efert  nun  der  Uebergang  zur  Griiiize  fttr  unendüdi  abnjGiMlMiide 
und  z/a  unmittelbar  die  Gleichung 

■.      ..  ■  ,i  •■•.  .^ft  ■•...■•       .  :'  .'■.■.  t 

$r  vetläi7%€$  fler  Bedeutung  vpn  g^Cr) 

b<^  a  als  allein  von  r  abhängig  gedacht  wird« 

II.  Wäre  ferner  b  die  einzige  Grosse,  worin  r  vorkäme,  so 
rde  eine  Aenderung  des  r  auch  nur  ^e  Aenderung  von  b  ^ur  Folge 
leo,  d.  h.  aus 

9>Wr=y   f{x)da! 
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wfirde  sich  "  ^r        '     ~^.J^ 

•  .  . 

ergeben.  Zerlegt  man  das  von  a  bis  b+Jb  genommeoe  Integral  ia 
zwei  andere  von  a  bis  b  und  von  b  bis  b  +Jb  sich  erstreckende»  so 
wird 

f(a:)da:=^Jbf(b+kJb) 
b 

und  mithin  durch  Gränzenfibergang 

oder  vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  g>(r) 

x)dx 


V  ^(^^ 


=A^)S. 


!».-}•  (3 


dr  '^  ^  dr 

wobei  b  als  allein  von  r  abhängig  angesehen  wird.  Man  kann  übrigens 
dieses  Resultat  auf  einem  kürzeren  Wege  finden »  wenn  man  vm  der 
Bemerk;uQg  aiisg*ht>  da^s  immer  ^        t 


f{x)dx=^^J    fXx)dx, 


-^ 


ist»  die  man  leicht  aus  der  Definition  des  Vestimroten  Integraiea  veri-. 
fiziren  kann.  Es  lässt  sich  dann  auf  Üer  jecliten  Seite  die  Regel  zur 
Differenziation  nach  der  unteren  Integrationsgrälize  in  Anwendung  bringeo. 

in.  Es  enthalte  drittens  blos  f{oc)  die  willkührlicrifV^ConstantD 
r>  es  seien  aber  d  und  b  frei  davon.  Schreiben  wir»  um  diM^  si  i|e- 
zeichnen,  f{T,x)  für  f(x)^  bo  istt jetzt  fiir  .  •         :  ■''    VÄ^l^J^ 

9>(r)^  ^  f(r,x)dxs  ' 
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Hieraus  ergiebt  sich  dnrch  Sabtraktion  und  Division  mit  Ar,  welche« 
man  wegen  seiner  Unabhängigkeit  von-  or' unter  das  Zeichen  /stellen 
kann, 

y (r-f-z/r)-y (r)        /*V(r +//r ,x)-Ar. J?)  .^. 
^T  ~J  Ar  ^' 

Nun  ist  aber  nach  einem  belcannten  Satze  .    . 

F(r  +  A)  =  F(r)  +  AF'(r)  +  4A«F"(r+U), 
wobei  1>X>0  ist'  Htecaiis  etgiebt  sicli 

^>±§-^>=F'(r).+  4ÄF*(r+i*). 
und  fär  F{r)=f{r,x)  wohtA  F'(,r)=f'rir,x),F'(r)=f'r(T,x)vt\tA 
f(r+Jr,x)-f(r,x)      ^  f^'^.,    .f„  /,  .  ,^  ,x 

und  mithin 

y(r+4^r)  — y(r) 
Jr 

.      /^J   ft{,r,x)dx^\ArJ     f''r{r.+Ur,x)dx. 

Di^r  i^lbiitcinfibel'gäng  für  unendlich  abhöhmende-^  giöbt  jetst^ 

dq>{r)       /»»  nb  '■ 

"Sf^J    fr(r,x)dx  +  \hua[JrJ     f"r(r  +  XJr,x)dxl 

u  ■■'■'-     a 

Hif^r  ^j^€},epvo];eiUg  sein  ^. statt  der  Lim.  auf  der  recbten  Seite  kurzweg 


=  »   i'> 


^.. .';."'   '  .       0./  fT(r,x)dx={y 


setzen  zu  wollen.    Man  darf  nämlich  nicht  vergessen^  dass  wenn  auch 

eioeFmiktion  continuirlich  und  endlich  bleibt  innerhalb  gewisser  Gränzen^ 

S  nSw  me  Stetigkeit  und  Endlichkeit  ihrer  Differenzialquotienteo 

•desseibeD  Intervalles  folgt;  so   ist  z.  B.  (l^^a)^  stetig  und 

I  ^^ch  yon'«^  Jus  «>1,  aber  von  demDifferenzialquotientenJCI— rz)-^ 

gilt  diess  schon  nicht  mehr,  denn  dieser  erleidet  für  2=^1  eine  Unter- 

^Mk^ongdet  Continuität.    Es  kann  daher Y^r^V^-iU/r,.!:)  innerhalb  des 

nn^SulM  «p^a  bi8ar=6   di^kontinuirlich  und   unendlicb  werden,  so 

dass  dann  zugleich 


und  folglich 
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J    f"rir-\-Ur,s)dxsz» 

a 

Lim  iJrJ    /"V(r+L^r,;r)«ia:]=0.« , 


d.  b.  anbestimmt  wird.    Weiss  maa  aber  im  Voraus,  das« 


^''"[^'y*rr(r+i./r.ar)<te]sO  (# 


ist,  80  folgt  jetzt  naeh  dem  fraheren 

dr    ~J     f'T(r.z)dat 

a 

oder  der  Bedeutung  von  <p  (r)  .gemüss  . 


dr 


=/'[^^]^. 


(5) 


wobei  I    '  ^^   -1  den  partiell  nach  r  genommenen  Differenzialquotienten 

von  f(r,ai)  bezeichnet.  Die  Bedtngiing  (4)»  welche  man  übrigeAis  fife 
Ur=^ö  auch  unter  der  Form 

darsteilen  kann,  ist  übrigens  immer  erfüllt,  wenn  jf'rfr/aO  endBchurf 
stetig  bleibt  fUr  alle  in  dem  Intervalle  \^=:a  bis  ar=6  begriSenei  x 
und  ebenso  für  keines  der  r,  welche  man  in  Anspruch  nimmt,  unend- 
Ikb  wird.  Denn  es  ist  dann 

J  rr{r^9.x)dx=(b-a)rrir\i,a^l{i^i;:j^^ 

und  daraus  folgt  nach  den   gemacUen  Vtravsscftzungep^:! 

obige  Bedingnngsgleichung.    Man  feapan  daiier  sagen:  -tttf^f^^ 

endlich  und  stetig  ftir  alle  Paare  spedeüer  Werthe  von  r  «nd  x^.i 

man  willkflhrlich  aus  den  beiden  IntervaUen  r^==^a  bis  r=^ 

bis  a:^=^b  herausgreifen  kann,   so  gilt  die  Formel  (5)  fl|r 

r  =  a  bis  r=/3. 


.  IV.  Wir  betrachten  encUioli  den  allgemeinsten  Fall,  In  welchem 
ich  ä,6  und  f(x)  gleichzeitig  voll  -r  abhängig  sind,  also  wieder 
t)  fär  /(!r)  ^esokri^ben  wird.    Dann  ist  daä  bestimmte  Inkgral 

FopktioB  dreier  von  eioander  abhängiger  Variabein  a,  b,  r  unfi 
lOitteipi^ekapnt^  Satze  der.  Differenzialrecbnung 

ifei  j  A/M\rfa      /i^\  rfÄ      /du\ 

d?  -\dijdr^\döj    r    •  \drj'  .    '  '\ 

fdu\    /du\    /du\ 

Irei  Differenzialqnotienten  sind^  die  man  aus  u  erhält,  indem  mistn 
Reihe  nach  a,  b  und  r  als  die  jedesmal  einzig  vorhandene  und 
unabhängige  Varirf^le   aÄsiehl;.    piese  Differenzialquotienten 
in  unserem  Falle 


-A^.«),Ar.*)/'[%^]a^ 


isgesetzt,  dassfrir^x)  denselben  Bedingungen  wie  unter  Nro.  IIL 
gt,  und  so  ergiebt  sich  jetzt 


l>; 


d 


^f'nr.ai) 


')dx 

a  ______ 


m 


=  _Ar,«)^+/'<t.6)^+y     L     *^J^ 

a 

^■/■■-.  '  '  S  24.        ■ 

]  J^nftgleitkung  der  z¥^  versckmdtnen  einstehlen  des 
bestimmten  Integrales. 

HSttm.  wir  b  ids  wiabfaängige  Variable  an  iiiid  nennen  u  zur 
Bb8%  das  ^zwischen  deä  Gräuzen  m  und  b  gen(»0uiiene  Integral 
f{x)dxy  so  ist  nach  no.  II  des  vorigen  Paragraphen 
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Kennt  man  nun  eine  Funktion  F{a:) ,  deren  Differenzialquofient  f{x) 
Ist,  so  hat  man  gleichzeitig 

und  wenn  wir  diess  mit  no.  (1)  rei^lelchen,  «ö  folgt,  itma  eottredcr 
geradezu  te  =  F(b)  oder  hSehstens  um  eine  Constante  £^' davon  tw- 
schieden  sein  kann.  Um  nnn  in  der  so  gewonnenen  Gleichung  v  = 
F(b).+  Ci.  i. 

r^f{x)da:  ==  F(b)  +  C  (2) 

diese  Constante  zu  bestimmen^  brauchen  ivir  blos  zu  berücksichtigeo, 
dftjss  wenn  A  in  a  übergeht »  das  integral 


/' 


ist,  wie  man  sogleich  aus  der  Formel  (1)  in  §  22  erkennt;  man  hat 
daher  aus  no.  (2)  fi5r  6  =  et 

0  =  F(a)  +  C 

und  mithin  C  =  —  F{a)  und 


/ 


*nx)dx  -  F(b)-F{fl).  (3)  ' 


a 

Nun  war  aber  F(x)  der  Voraussetzung  nach  diejenige  Funktion  von  x, 
deren  Differenzialquotient  mit  f{x)  zusammenlalit«  und  mithin  \ai{F)x 
das  unbestimmte  Integral  von  f(x)dx  oder. 

F{x)=ff{x)dx-\-C  (4) 

und  wir  erhalten  daher  vermöge  der  ßedeutung  des  bestimmten  Inte- 
grales zwischen  F{x)  und /'(j:)  folgende  Relation 

F{b)^F(a)  V'iiteäl 

=  Lim[«iAa)+A«  +  ^+A«  +  2a)+..:.+/(a^4ji-^i«)}]  ~^ 

übereinstimmend  mit  dem  schon  früher  gefundenen  Resultate«  .   ' 

Es  findet  indessen  zwischen  den  zwei  verschiedenen  AidE — 
weisen  des  bestimmten  Integrales  >  welche  einerseits  durch  d^ 
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ilch  gegebene  Definition  desselben  und  andererseits  doreh  die  Glei- 
chungen (4)  nnd  (3)  ansgedriickt  werden ,  doch  noch  manche  Diffe- 
renz statt,  die  sich  am  deutiicbsten  auseinander  setzen  iSsst,  wenn 
man  sich  f{x)  als  Ordinate  einer  Curve  denict,  zu  welcher  x  als  Ab- 
scisse  gehurt,  so  dass  ^  =  f{x)  die  Gleichung  der  fraglichen  Curve 
wäre.  Schon  die  obengemacbte  Annahme,  dass  dF(x)  =  f(x)dx 
sein  solle 9  Ist  eine  unbewiesene,  d.  h.  es  fehlt  der  Nachweis,  dass  es 
immer  eine  Funktion  F(x)  geben  müsse^  deren  Differenzialquotient 
mit  f(x)  zusammenfallt  und  hieraus  erhellt,  dass  in  den  Fällen,  wo 
man  eine  solche  Funktion  nicht  auftreiben  kann,  die  Definition:  „wenn 
F(x)  =  /f(x)dx+Ci8t 


f 


^f(x)dx  =  F(Ä)-F(fl)/ 


gar  keinen  Sinn  hat,  während  die  ursprfinglich  aufgestellte  Erklärung 
des  bestimmten  Integrales»  welche  dasselbe  als  den  Gränzwerth  von 


ansieht,  hier  völlig  unangefochten  stehen  bleibt,  ^un  ist  aber  ga^ 
nicht  nothig,  dass  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x=:a  bis  a:=A  nach 
einem  und  demselben  Gesetze  gebildet  sei;  so  konnte  z.  B.,  wenn  or, 
ß,  y,...  beliebige  zwischen  a  und  b  eingeschaltete  Grossen  bezeich- 
nen» die  Funktion  f{x)  der  Gestalt  aus  anderen  stetigen  und  endli- 
chen Funktionen  <p(x),  ^(x),  %(x)  etc.  zusammengesetzt  sein,  dass 

von  o;  =  a  bis  a;  =  tt  )  f{x)  =  g>(x) 

»    o:  =  Cf    ,.    pß  =:  ß  ,  f(x)  =  ^(x) 

.„    0?  =  /5    „    a?  =  y  ,  f(x)  =  X  (x) 


wäre  und  zugleich  <p(a)  =  t(;(cif)  ,  'il/(ß)  =z  ^iß)  etc.  sein,,  dann  würde 
ebenfalls  f{x)  immer  endlich  bleiben  und  keine  Unterbrechung  der 
Gontinuität  erleiden.  Was  diess  heissen  wolle,  wird  die  geometrische 
BedentoDg  von  y  =z  f{x)  deatlicher  machen.  Wäre  z.  B.  a=0,  «=1, 
/»  =  2,  6  =^3  und 

von  o;  ==  0  bis  ^  =  1  ,  f{x)  =  ar*, 

f.:    „    ar  =  l„    ar.=  2  ,ir(ar)  =i, 

X 

„     ar  =  2    „     a:  =  3  ,  fix)  =  cos  ^ ; 
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SO  beatfinde  die  dureh  die  Gleichung  y  ;=:  f(a)  rcpvScieQtirtß  Curve  tm 
aneinandergeruckteD  BOgen  verschiedener  Icrummer  Linien.  Von  x:^(li 
bis  j:=:l  nämiich  ist  die  Curve  parabolisch  gekrOnimt«  von  apzs:l  hU 
:r  =  2  gleichseitig -hyperbolisch  uod  von  or  =  2  bis  :r=  3  Ist  sie 
mit  der  sogenannten  Cosinuslinie  identisch,    l>a  aber 

Cur  a:  =;  l  ,  1«  =  J- 

und  ftfr  ar  =  2  ,  g.  =   cos  5^ 

ist,  so  föllt  der  Endpunkt  eines  jeden  Bogens  mit  dem  Anfangspnakte 
des  nächstfolgenden  zusammen  und  das  ganze  Bogensystem  bildet 
eine  zusammenhängende  Curve.  Wollte  man  nun  die  in  no.  (3)  aufge- 
gestellte  Ansicht  des  bestimmten  Integrales  hier  zur  Anwendung  brin- 
gen, so  miisste  man  vorerst  eine  Funktion  F(a;)  aufzeigen,  deren  Dif- 
ferenzialquotient  (p(x),  oder  'f^C^),  oder  %(a;)  etc.  wftre,  jenachd($Di « 
zwischen  a  und  a,  oder  a  und  ß,  oder/9  und  y  u.  s«  w.  fiele«  Ja  nod 
mehr;  man  kapn  den  Begriff  dfr  Fupktion  noch  dahin  enveitem,  dass 
man  sagt:  die  Gleichung  y  :=  f(a:)  bedeutet  nur,  dass  zu  jedem  xm 
bestimmtes  y  gehört,  gleichviel,  wo  man  dasselbe  herbekommen  hat. 
Denkt  man  sich  nun  eine  ebene  Curve  durch  einen  ganz  regellosen  Zag 
entstanden,  so  gehört  hier  zu  jedem  x  ein  y,  da  man  nachträglich  die 
Abscissen  und  Ordinaten  einzeichnen  und  also  die  einander  entspre- 
chenden X  und  y  construiren  kann.  Da  dieser  Zug  vollkommen  wlll- 
kührlich  ist,  so  braucht  es  gur  keine  analytische  Funktiönsform  zu  ge- 
ben, deren  geometrisches  Bikl  mit  jener  Curve  zusammenfiele  d.  h.  mit 
anderen  Worten:  es  ist  wohl  eine  Curve  da,  aber  man  kann  ihre  Glri- 
chung  nicht  aufstellen,  oder:  es  gehört  zwar  zu  jedem  x  ein  ganz  be- 
stimmtes y  aber  das  Wie  dieses  Zusammenhanges  lässt  sich  nicht 
angeben.  In  diesem  Falle  hört  nun  schon  f(x)  auf  ^ioe  iiiialytische 
Bedeutung  zu  haben,  um  so  mehr  ist  diess  mit  F(x)  der  pall  und  nit' 
hin  wird  auch  die  Definition  (3)  völlig  nichtssagend*  Dagegen  bleibt 
die  ursprüngliche  Erklärung  des  bestimmten  Integrales  wgestvrtj  dfill 
nennen  wir  yo  ,  yi  ,  ^2»  •'••  y«-i  die  zu  den  WertbcwL D, .^>  Mt- 
(« — 1)6  gehörenden  Werthe  von  y,  so  ist  j^tzt 


/ 


^f(x)ilx  =  Lim[Ä(yo+yi+yÄ+"-.,+y,»-i)] 


und  diess   hat  Immer  einen  bestimmten  Sinn,   weil  yo  y  yi  ,  "-y«-^ 
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;aiiz  al»ge6elieii,  ob  sie  slck  nach  einem  Gesetze  bilden  oder  nlphf; 
loch  bekännle  GHkssen  isin^.  Noch  anschaulicher  wird  dieos,  wenn 
Dan  sich  erinnert,  dass  zufolge  .der  in  der  Eioleitung  zur  Differenzial- 
echnung  angestellten  ßetrachtungen  das  zwischen  den  Gränzen  o;  =  a 
ind  a:  ^=:  b  genommene  Integral //'(/tr)d[a:  nichts  Anderes  als  dleFlächiB 
st  9  welche  von  der  Strecke  6— a  der  Abscissenachse,  den  Ordinaten  f(ä)y 
'^(b)  und  der  durch  die  Gleichung  y  =  f(ai)  charakterisirten  Curve 
»egränzt  wird.  Mag  nun  diese  Curve  aus  einzelneu  Bögen  anderer 
Lrummer  Linien  zusammengesetzt,  oder  auch  durch  einen  völlig  will- 
[fihrlichcn  Zug  entstanden  sein,  so  hat  sie  doch  immer  eine  ganz  be- 
stimmte Fläche  und  ebendiese  ist  hier  die^  geometrische  Bedeutung  unsers 


f(a:)  da:  oder  /     ydx 


venn  wir,  um  den  Schein  einer  mathematischen  Ausdrückbarkeit  des 
f(x)  zu  vermeiden»  das  auf  irgend  welche  Weise  entstanden^  j/  an  die 
Steile  von  f(a:)  treten  lassen*). 

Es  giebt.ab^r  auch,  noch  andere  Fälle«  für  welche  F(b)'-F(a) 
^^^J   A^)|J^d.h.  von  ' 

a 

iL\m[d{f(a)+f(a~^ö)+f(a+28)+,..+f(a+n'^S)]] 

verschieden  ist,  un^d  zwar  sind  es  diejenigen,  indenen  eine  der  Funk- 
tionen F(a:)  oder  /(ar)  während  des  Inter^alles  a;=a  Vis  a:=6  diskon- 

Ünuirltch  wird.    Betrachten  i'wir  Zunächst  den  ersteh  FaO. 
1  *      >  ' ..  >....■  I ..■  •  - ■  ..' 

I.  Wenn  F(jr)  an  der  Stelle  x=  je,  wobei  6>x>a,'  eine  Un- 
terbrechung dpr  CoTftinuität  erleidet,  so  gehören  zu  o;  =3  x  zwef 
Werthe  von  r(a:),  wenn, ausserdem  j^dem  anderen  x  nur  ein  einziger 
Wiarth  von  F(a:)  entspricht.  Diese  beiden  Werthe  von  F(x)  kann  man 
diJ||i  F(k — 0)  und  F(x-fO)  bezeiehpeo  und  ms^n  deutet  damit  zugleich 
an,  dass  F(x--0)^der  letzte  unter  den  Werthen  von  F(a;)  ist,  welche 
dem  Intervalle  j:  =4.a  bis  j;  ==  k  angeb^en^t  und  der  zweite  die  neue 


..  *)Iji  4er  ma^hemeiischen  Physik  ist  nifui  sehr  häufig. tea  qinerisoklicfi 
allgemeineren  Anfitassnng  von  y=f(x)  und  ebenso  d^s  b^s^immten  Integralen 
^hitkydx  g^ihi^t/'z;  B.  wttmy^^f\x)  die  ursprAngiiche  (Sestalt  einer  lächwtri- 
Kennen  SaJIi^  oder  ^Me  ^rZeit  Niill^vorfiaiideRe  WArfHevertheiliing  in  dcii 
darch  die  AjN«lffften  buestiniiiiten iScbiffiteo^  «in^  Korjpefs .>f9iei<!fiiiej(v  i  ,.    .i  • 
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Reihe  vod  Werthen  eröffnet ,  die  dem  Intervalle  a  ss  k  bis  a;  =  t 
entspreclien.    Ist  nun  /f(x)  da:  ==  F(3r)  -f  C,  so  folgt  amgekehrt 


d.  i. 


1^  =  A.), 


Lim  F(a^  +  S)-F(a:)  ^  ^^^^ 


6 
Diese  Gleichung  erlaubt,  die  Beziehung 

aufzustellen,  worin  s  eine  nicht  näher  bekannte  Grösse  ist,  von  wel« 
eher  wir  aber  Das  wenigstens  wissen,  dass  sie  mit  d  gleichzeitig  Iris 
zur  Gränze  Null  abnehmen  muss.  Aus  der  vorigen  Gleichung  folgt  Don 

F(aj+8)^F(x)  =zöf(st)i-di 
und  wetin  man  x  ^:z  a,  a  +  S,  ä-i-2ö,.,.,a+n—ld  setzt; 

F(a  +  Ö)--F(a)  =ma)  +  Sh   " 

F(a+!2d)— F(a+d)  =V(«+d) +*^  -^ 

F(a  +  3d)— F(a  +  2d)  =dfia+'2S)+fiH 

'"     *  V        (B) 


worin  Bi^e^y*'»^,  verschiedene  Grössen  sind,  welche  dieii^lhen  Eigen- 
schaften wie  B  haben.  Daraus  schliesst  man  leicht,  dass  wenn  e'  die 
grusste  und  b"  die  kleinste  derselben  bezeichnet, 

K^dnB'i.  i.  <(6-a)«'        .       ' 
und  >fe6"d.  i.>(Ä— a)c«,  '^^ 

folglich  .  ' 

Lim  (dfi  +  d«i  +  dfs  + ...  +  df„)  =0 

ist,  so  dass  wir  bei  dem  nachherigen  Gränzenfibergauge  anf^e  e^  ,Cf  »••*<■ 
keine  Rücksicht  mehr  zu  nehmen  brauchen.  Nnü  durcBlIuft  ab^  in 
den  obigen  Gleichungen  x  das  Intervall  a  bis  a^-n— Id.md  zwar  io 
Sprüngen,  deren  jedesmalige  Weite  durch  d  gemessen  w||^.  Setzea 
wir  a+nS=^b  also  c+n— ld=Ä  — d  und  lassen  n  imeoi^lj^  wadweo 


na 

und  folglich  S  unauagesetEt  abnehmen,  so  nähert  «ich  die  Reihe  von 
Sprüngen ,  mittelst  deren  w  von  a  auf  b-^d  zunimmt ,  mehr  und  mehr 
einem  stetigen  Uebergange  von  a  nach  6  >  und  folglieh  kommt  unter 
den  Werthen  von  a:  auch  der  zwischen  a  und  b  liegende  Werth  x  vor, 
und  mithin  finden  sich  unter  den  Gleichungen  (5)  auch  zwei  auf  ein- 
ander folgende  von  der  Form 

F(x)  -  F(x  -  ^  =  A«-«)  +  u  )  ,6) 

wie  man  sogleich  übersieht,  wenn  man  »=kd  setzt.  Wollte  man  nun 
die  Gleichungen (5)  scUechthin  addiren,  so  würde  links F(ri-|-n — lS)—F(a) 
oder  ßlr  unendlich  abnehmende  S,  F(b)  —  F(a) herauskommen,  und  dabei 
setzt  man  stillschweigend  voraus,  dass  sich  F(a  +  i)  gegen  •—  F(a  +  S) , 
F(a+2d)  gegen  —F(a  + 2^)  etc.,  also  überhaupt  F(a:)  gegen 
•— F(a:)  hebe.  Das  ist  aber  nur  richtig,  sobald  F(a:)  einen  einzigen 
Werth,  falsch  dagegen,  wenn  es  für  irgend  einen  speziellen  Fall 
Ewei  verschiedene  Werthe  hat,  oder,  was  auch  dasselbe  ist,  an  einer 
bestimmten  Stelle  a:=K  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erlei- 
det. Denn  da  in  diesem  Falle  F(x  — 0)  und  F(ä+0)  von  einander 
verschieden  a^i,  so  wird  jetzt  F(x)-F(x)if=F(x— 0)  — F(x+0)  nicht 
mehr  Null.  Berücksichtigen  wir  nun,  dass  unter  den  Gleichungen  (5) 
die  beiden  unter  (6)  verzeichneten  d.  h. 

;  F(x-0)-F(x-Ä)=Ax-«)  +  «*. 
F(x+S)^F(7C+0)=f(x)  +  Bk+i 

Torkommen,  so  glebt  jetzt  die  Addition 

F(a  +  n^lS)  -  F(x  +  0)  +  F(x-O)  -  F(a) . 

=«[/*(fl)+A«  +  «)+A«+2a)+.-.+A«+^=i*)] 

cL  L  durch  Uebergang  zur  Grftnze 

F(6)-F(a)+F(x— 0)— F(ä  +  0) 

=Limp{/((i)  +  Aa+«)+Aa+2<y)+...+A«+^W))], 
d.  h.  mit  anderen  Worten,  es  ist  jetzt 

f(a:)dx  nich t  =F(b)  -  F(a) 

sondern  =  F(b)  -  F(a)  +  Lim  [F(x-e)  -^  F(x + $)] , 
i^robei  sfch   daä  Zeichen  Lim  auf  ein  bis  zur  Null  abnehmendes  s  be- 

8 


'f- 
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zieht*  Hieraus  folgt  sogleich  noch  das  allgemeinere  Theorem ;  Erleidet 
die  Funktion  F(a:)=iff{x)dx  an  den  zwischen  a  und  b  liegeoden 
Stellen  a;=a,/},y,...x  eine  Unterbrechung  der  Continuität«  so  ist 

J    f(x)da:  nicht  =F(b)-F(d), 

a 

sondern 

J    fia:)da:=F(b)-F(aHUm[F(u-B)-F(a+$)]7      (7) 

+ Lim  [F(ß  -  £) — F(ß  +  «)] + ...+Llin  [F(«-0-F(x+t)]N 
Hierzu  vrird  das  folgende  Beispiel  nicht  fiberflflssig  sein.    Es  ist 

-^^^  =  Arctanj^+a  (8) 

Nimmt  man  hier  a  =  i+c,  wo  c  eine  positive  Grosse  ist,  dann  az=Si 
unil  subtrahirt,  so  kommt 


/ 


/ 


Ifo 


dop  .     ,      1       Jt 

=  —  Arctan -j  * 


1       ^    # 
oder,  weil  Arctan  —  =  o  -^Arctan  c  ist, 
c         Ii 

r: 


523^+2=-^-^''=*'""')  ^^^ 


Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  ist  aber  leicht  zu  sehen,  denn  da 
Arctan  c  <  q  oder  höchstens  =  -^  ist,  so  fallt  -j —  Arctan  c  immer  ne- 
gativ aus,  wie  auch  die  vorhergehende  Form  zeigt,  und  folglich  wäre 
der  Werth  des  Integrales  negativ.    Nun  hat  man  aber  für  jedes  reelle 

a;,a;*+ 1^  2a:,   folglich  ganz   sicher  a?2+2>2ar  oder  ar*— 2ar+2>0 

d.  h.  positiv;  es  müsste  also  das  Integral  einer  stets  positiv  und  end- 
lich bleibenden  Funktion  eine  negative  Grösse  sein.  Aus  der  Gleicbm^ 
(9)  lässt  sich  aber  sogleich  das  richtige  Resultat  ableiten,  wenn  man 
bemerkt,  dass  die  Funktion 

F(a:)=  Arctan  | , 

welche  als  unbestimmtes  Integral  genommen  wurde,  an  der  innerhalb 
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des    Integrationsintenralles    1    bis    1-f  c   Begenden    Stelle  a:=l    eine 
ÜDterbrechung    der    Continmtät    erleidet,     indem    nämlich    F  (l — 0) 

=Lim  Arctan  j__x^_^  v  =  A'rctanoo  =+  -5 ,   dagegen  F  (1  -f  0)  =  Lim 

Arctan  |_/|  ,  ^x  =  Arctan  (— 00)=— ^  ist.    Die  rechte  Seite  von  (9) 
bedarf  daher  noch  der  Correktion  Lim  [F(l— «)  — F(l  +  6)]  d.  i. 

Lim  [Arctan  —  —  Arctan  —^  ]  =  2  Lim  Arctan  — 
=2  Arctan  QO  =  TT, 
und  jetzt  ergiebt  sich  aus  Nro.  (9) 

/l+o 
dx  n  __ 

0    a^-2a:+2=4+^^^^^"^' 

Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  ergiebt  sich  auch  dadurch ,  dass  man 
statt  der  Form  (8)  die  folgende  braucht: 


/ 


dsc 
o:*— 2^+2  =  ^"^^^^  ^'*'""  ^^  +  ^' 


woraus  man  den  Werlh  Arctan  c — Arctan (—1)  findet,    der  mit  dem 
vorigen  zusammenfiillt*). 

Ein  zweites  Beispiel  ist  das  folgende.    Man  hat 


/. 


dx  1a.         arsin-^      .  ^ 

r  Arctan  ^j — -— -7^+  C, 


1  —'Ix  cos  ^-\-x^      sin  d  1 — X  cos  -& 

und  mithin  fiir  x=zb  und  ^  =  —  6 

(10) 

/     dx  1    f  A     X         ftsin-^      ,    .     ^         Äsin-^    "| 

t/^    l-2acos^+.t2  =^S^L^'^*^"l-6cos^  +  ^'^^"  l  +  6cos^J- 


*)  'Ufan  sieht  hieraus,  dass  die  gewohnliche  Definition  des  bestininiten 
Integrales,  welche  dasselbe  als  die  Differenz  Fib^  —  Fia)  bezeichnet,  eine 
höchst  ansichere  ist,  da  sie  ganz  Terschiedene  Werthe  giebt,  jenachdem  man  für 
PQe)-=^ffix)dx  diese  oder  jene  Form  benutzt.  Diese  Unsicherheit  rührt  da- 
her, dass  man  die  beiden  extremen  Werthe  Fiß)  und  Fip)  durch  einen  Akt 
willköhrlichen  Setzens  zum  Vorschein  bringt,  oder  zwei  isolirte  Stellen  von 
F^X)  ans  dem  Verlaufe  der  Funktion  herausgreift,  unbekümmert  um  den  Ver- 
lauf selbst  swischän  diesen  Stellen ,  während  wir  dagegen  in  den  Gleichungen 
(5)  statt  eines  Sprunges  Ton  F(d)  auf  F(lif)  einen  stetigen   Uebergang  Ter- 

8* 
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Dieses  Resultat  Ist  aber  nur  so  lange  richtig,  ab 

^^^)=ihrfl;^^^^l~a;eos^ 

continuirlich  bleibt;  wird  nun  1 — ;rcos'&=0,  also  a;=sec^,  so  tritt  eine 
Discontinuität  in  F{x)  ein,  denn  filr  x=:sec^  ist 

F(x  — 0)  =  Lim  -T-^  Arctan  7-^^-7 ^-^ s 

^         ^  sin-^  1— (sec-^ — £)co6d 

1     T-      A    X      tan-^— asin^  1     a     *     /.^x 

^ii^'-^"^^^"^"        acos^        =:iiH^Arctan(.|-oo) 

sin 'S- *  2 
und  ebenso  für  negative 

F(*+0)=-4^Lim  Arctan  ^^"^+^«^°^  =     *     Arctan  (-00) 
in 


sin'^  2 
Für  6<sec'&  kommt  in  dem  Intervalle  :p:=-^&  bis  ar=-f(  der. 
Werth  orr^sec^  nicht  vor,  folglich  wird  dann  F(jx)  nicht  diskoDtinnir- 
lich  und  die  Gleichung  (10)  gilt  daher  nur  unter  der  Bedingung  A<sec^. 
Für  6>sec'^  dagegen  erleidet  F{x)  innerhalb  des  Intervalles  —  6  bi« 
-{■b  eine  Unterbrechung  der  Continuität  und  folglich  bedarf  es  dalio 
noch  der  Addition  von 

Lim[F(K-f)— F(x+»)]=F(k— 0)-F(ä+0; 


—  sin^' 
so  dass  es  also  für  6>sec'&  heissen  muss : 

dx 


f 


_j  1 — 'ixcosö'+ar* 


^(11) 


mittelt  haben.  Beides  kommt  nan  hei  einer  continuurlichen  Fiuklloii  anf  Dii' 
selbe  hinaas,  weil  man  hier  aaf  ananterbrochenem  Pfade  dem  Spraoge  steh* 
lanfeo  kann ,  bei  einer  diskontinuirlichen  Funktion  dagegen  gräbt  es  gar  keil« 
Uebergang  von  F{a)  nach  F(fi) ,  beide  sind  nicht  Stellen  eines  nnd  desselbtf 
Weges,  sondern  Töiiig  getrennter  Pfade.  Beachtet  man  dieas nicht«  s*  Ttr- 
wickelt  man  sich  leicht  in  die  gröbsten  Widersprndie. 


hSsst  man  6  ins  Unendliche  zunehmen,  «o  ist  die  genannte  Bedin- 
ig  immer  erfällt,  und  man  bat 


/' 


cte  »  (12) 


-_^    1— 2a:eos^+a:*      sin'^ 

eh  hier  iSsst  sich  leicht  eine  Controle  anstellen,  sobald  man  ßir 
x)  eine  Form  braucht^  welche  keiner  Diskontinuität  unterworfen  ist, 
nlich  die  folgende ; 


/t 


das  1     A    X     «— 'cos-^  ,  ^ 

i  =  n7rft:Arctan       .  ^     +  C. 


1— 2arcos^+ar*      sin'^  sin'^ 

in  erhält  dann  auf  alle  Fälle   ^ 
r*  dx  1     Ta    A     Ä  — cos-»  ,    .     .      Ä  +  cos^"| 

d  die  Uebereinstimmung'  dieser  Pormel  riiit  denen  in  (10)  und  (11) 
st  sich  jetzt  leicht  dadurch  nachweisen,  dass  man  in  jeder  der  drei 
dchuttgen  die  beiden  darin  vorkommenden  BOgen  mittelst  der  Formeln 

Arctan « — Arctan  /3 = Arctan  j^;^ » 
Arctana+Arctani3=Arctanjp— ^,  fär  a/J<l 

:=:^- Arctan  ^^^  >  fär  «1S>1 
einen  einzigen  Bogen  zusammenzieht.    Man  findet  so: 

dx 

_^  1— 2a:cos^  +  a:2 

1     .     .     26  sin'»  AfÄ^i 

=  Si^[''-^'^*^"^^]'  -*^* 

Ein  drittes  nicht  weniger  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  das 
^al 

/»TT        , 

/       sinjr   , 
cj        cos '07 

tn  erhält  nämlicli  zuerst  durch  unbestimmte  Integration 
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dx=i +  C 

cosar  ' 


und  daraus  scheint  zu  folgen 
sino; 


/ 


1 


«— ctr== TZ  := — 2> 

cos^o;  cos^      cosU 


sin  x 
was  aber  offenbar  unrichtig  ist,  weil  die  Funktion  ^^^^^J '^'ou  a:=0  bisar:=« 

positiv  bleibt  und  mithin  auch  ein  positives  Integral  haben  muss.    Da 

nun an  der  Stellea:=ö unstetig   wird,    indem    hier   die  Funktion 

cos^  ^  .^. 

aus  +  x  nach  —  ^   überspringt,  so  bedarf  es  noch  der  Addition  von 
LimT Tz: c -7Z c    I^^^STe^«^' 


Lcos(^-a)      eosg  +  a)J 


und  mhhthi  ist 

^  sin  o?    , 
cos^o: 


/" 


Von  der  Richtigkeit  dieses  Resultates  überzeugt  man  sich  leicht  durch 
die  Bemerkung,  dass  die  Funktion  - — 2^von^=  ^  bisa?=9r  ganz  die- 
selben Werthe  annimmt,  wie  von  j;=0  bis  a:=  -^^  ^*s®   folglich  die 

•  durch  die  Gleichung 

_   sino? 
^      css^ar 

repräsentirte  Curve  innerhalb  des  Intervailes  0  bis  n  aus  zwei  con- 
gruenten  positiven    Zweigen  besteht.     Ihre   Fläche    ist  demnach  das 

Doppelte  von  derjenigen,  weiche  über  der  Abscisse-Q  steht,  oder  man 
hat 


r^  smx    ^        ,.    P^  sino?     ' 


und  daraus  ergiebt  sich  derselbe  Werth  wie  oben. 

IL    Wenq  zweitens  f(x)  innerhalb  des  Intervailes  a:=a  bis  j;=-( 
eine  Unterbrechung  der   Gontinuität  erleidet,   so  müssen  wir  uns  vor 
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Allem  über  die  Bedeutung. verständigen,  welche  jetzt  dem  Ausdrucke 

f{x)  dx 


jr^ 


zugeschrieben  werden  soll.  Denm findet  jene  Unterbrechung  bei  ;r=» 
statt,  so  kommt  in  der  Reihe 

auch  das  Glied  f{%)  vor,  sobald  a+  kS=^%  gesetzt  wird,  und  da 
fragt  sich  nun,  welcher  von  den  beiden  dieser  Funktion  zukommenden 
Werthen  jsu  nehmen  sei.  Hietauf  ist  die  Antwort  leicht,  sobald  man 
sich  das  Integral  in  zwei  and^  zerlegt  denkt,   wielche  die  Intervalle 

a  bis  X  und  %  bis  b  umfassen.     Für =  dund =d'  ist  nämlich 

r  n  n 

dann 


J     nx)dx-\-f'f{x)dx 


4em  Gränzwerthe  von 

«[/"(«) +A«  +  ^)+A«4  2Ö)  +  ...+/(o  +  n"=l^] 

gleich  und  hier  wollen  wir  f{a-\-n — ld)=/*(x— ^  und  das  folgende 
f{x)  dadurch  unterscheiden,  dass  wir  Lim/*(x— d)  =  /'(x— 0)  und  /"(x) 
far/(x  +  0)  rechnen,  also  von  den  zwei  Werthen,  welche  /(x)  besitzt, 
den  ersten  für  den  Endwerth  der  ersten,  und  den  zw^en  für  den 
Anfangswerth  der  zweiten  Reihe  ansehen.  Mit  anderen  Worten,  wir 
schreiben  statt  der  vorigen  Zerlegung  die  folgende 


f{x)dx-\-J      f{x)dx 

«  x  +  o 


x  +  f 

wobei  €  und  s'  zwei  bis  zur  Gränze  Null  abnehmende  Grössen  bedeu- 
ten. Da  nun  f{pc)  hier  continuirlich  bleibt,  einerseits  zwischen  a  und 
X — £,  andererseits  zwischen  x  +  a'  und  6,  so  können  wir  für  ff{x)dx 
^rF(x)+  C,  vorausgesetzt,  dass  fiir  F(x)  keine  diskontinuirlich  wer- 
dende Form  genommen  wird. 
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f(x)dx= F(x  _  «) — F(a) , 


/' 


-  / 

setzen  >  und  dann  ist 

a 
Es  findet  also  hier  eine  ganz  ähnUche  Differenz  zwischen  den  beiden 
Anffassungsweisen  des  bestimmten  Intigrales  statt,  wie  vorhin.    Wird 
überhaupt /"(^r)  an  den  zwischen  a  und  b  liegenden  Stellen  a,/J,y,...» 
ciiskontinuirlich,  so  ist 

Aa:)rf^=F(6)^F(a)+Lira[F(«-e)-F(«+  O]  )  (U) 

+  Lim[FQ3-^)-FQ3+V)]  +  ...+Lim[F(x-9)-F(x  +  ^0]    ' 
wobei   t,t' yfi^ri' ^...QyQ'    sämmtlich   Grössen  bezeichnen,  die   bis  xnr 
Null  zu  vermindern  sind. 

'  Man  wird  leicht  bemerken,  dass  die  Werthe  solcher  Integrale, 

n  denen  f{x)  dine  oder  mehrere  Unterbrechungen  der   Stetigkeit  er- 

K    leidet,  im  Allgemeinen  vieldeutig  sind.  So  ist  z.  B*  für  f{3c)  ;=3-*9aba 

F(a?)=i/(^^,  wo  nun  f{x)  an  der  Stelle  Null  diskontinuirlich  wird. 


/" 


€ 


^=  4 /(6«)-i/(-6)a)+Lim{U((-s)^-U(€'^J 


X 


=  äLim/(py 


und  da  b  und  b'   bis  zur  Gränze  Null  abnehmen,    ohne  dass  ein  be- 
stimmter Zusammenhang  zwischen  beiden  statt  findet,   so  wird -7=0 

d.  h.  völlig  unbestimmt.  Setzt  man  dagegen  «'=€ und  ebenso  iy'=iy,...^'=^> 
so  fallt  diese  Unbestimmtheit  weg  und  wir  nennen  dann     • 

F(Ä)— F(a)  +  Lim[F(a— 6)-  F(a+  €)] 

(  +  Lim[F0J-£)]-F(i3+a)]  +  ...  +  Lim[F(x-f)-F(x+6)] 

den  Hauptwerth  des  zwischen  den  Gränzeu  a  und  b  genommenen  Inte- 
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grales  von  f(x)das.  Dabei  ist  statt  i7,o.^Jminer  •  geschrieben  worden, 
weil  alle  jene  Grossen  uBendlich  abnelimende  sind  und  bei  der  Will- 
kührlichkeit  dieser  Abnahme  nichts  auf  ihre  Bezeichnung  ankommt. 


Singulare  fVerthe  bestimmter  Integrale. 

Es  enthalte  ein  bestimmtes  Integral  eine  willkuhrliche  Constante 
r,  sei  also  von  der  FocAi      vjni) 

f(x,r)dx. 


r 


80  ist  der  Werth  desselben  offenbar  von  r  abhängig;  man  darr  aber 
hieraus  nicht  schliessen,  dass,  wenn  r  einen  speziellen  Werth  q  be- 
kommt, fär  welchen  f(a!,r)s=iO  wird,  auch  noth wendig  das  ganze  In- 
iegFal  veiCKihwinden  mässe«    Denn  das  obige  Integral  ist  gleich 

Lim[«|/(a,r)+>(a  +  d,r)+/ra+M>)  +  .. 

und  hier  erhellt  nun  Folgendes.    AnnuUirt  sich  f(x,r)   för  r=^  und 
jedes  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  b  enthaltene  x,  so  verschwinden  * 
alle  Glieder  der  vorstehenden  Reihe,  und  man  hat  dann  allerdings 

/•(ar,^)<2ar=Lim[«.0]=0. 

Giebf  es  dagegen  zwischen  a  und  b  einen  Werth  £  von  x  der  Art»  dass 
fi^yQ)  nicht  =0,  sondern  unbestimmt  oder  gar  unendlich  wird,  so 
verschwinden  nicht  alle  Glieder  der  vorigen  Reihe  und  es  bleibt 

^h 

f{x,q)dx=UmW{^,q)^ 


r> 


r 


wo  nun  nicht  behauptet  werden  darf^  dass  sich  die  rechte  8eite  annul- 
lire.  Im  Gegentheile  kaon  das  Integral  dann  noch  einen  bestimmten 
Werth  haben,  welchen  man  den  singulären  Werth  des  bestimmten 
Integrales  nennt 
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Ein  solcher  singuiärer  Werth  tritt  z.  B^bei  dem  Integrale 


/ 


rdx 


ein,  wenn  r=0  genommen  wird,  denn  hier  giebt  es  ein  System  von 

T 

Werthen,  für  welche  die  Funktion -«-7 — «  ni<^^t   verscbwindet,    nämlich 
r =0,^^=0,  wobei  der  letzte  Fall  in  dem  Integrationsintervalle  —6 


*   bis  b  enthalten  ist«    Nun  hat  man  aber 

f  ;^=Arctan  *-ÄrctAn(-  ^) 

—  6 

=  2  Arctan  —  , 
r 

und  folglich  ist  der  dem  Falle  r=0  entsprechende  singaläre  Werth 
des  Integrales : 

"^  =2ArctanQo=^. 

Eine  zweite  Art  singuiärer  Werthe  entsteht  häufig  dadurch,  dass 
man  die  Integrationsgränzen  einander  unendlich  nahe  kommen  lässt 
Steht  nämlich  ein  Integral  unter  der  Form  : 


f(x,r)dx 


so  ist  bekanntlich  sein  Werth  durch 

rf(a  +  Xr,T)  ,  1>A>0 

%  ausdruckbar.  Wenn  nun  r  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt,  so  kann  ott 
der  Fall  vorkommen,,  dass  f(a  +  kr,r)  beim  Uebergange  in  /"(a^O)  un- 
endlich und  folglich 

Um  /  fix  ,r)dx=0. 


.X 


wird,  und  diess  kann  eine  Ausnahme  von  der  Regel  bilden,  dass  der 
Werth  eines  zwischen  gleichen  Integrationsgränzen  genommeneo  Inte- 
grales Null  ist.    So  verschwindet  z.  B.  das  Integral 


/ 


^    rda: 
r«+.T« 
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nicht  föv  r=0;  denn  man  hat 

/-s-7—  ö = Arctan  -7=  —  ArctanO, 
und  folglich  &it  r=:0 

.   :  0  ... 

'     Ein'  sweite»  Beispiel  hierzu  liefert  das  Integral 


fr. 


dx 


Für  o:  =:r  cos  ti  giebt  nämlich  die  unbestimmte  Integration 

/dx  r«     __   r_Au__ 

= -;^  Arctan  (^). 
mithin,  weil  aus  cos  u=  —folgt  tan  t<=.l > 

und  \ 

tiiid  da  der  Werth  des  Integrales  von  r  unabhängig  ist^  so  wird  auch 
fät  Uliendlich  abnehmende  r  ..  , 


..       p^      dx  r« 


TT 

2V^f* 


Diese  Beispiele  werden  hinreichend  das  Vorkommen  singulärer 
Werthe  erläutern^  und  eniiahnen  zueiner  gewissen  Vorsicht  bei  allen  die 
Theorie  bestimmter  Integrale  betreffenden  Untersuchungen. 


8  26. 
Tramfarmatianen  bestbmmier  InUgrtde. 

Em  sind  hauptsächlich  dr«  Umwandlongeo ,  denen  bestimmte  In- 
tegrale nntemorfen  werden  können,  nämlieh  die  der  Einfahrung  emer 
neneo  Variabein ,  der  Zerfölhing  des  Integrationräitervalles  nnd  der  Ad- 
wenduDg  von  Differenziation  nnd  Integration  in  Bezug  auf  äne  im  In- 
tegrale vorkommende  arbiträre  Constante. 

I.  Die  erste  dieser  Transformationen  besteht  darin,  dass  man 
In  einem  Integrale  von  der  Form 


r 


statt  9>(ar)  einen  einzigen  Buchstaben  schreibt,  und  diese  neue  Grosse 
als  unabhängige  Variabele  ansieht.  Es  folgt  daraus  ganz  wie  im  §.  3. 
no,  4.  far  g)(ar)  =  2;  ,  ar  =  i\f{t)  mithin  fl(p{a:)\dx  =  f{%)^{t)dt. 
Wenn  nun  ferner  x  den  Werth  a  erhalten  hat,  so  ist  9  =  9(0)  ge- 
wordelb  und  ebenso  entspricht  demWerthe  a;=6  der  Werth  2=9^(6). 
Daher  ist  jetzt 

fl9i^)\dx  -J  f(x)i,' (z)dz.  0) 

a  y(a) 

wobei  man  rechts  auch  wieder  o?  für  z  schreiben  könnt«,  da»  wie  leidit 
zu  sehen,  in  einem  bestimmten  Integrale  nichtl  avf  die  Bezeich- 
nung der  Variabein  ankommt,  nach  welcher  integrirt  wird. 

Für  q>{x)  =  hx-{'k  ergiebt  sich  beispielsweis 

f{hx\h)äx  =  j  /  /•(!)&  (2) 

und  noch  spezieller  (lirA—— 1^A!=:0,  wenn  x  f&r  .;t^g0schrldieD 
wird. 


nf{-x)dx  =  ---C  flx)dx. 
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8clireibt  man  iinl» 

—  r^f{-x)dx  (^rr^fi—x)  dx 

h  a 

und  darauf  die  Gleichung  sellMst  in  umgekehrter  Ordnung,  so  hat  man 
den  sehr  häufig  anwendbaren  Satz: 

J'jU  dx  t=y*  V(-^)^-  (3) 

Ffir  a  s=  0 »  A  =  1  ergiebt  sich  noch  aus  no.  (2) 


r}tz)dt  =  hr^f{hx\k)dx 


(4) 


*  0 

und,  wenn  4  =  «  ,  A  =  /3 — «  gesetzt  wird, 

f%)d:Lz:ii^-u)J'^f\a\{^^a)x'\dx. 

c        ■  0 

Nicht  ohne  Interesse  ist  hier  noch  die  Substitution 

Es  folgt  daraus  zunächst  ^ 

und  wenn  ferqer  x  die  Werthe  0  und  1  angeuommen  bat,  ist  ^  =s^  0 
und  y  r=:  ||.  sr  X  geworden,  -  So  wird  dann  aus  (4) 

a  O 

und  der  Sinn  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  ist,  dass  sich  jedes  be- 
stimmte Integral  mit  beliebigen  endlichen  Gränzen  in  ein  anderes  ver- 
wandeln lässt,  welches  entweder  die  Integrationsg^nzen  0  und  1  oder 
0  und  X  besitzt. 

IL  Während  die  so  eben,  behandelte  Transformationsmethede 
nur  in  der  durch  die  Existenz  von  Integrationsgrinzen  bedingten  Mo- 
difikation eines  auch  auf  unbestimmle  Integrale  anwendbaren  Verfahrens 
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war«  ist  die  zweite  Art  von  Umwandlungen  den  bestimmten  Integralen 
eigenthümiich ;  sie  beruht  nämlich  auf  dem  Satze  dass  für  a<<x<|3<y 

■Mb 

a  a  a  /3 

•...  -^  Pf(x)dx 

X 

ist  und  besteht  in  einer  Verbinduiig  desselben  mit  mehrfacher  Anwen- 
dung von  Substitutionen.  Das  allgemeine  iSchema  derselben  ist  folgen- 
des.   Man  betrachte  das  Integral 

/    f{x)dx 

u^  setze  voraus,  dass  c  nächst  grösser  ist  als  das  9tfache  einer  klei- 
nere^ GrQsuie  kf  dass  man  also  c  'z=z  nk-\-r  setzen  feano«  wo  n  eine 
ganze  positive  Zahl  und  r  einen  Rest  <A:  bezeichnet.    Es  ist  dann 

I    f{x)  da:  =1  I  f{x)  dx 

O  0 

pk  p%k  pzk  /»4Jfc 

=^    f(x)(L€  +J    f(x)dx  +J    f(x)dx +J    f(x)dx+... 
'".+  J  f{x)dx  +   /  f(x)dx. 

(it-ii*  nk 

Nun  setze  man  im  ersten  Integrale  x  :^  x,  im  zweiten  :r  =±  ^  -f  2; 
im  dritten  x  =  2^+2,  .....  im  niQW.  x  =  (n^-rl)  Ä^+*  und  im  letzten 
X  ^=  nk  \-Zy  so  erhält  man  sogleich 

/nki-r 
nx)dx 

o 
O  Ü  0 

....  +   f  /"(^^TA  +  j)*  +f'f(nk+x)dz 

o  o 

und  hier  lassen  sich  die  n  ersten  Integrale  wegen  der  gleichen  Inte- 
grationsgränzen  in  ein  einziges  zusammenziehen.  Schreibt  man  noch 
X  für  t,  so  ist  jetzt  ^ 
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\J\nk\x)dx>  (6) 


also  das  Integral  auf  zwei  andere  von  kleineren  Integrationsintervallen 
zurückgeführt.  Man  kann  diese  Reduktion  aber  noch  weiter  treiben, 
denn  es  ist 

C^ F{x)dx  =  f'^F(x)\ilx    f^ F{x)dx 

o  ö  ih 

und  wenn  im  ersten  Integrale  rechts  x  ^=.  z,  im  zweiten  o:  =  k  —  % 
gesetzt  wird  . 

C^F{x)dx^r^^F{i)dz  ^C'^Fik-^di)!. 

o  o  i* 

Kehrt  man  im  zweiten  Integrale  rechts  die  IntegrationsgrSnzSn  um,  so 
wird  dasselbe  wieder  positiv,  und  schreibt  man  jetzt  x  für  2,  so  !st 

r^F{x)  dx  ^r\F(x)  +  F(k  -  x)]  ilx.  (7) 

0  o 

Diess  iSsst  sich  sogleich  auf  die  Formel  (6)  für  F(x)=  f(x)+f{k-t^x) 
+  /^(2Ä+a?)  +  .,.+/X« — Ik+x)  anwenden  und  giebt  dann: 

/nk^r 
f{x)dx 

=  ^'m^nnk-x)^-f{k^rx)^-f{u^x)^f^lk^•x)^r^\  ^^^ 
'        —  rr  \ 

+...f(n—lk+x)+f(nk-xy\dx-{'f    f{nk-\-x)tlx      ] 

o 

Hieraus  folgt  z.  B.  für  k  =  «,  f{x)  =  q>(ßm^x)i 

I  <p{s\u^x)dx  =  2n  I     q>(sin^x)dx  +    /     g)(sin*a:)ciar, 

o  00 

indem  hier  f(k)  =  f(k-x)  =  f(k  +  x)  =  f&k—x)  ....  wird. 

Eine  häuflg   vorkommende  Anwendung    dieser  Transformations- 
methode ist  die  folgend^.  'JMan  hat 

J'}(x)dx  =J'*f{x)flx  \fmdx. 


128 

und  wenn  man  ffir  das  erste  Integral  rechts  d\%  Formel  (3)  fiir  a  =:  ci 
6=0  benutzt 

-CO  o 

d.  i. 

f)lt)dx  =y  '[/(-ar)+A^)]  dx.  (9) 

—  0  0 

Daraus  erhftit  man  z.  B. 

r}lx)dx  =  1Jf{x)dx  oder  =  0, 

—  ü  -0 

jenachdem  f(x)  die  Eigenschaften  /(— ^)=A+^)  oder/'(-ar)=— /'(+ar) 
besitzt.  Der  erste  Fall  hiervon,  würde  z.B.  auf  die  Form  f(x):=:^fp{x')n 
der  zweite  auf  f(x)  =  xq>{x^  passen. 

Ilf    Enthält  ein  Integral  eine  willkührliche  Constante  r^  Utes 
abo  von  der  Form 

R  ^J    f(x.T)dx, 

a 

WO  wir  der  Einfachheit  wegen  a  und  b  als  unabhängig  von  r  voraus- 
setzen^ und  bleibt  femer  f"r(r,x)  stetig  und  endlich  von  x  -^  a  Us 
X  =:  b,  80  haben  wir  bekanntlich 

a 

Es  kann  nun  leicht  sein,  dass  das  neue  Integral  auf  der  rechten  Seite 

so  einfach  aui^faUt«  dass  man  seinen  Werth  unmittelbar  bestimmen  kann. 

Heisst  q>(r)  derselbe,  so  wird  jetzt 

die  /  V 

-^=9.(r) 

und  miäiin 

R  —fq>{r)dT  +   C, 

wo  man  nun  die  Constante  C  noch  zu  bestimmen  hat;  diess  ist  in  den 
Fällen  nicht  schwer,  wo  es  einen  speziellen  Werth  von  r  giebt,  liir 
welchen  f(x,r)  und  zugleich  das  Integral  davon« (12)  verschwindet. —  Ent- 
hält das  gegebene  Integral  von  Hause  aus  keine  willkührliche  Constante, 
so  trägt  man  willkührlich  eine  solche  hineiii  und  verallgemeinert  es  auf 


diese  Weise.    Das  Technische  des  Verrahrens  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen.  " 

Verlsmgte  man  den  Werth  des  Integrales 

/^  Arctanar       dx  .|^. 

o 

SO  betrachte  man  das  allgemeinere 

^  /**Arctanr^        ilx 

Hier  giebt  die  partielle  Differenziation  nach  r: 
dR        /"^         1  dx 

o 

nnd  wenn  man  jr  =  sinf  setzt,  -  -. 

dR  _  f^^        dt  ^  n         1 

rfr      J       l  +  r«sin2«       2  VT+7*' 

wie  man  mittelst  der  Formeln    des  §.  18.  auf  der  Stelle   findet.     Es  ist 
nnn  Veiter 


Aus  der  urspraoglichen  Bedeutung  des  R  ersiebt  man  aber  obne  Mühe, 
dass  für  r  =  0  auch  12  =  0  wird ,  und  mithin  muss  auch 


(für  r  =  0) 


sein.     Durch  Subtraktion   dieser  Gleichung   von    der    vorhergehenden 
nird  jetzt 


und  mithin 


o  ■ 

/*  Arctanrd?       dx       n    P^       dr 
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Daher  ist  jetzt  das  ursprfingliche  Integral: 

^  /*^Arctana?        dx        _7r    /*i      dr 

und  damit  hat  man  das  gegebene  Integral  aus  einer  ^  transcendenten 
Form  in  eine  algebraische  gebracht.  Diess  ist  immer  ein  Vortheil,  auch 
wenn  man  nichts  wie  zufällig  hier,  die  Integration  nach  r  ausführen  kann. 

Ein  coraplizirteres  Beispiel ^  welches  später  kommenden  Entwik- 
kelungen  zufolge  eine  wichtige  geometrische  Bedeutung  besitzt,  bildet 
die  Transformation  des  Integrales: 

/p        1—0?^         /  rÜ2^  dx  ai) 

worin  a  und  ß  ächte  Brüche  sind.  Dasselbe  ist  ein  spezieller  Fall  des 
folgenden  allgemeineren : 

J      \f(x^-a^)(ß^-'X^    X.i^rxJ 

und  hier  giebt  die  Differenziation  nach  r: 

1  —  :r«  2xdx 


dR_  Pi 
dr^J 


V  (a:»-a«)(iS«-a?*)   1  — r«a?«' 


Setzt  man  nun^  =  y,  also  ^xdx  =  rfy  ,  a*  =  a  ,  /5*  =  6,  so  gehj 
das  Integral  in 

dR^   f^  \--y  dy 

dr      y     l-»^y  V(y-a)(6-y) 

über,  wofür  man  wegen 

i_^2y  -  is  L    n^^^^J 

auch  die  folgende  Zerfallung  eintreten  lassen  kann: 

rfÄ_J[    P^  dy      ^IzZll  r^ ^y 

dr       T^J      V(y^a)ib-y)  "^      ^W    (l-^)V(y--a)(6-y)' 

Um  nun  das  Radikal  wegzuschaffen,  substituiren  wir 
y  =  «(6+a)  — i(6— a)cosM, 


wodurch 


folglich 
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y  — a  =  4(6— ii)(l  —  coBu), 
b — y  =  4  (6  —  a)  (1  +  cos  w) ; 


^iy  —  ö)  (^ — y)  =  i(Ä-T-a)sinM 
wird.    Ferner  haben  wir  dy  =  ^6 — a)8\nudUf  mithin 


d/y 


-  ==  du. 


V(y-a)(6~3^) 

Wenn  femer  y  die  Werthe  a  und  h  angenommen  hat,  ist  entsprechend 
costf  =  1  und  cosu  = — 1,  d.  h.  tc=rO  und  ti=7r  gtwi^den^und  nach 
allen  diesen  Substitutionen  wird  jetzt 

dr  ~  T^J         "^         T^    J      l-i(6+a)r2  +  4(6— a)r*co8V*^' 

O  0 

.  *■ 

Die  Ausfuhrung  beider  Integrationen  ist  nicht  schwer,  sobald  man  die 
Formel 


j        Ä  + 


du  n 


*  cos  M        V  (A— Ä)  (A+*) 

'  ■  .* 

in  Anwendung  bringt,  .und  man  erhält  so 

dR__  n  1 — r^ n^ 

oder  unter  Berücksichtigung  der  Werthe  von  a  und  6, 

C^Ä  ^   TT 


^       L      J^(l  -  «V«)  (l-/32r«)  J  r^ 
Hieraus  ergiebt  sich  nun  sogleich  ^■ 


rfr 


Jt  L  ^    V(i— «%'2)(i-iSV^)J  »-^ 

Ans  der  ursprunglichen  iB^deutung  von  R  geht  aber  hervor,  dass  sich 
R  mit  r  gleichzeitig  annulliren  muss ;  man  kann  daher  zu  der  vorste- 

9*  • 


^\ 


132 

heiiden  Gleichung  noch  eine  zweite  hinzusetzen,  deren  linke  Seite  die 
Null  und  auf  deren  rechter  Seite  nach  geschehener  Integration  r  =  0 
zu  nehmen  ist.  Subtrahirt  man  diese  zweite  Gleichung  von  der  vori- 
gen ,  so  hat  man  nach  einer  Eigenschaft  des  bestimmten  Integrales 

R     r=     7t     f"  ^"^ 

J      L        V(l-«V»)(l-jS«ra)J  »•* 

Nimmt  man  endlich  r  =  1,  so  geht  R  in  das  gegebene  Integral  (11) 
ii))er,  und  es  ist  dann 


J      V(ar«-««)(/S«-a:*)      Vi— .r^  , 


V(l— ««r*)(l— /»«r«) 

+ »  /*Ti ?^ ^1  -*" 


(12) 


Da  wir  a  und  ß  als  ächte  Bruche  vorausgesetzt  haben;  so  hat  es  jetzt 
keine  Schwierigkeit»  die  beiden  unter  algebraischer  Form  stehenden 
Integrale  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln.     . 


.     §27. 
Bestimmte  Doppelintegrale  mit  Constanten  Gränzen. 

Die  dritte  unter  den  vorhin  entwickelten  Transformationsmetho- 
den  führt  unter  Anwendung  einer  kleinen  Modifikation  zu  einem  für  die 
Theorie  bestimmter  Integrale  sehr  wichti^nn  Theoreme.  Bleibt  nSm- 
lieh  f''r(a:,r)  stetig  und  endlichvon  j:  =:  a  bis  or  =  6»  fit  ist 

folglich  durch  Multiplikation  mit  dr  und  nachherige  Integration  in  Be- 
'  IBiig  auf  r  , 
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a  «  ^ 

Setzen  wir  .hier  r  =  ß,  r  =  a  uild  subtrahiren  die  so  eiitäteliendeD 
Gleichungen  von  einander »  so  wird 

a  a  a  a 

oder 

f'da:[na:,ß)-nx.a)]  =f^drf'[^^^  dx     (I) 

•  a  a 

und  <liess  ist  eigentlich  nichts  Anderes  als  der  allgemeine  Ausdruck 
der  im  vorigen  Paragraphen  unter  no.  3.  angegebenen  Transformations- 
methode.   Setzen  wir  weiter 

so  folgt 

f{X,T)  =  fq>{x,T)dT  +  C, 

wobei  X  lils  constant  in  Bezug  auf  die  nach  r  vorzunehmende  Integra- 
tion angesehen  wird,  und  wenn  nun  fpipo^r)  für  alle  r  von  r  =  a  bis 
r  =1  ß  endlich  und  stetig  bleibt,  so  ist  jetzt 

a 

* 

und  wenn  diess  In  die  Gleichung  (1)  substituirt  wird,  so  ergiebt  sich 
I     dx  I     q>(x,r)dr  =  /     dr   i     f(x,r)dx, 

a       -         a  a  a 

d.  h.  wenn  zwei  Integratic^lln  in  Beziehung  auf  zwei  von  einander  un- 
abhängige t%riabeln  zu  verrichten  siqi^»  so  bleibt  die  Anordnung,  hin- 
sichtlich der  Aafeinanderfolge  dieser  Integrationen  der  Willkühr  über- 
lassen. Zugleich  gilt  jede  Veränderliche  als  Constante  för  die  Inte- 
gration in  Beziehung  .^uf  die  an4#e  Varhibele.  Man  darf  aber  nicht 
übersehen,  dass  ^r  noch  /"r(ar,r)  d.  h.  g)'r(a:,r)  endlich  und  stetig 
bleiben  muss  von  a:  =  a  bis  a?  =  6  und  ebenso  g)(a:,r)  von  r  =  « 
bis  r  :=  j3;  die  erste  von  diesen  Bedingungen  ist  aber  erfüllt,  wenn 
q>{x,r)  von  :r  =  a  bis  ;i;  =  6  stet%  un^ endlich  bleibt,  weil  die  DiC- 
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ferenziation  in  (p'r(x,r)  nicht  nach  dem  hier  in  Frage  vkommenden  x 
geschieht  und  daher  kann  man  sagen :  vBleibt  q>(k,Q  eudttch  und  con- 
tinuirlich  für  all«  Paare  voft  Werthen»  weiche  man  willkührlich  aus 
den  Intervallen  4?  =  a  bis  x  :=z  b  und  §  =  a  bis  §  =  /?  herausgrei« 
fen  kann^  so  ist 


f'  dxf\(x,\)d%  ^fU%J\(x,\)dx 


(3) 


Dieser  Satz  bildet  ein  Hauptmittel  zur  Transformation  doppelter  Inte- 
grale^ lässt  sich  aber  auch  als  ein  Instrument  zur  Entdeckung  der  ver- 
schiedensten Integralformeln  benutzen ,  sobald  man  die  Funktion  fp{x^ 
so  wählte  dass  man  bei  der  einen  Anordnung  der  Integrationen  nur 
die  eine  Integration^  bei  der  anderen  dagegen  beide  Integrationen  aus 
führen  kann.    So  ist,  z.  B.  für  # 

9>(^>ö  =  e~'^sina: 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (3) : 

/      dx    I      e-*^sina;cZ|  =  /      dxAvkxj      er*^d\ 


=/ 


dx  sm  X  — 

X 


und  die  rechte  itit  Hülfe  von  Formel  (8)  §  20  für  a  =  | ,  6  =  1 
d^  I      e-'^Änxdx  =  /      dl  j-jTEi  ===2  ' 

o  .0  o 

mithin  durch  Vergleichung  beider  Resultate: 

Eis  lässt  sich  diese  Formel  durch  die  Substitution  or  =  cS^  noch  etwas 
verailgemeinem ;  man  erhält  nämlich 

/^'sincz    ,         TT    .  *  xjv 

—  .dz  =  ^,       ^  (4) 

0 

wobei  aber  c  eine  positive  endliche  Grosse  sein  muss,  da  sonst  die 
Integrationsgränzen  für  z  nicht  dieselben  sein  würden  wie  die  früheren 
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Ein  zwMtes  bemerk»nswertb6fl  Beispiel  ist  das  folgende ,  worin 
ADwen42dlg  des  obigen  Prinzips  unter  ^twas  anderer  Form  geschieht, 
sei  der  unbekannte  Werth  des  Integrales  ^ 

C'^e^dt^Ky  (5) 

o 

»ei  jedenfalls  K  eine  endliche  Grösse  ist,  weil  die  Funktion  e~<* 
eher  als  e"^  abnimmt  und  mithin 


/      c-«*  rff  <  /      e-Hi  d.  I.  <  1 


1  muss.    Setzt  man  in  der  Gleichung  (5)  f  =  Vr^.;r,  wobei  Vr" 
positiv  angesehen  wird,  so  folgt 


r^^  A'^dx^K^y       .  (6) 


lieh  auch    durch  Multiplikation  mit  e^^dr  und  Integration  nach  r 
sehen  den  Gränzen  r  =  0  ,  r  =  oo 

o  o  o 

die  linke  Seite  kann  man,  weil  e"^  constant  für  die  nach  x  zu  ver« 
itende  Integration  ist. 


/**/' 


c-r(H*')Är 


reiben,  und  hier,  die  Integrationsordnung  umkehren,  wodurch  man 
llt: 

1  nach  D^.  (7):  '"^ 

I  hier  vorkommeij^e  Integral  Ifi^t  sich  aber  sehr   einfach  durch  K 
drücken;  denn  setzt  man  r  =  2^,  so  wird 


136 


weil  es  in  der  jGIdchuDg  (5)  einerlei  i^t,   mit  welchen  Buchstaben  die 
Variabele  der  Integratimi  beeeichnef  ji^ird.    Die  trleichunf  J[8)  geht  jetzt 

in  I  =  2K^  üh€t,  woraus  k  =  ^^Ö#*und  nach  (5)  und  (6):    • 


/ 


e-t  dt  =  —^  (9)^ 


r  *  e-rs-  dx  =  i^  T-\  '  (10) 

u 

folgt.  — '  Hieran  knöpfen  sich  gleich  wieder  zahlreiche  Consequenzen 
und  zwar  "durch  Anwendung  des  bereits  erläuterten  Prinzips^  wonach 
aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

folgt 

a 

vorausgesetzt,  dass  friocyr)  von  a:  =  a  bis  0?^=^  b  stetig  und  endlich 
bleibt.  Da  nämlich  in  unserem  Falle  die  Funktion  c^*^  so  beschaCefl 
fst^.dass  ihr^  successiven  partiell  nach  r  genommenen  Differenzialquo* 
tientea  ,  * 

stetig  und  endlich  bleiben  von  o?  =  0  bis  o:  =  x  5  so  kann  man  deo 
angeführten  Satz  mehrmals  hintereinander  anwenden,  und  erhält  jetzt 
durch  nmalige  partielle  Differenziation  der.  Gleichung  (10) 

o  * 

-H  f_l)n  l-3.6...(2n-l)  , 

6der 

o 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  ^rch  Multiplikation  mit 
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(26)'» 
.^  ^  •      1..2.^:..(2n)'  '        -. 

wo  6  eine  tviIlk{ihrlichc.Cbn«tante  be%pichnet,  nftd  unter  der  jlficksicht,  daes 

y»  1.3.S...(2n-il)  ^  2»  _        1 

1.2.3.  ..2«*  2»        "*~       2.4.6...(2«)       1.2...« 

ist,  die  Oleichuag 

.   n*  (2&3:)'»     ;^  ^  -  j!^ L__  /'*!Y 

J       1.2.. (2«)  2Vrl-2-  ••«  V»"/  ■ 

O 

Addirt  man  jetzt  zur  Gleichuug  (10)  alles  Dasjenige »  wa&  sich   aus 
dem  Vorigen  4iir  n  =  1,2,39...  ergiebt,  so  wird 

*/    L* + x.2^  +  rxo  +  1.2...6+.-J  **   ^"^ 

_Vlir,.16»         1    /6»\«  1   ^  /6»\3  -| 

~2V7L    r^'^TTäW  +t:t:3C7;  +•  J 

d.  i.  wenn  man  die  hier  vorkommenden  unter  allen  Umständen  conver 
genten  Reihen  summirt. 


/' 


-  [^«.+e-«']e-'''<te  =  ^^ e'.  (11) 


Da  6  eine  v(}1llg  willkührliche  Constante  war,  so  darf  man  sie  auch 
imaginär  nehmen,  was  Dasselbe  ist,  als  hättet' man  den  vorigen* Rei 
heo  wechselnde  Zeichen  gegeben,  und  dann  wird 


/ 


COS  26ar  «-'•'•  €^  =  —^^e     « 


oder  für  r  =  a* 


/ 


*  e-« '•cosW.rrlar  =  ^e"^?^  (1'^) 


und  diess  ist  eine  der  merkwürdigsten  Formeln  aus  der   Theorie  be« 
stimmter  Integrale. 

Die  vorstehende  Gleichung  giebt  selbst^  wieder  Gelegenheit  zur 
Anwendung  des  Prinzips  d^x  doppelten  Integration  und  zwar  auf  ganz 
ähnliche  Weise  wie  vorhin  bei  der  Bestimmung  von  AT.  Schreibt  man 
nämlich  f  för  n  und  die  Gleichung  In  der  Sorm 
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mnltiplizirt  darauf  beiderseits  mit 

und  integrirt  in  Beziehung  auf  <  zwischen  den  Grinzen  t  =  0,  f^», 
80  wird 

/**e-««'2td« /**«-»*'»  cos2Äar<te=  VH  /**e-W-(jy*a3) 

0  0  u 

wo  wir  nun  beide  Seiten  besonders  betrachten  wollen.  Die  linke  Seite 
lässt  sich,  weil  t  nicht  von  x  abhängt^  auch  in  der  Form 

£^  rf<  y^*'2^6-(«* +'^)«*  cos26,rrfar 

schreiben^  und  wenn  man  hier  die  Integrationsordnung  umkehrt,  so  ist 
diess  auch 

=  ldwl      2te-(«* +'•)«*  cos26a:rff 

u  o 

O  O 

und  für  ^=tc,  also  2ec^^=<{tc  wird  hieraus 

r    ^cos2bxdx  f     e-c««+*«)«rfu=y      cos 26ar<tr  ^j^^jp^.  (M) 

O  u  o 

Die  rechte  Seite  von  Nro.  (13)  lässt  sich  unter  der  Cestait 

S/H  c-««*  /"*  e-(«'-*)V<  (15) 

o 

darstellen  und  wfenii' man  hier  at—  7=^  setzt,  so  folgt 


.       *= 2^"^— '^'=25Ü±v=^sy^J^' 

Wenn  ferner  t=oo  und  ^=0  geworden  ist,  hat  a:  die  Werthe  +  od 
und  — «  angenommen,  wobei  aber  noth wendig  vorausgesetzt  werden 
muss,  dass  a  und  b  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene  Grossen 
sind.    Mit  Hülfe  dieser  Substitutionen  wird 
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—  w  —OD 

Nach  einer  früheren  Bemerkung  findet  man  sogleich 

/OD  pdi 


—  CD 


und  mithin 


—  CD 

/ 


•  X 


-7=====e-*'eir=0 ; 

6      ^         r^      Ä<=:-^r— • 


Wird  diess  in  Nro.  (15)  substituirt,  so  erhält  man  die  rechte  Se^te  der 
Gleichung  (13)  und  wenn  man  den  ^erth  ihrer  linken  Seite  aus  Nro.  (14) 
dazu  stellt  9  so  ergiebt  sich  jetzt  die  merkwürdige  Formel 

oder  Tcenn  man  fflr  26  kurz  b  schreibt: 


/ 


*  COsftj:  ^      ^ab 

wobei  a  und  6  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene  Grossen  sein 
müssen. 

Da  in  der  vorstehenden  Gleichung  zwei  willkührliche  Constanten 
vorkommen  9  so  hat  man  doppelte  Gelegenheit  zu  partiellen  Differen- 
ziationen.  So  erhält  man  zuerst  durch  partielle  Differenziation  in  Bezug 
auf  b  y  von  deren  Statthaftigkeit  man  sich  leicht  tiberzeugen  wird  : 

/*  07  sin  6a?  ,        tc        . 
^q^«-'^=2*"'*-  (17) 

0 

Eine  nochmalige  Differenziation  nach  6  würde  aber  auf  ein  unrichtiges 
Resultat  führen,  denn  für  . 
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erhält  *tuan 


rk{x,b)=  -  ■;iq:^=  -  x^mbx^    ^^^^^  , 

und  diese  Funktion  bleibt  nicht  endlich  von  a:=0  bis  ar=<30,  da  fiir 
07=00  das  Produkt  j:  sin  6a:  in  die  völlig  unbestimmte  Grosse  x  ginxi 
übergeht»  die  auch  etwas  Unendliches   bedeuten  kann,    so  bald  man 

sich  X  unter  der  Form  — ^ —  n  denkt  und  hier  die  ganze  Zahl  m  ins 

Unendliche  zunehmen  lässt.  Auch  a  posteriori  ergiebt  sich  leicht  die 
UnStatthaftigkeit  einer  Differenziation  der  Gleichung  (17)  in  Bezug  anf 
6,  denn  es  wurde 

/*  x^cosbx  .  n 

zum  Vorschein  kommen ,  d.  i.  wegen -^rr — 5=:1 s-r — «s 

^      a^-f-x*  ar-f-x' 

/**  r        1  -    /**     C'^S^^     J  ^  A 

^/      cos 6a:rir  -  a«jf       ^a^^2  «^=  -  «  g  ^"~ 


oder  ^ 


folglich  sinoo  =0,  was  augenscheinlich  falsch  ist 

Dagegen  kann  man  die  Gleichungen  (16)  und  (17)  beliebig  viele 
Male  in  Beziehung  auf  a  differenziren ,  wie  man  ohne  Mfihe  aus  der 
zu  solchen  Differenziatioiien  noth wendigen  Bedingung  erkennen  wird. 
Dii^  gedachte  Operation  selbst  führt  man  leicht  dadurch  aus,  dass  man 
zunächst  «*=r  giso  a= VV  setzt,  woraus 


f 


/**   ärsin^o*  ,         ^       iv; 
/        — i — ö-cfa:=  ö  6-  *  ^  »^ 
<         r  +  .r^  2 

folgt,  und  nun  hier  nmal  nach  r  differenzirt.    Diess  giebt 
-?        (r  +  a:«)»+»"^'-  1.2..M.6   '^'^      ^^  '' 


/■ 
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(r  +  a:2)«+*  1.2..W.2     '  ^ 


Die  auf  den  rechten  Seiten  blos  angedeuteten  Differenziationaov sind 
nach  der  am  Ende  von  §.  19.  der  Differenzialrechnung  stehenden  Formel 
leicht  ausführbar;  setzt  man  nachher  wieder  a^  für  r,  so  (indet  man 
uumittelbar  die  Werthe  der  Integrale 

/^   cos  bx  da;  ,    P"^  a:  sin  bar  da: 

o  o 

Wir  wollen  noch  eines  Umstandes  erwähnen ,  der  bei  der  Ver- 
tauschung zweier  auf  einander  folgenden  Integrationen  hlinOg  vorkommt 
ind  einige  Aufmerksamkeit  verdient,  obgleich  er  keine  Schwierigl^ten 
darbietet  Es  kann  nämlich  leicht  sein,  dass  sich  in  einem  Doppelin- 
tegrale wie  ^  ,v* 


ndu  r^f(a:,u)da:  (18) 


die  Integration  nach  x  nicht  in  einer  und  derselben  Form  ausftlhren 
lässt,  sondern  zu  zwei  verschiedenen  Formen  Veranlassung  giebt,  je- 
nachdem  die  als  willkührliche  Constante  für  die  Integration  nach  x  gel. 
tende  Variabele  u  zwischen  verschiedenen  Intervallen  liegt.  Wäre  z. 
B.  f(x,u)  eine  solche  Funktion  von  x  und  der  Constanien  ti ,  dass  das 
Integral 


ff(x,u)du 


durch  Logarithmen  ausgedruckt  würde,  sobald  u  zwischen  a  und  y  Wegt, 
dagegen  durch  Kreisbögen,  wenn  u  zwischen  y  und  J?  enthalten  ist,  und 
wäre  ausserdem  a<7</?5  so  würde  man,  da  u  in  der  späteren  Inte, 
gration  von  a  bis  ß  ausgedehnt  wird,  für  das  ebengenangte  Integral 
die  beiden  Fälle  a<u<y  und  7<n</?  unterscheiden  q^üssen,  Diess 
geschieht,  indem  man  das  Doppelintegral  (18)   in  die  beiden  folgenden 

I      du  I    f(x,v)dx  \  j    du  I    f{x,u)dx 

a  a  y  a 

zerlegt;  hier  ist  nun  im  ersten  Integrale  a  < e< < y ,  im  zweiten  7<m<J?> 
und  folglich  wird  man  das  nach  x  genommene  Integral  im  ersten  Falle 
durch  die  erste  Form  <(die  logarithmische)   und  im  zweiten  durch  die 


142 

zweite  (durch  Kreisbftgen)  ausdrücken.    Ein  Beispiel  hierzu  bietet  das 
Doppelintegral: 

r^c\   ^"  (19) 

0  0  ^ 

Integrirt  man  zuerst  nach  u,  indem  man  die  Formel 

fflr  a  =  a*  +  a:*,  ß  =  —2a:®  anwendet,  so  findet  man  dafür: 

-^V^i^f-V^^.  (20) 


/' 


x^ 


Bei  Umkehrung  der  Integrationsordnung  ist  dagegen  das  Integral  in 
(19)  auch  gleich 

rdur\    ^  (21) 

Man  weiss  aber,  dass  ein  Integral  von  der  Form; 

/dx 

durch  Logarithmen  oder  Kreisbogen  ausgedruckt  wird,  jenacbdem  i 
positiv  oder  negativ  ist,  und  daher  sind  in  No.  (11)  die  Fälle  zu  un- 
terscheiden, ob  1 — 2m  positiv  oder  negativ  d.  h.  M<i  oder  te>iiat. 
Wir  zerlegen  daher  das  Integral  (21)  wie  folgt: 

V      V  a2+(l-2tf)j?"5     o/        'V    Va«— (2t«-l)a:« 

und  hier  ist  im  ersten  Doppelintegrale  1— 2m,  im  zweiten  2« — 1,  im- 
mer positiv.  Führt  man  jetzt  die  Integrationen  nach  x  aus,  so  findet 
man  ohne  Schwierigkeit 

O  .     I 

'\\  -I.  /^^rf«  —1—    Arr«.n   ^2^^=!. 

!*'   ♦  J  V^2m— 1  a 

Durch  Substitution  von  1 — 2«  =  «  im  ersten,  und  2« — 1  =  w  im 
zweiten  Integrale  wird  hieraus  noch: 
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u  o 

und  die  Uebereinstimmung  dieses  Ausdrucks  mit  dem  in  No.  (20)  ver- 
zeichneten ist  leicht  dadurch  nachzuweisen,  dass  man  die  noch  übri- 
gen Integrationen  nach  x,  v  und  w  ausfährt ,  was  mit  Hölfe  von  Re* 
duktionsformeln  und  des  Princips  partieller  Integration  keine  Schwie- 
rigkeiten hat. 

§28. 
FeUle  der  Diskoniinuität. 
Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  in  einem  Doppelintegrale  wie: 

r^da:f^f(x,f)dt  (1) 

a  a 

die  Anordnung  der  Integrationen  nicht  mehr  der  Willkühr  überlassen 
bleibt,  sobald  f{Xjt)  nicht  endlich  und  stetig  bleibt  von  ar  =  a  bis 
X  ^=1  b  und  gleichzeitig  von  ^  =  a  bis  t  =^  ß.  Dass  in  der  That  ;in 
den  Fällen,  wo  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  sehr  verschiedene 
Resultate  zum  Vorschein  kommen  können,  jenachdem  man  die  Auf- 
einanderfolge der  Integrationen  ändert,  geht  leicht  aus  einzelnen  Bei- 
spielen hervor.    So  hat  man  z.  B. 

0  0  o 

Dagegen  bei  umgekehrter  Anordnung: 

0  0  t> 

und  diess  sind  allerdings  zwei  sehr  verschiedene  Resultate,  aber  man 


*)    Die  hier  ausgeführte  Integration  nach  /,  so  wie  die  späte^'iNiiikj  dr   ^ 
bewerkstelligte  gründen  sich  auf  die  Formel:  ''»* 


/ 
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durfte  auch  nicht  übersehen^  dass  es  ein  paar  Werthe  von  x  und  < 
giebt,  für  welche 

unendlich  wird ,  und  zwar  geschieht  diess  flüT  die  noch  inn^halfo  der 
Integrationsintcrvaile  liegenden 'Werthe  or  =  0  ,  <  =  0.  Man  kann 
min  verlangen,  dass  die  Differenz  zwischen  den  beiden  verschiedenen 
Resultaten  angegeben  werde,  welche  die  Integrationen 

c^äx  r^f{pc,f)dt  vixAr^dtr^f(x,t)§4c 

a  a  a  a  "^ 

in  dem  Falle  zum  Vorschein  bringen,  wo  die  Funktion  f(x,t)  fär  eines 
oder  mehrere  in  den  Integrationsintervallen  begriffen^  Werthsystenie 
von  X  und  t  unendlich  oder  diskontinuirlich  oder  beides  zugleich  wer- 
den. Diese  Aufgabe  ist  auf  folgende  Weise  leicht  zu  lösen.  Wir  neh- 
men vorerst  an,  die  Funktion  f(x,i)  werde  diskontinuirlich  für  x:=zk 
(zwischen  a  und  b)  und  einen  weiter  nicht  in  Frage  kommenden  Werth 
von  t  (zwischen  a  und  ß).  Dann  können  wir  das  unter  (1)  verzeich- 
nete Integral  in 

r^dxC^ f{xj)dt  ^^r\lxp^f{x,t)dt 

a  a  k  a 

zerlegen,  un^  diess  als  den  Gränzwerth  ansehen,,  welchem  sich  der 
Ausdruck 

C dx  r  f(x,t)dt  +    f^dxr^f(x,t)dt 

o.  a  k-^e  a 

für  bis  zur  Null  abnehmende  e  nähert.  Setzen  wir  für  jetzt  aber  s  noch 
als  positive  von  Null  verschiedene  Grösse  voraus,  so  wird  f(x,t)  in 
keinem  der  vorstehenden  Doppclintegrale  diskontinuirlich,  weil  im  er- 
sten Integrale  immer  x^k — s  und  im  zweiten  a:>Ä  +  f  ist,  folgficfa 
der  Werth  x  r=z  k  gar  nicht  vorkommt.  Mithin  ist  in  jedem  dieser 
Doppelintegrale  die  Umköhrung  der  Integrationsordnung  erlaubt  und  die 
Summe  in  (2)  gleich  der  folgenden: 

r^dt  rY(x,t)dx  \  r\iif^  f{x,i)dx.     (3) 
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S<B(iai.  wir  weitet  ff(x,()da:i=F(s,i)  +  C,  so  hvitfio  vi\tijm/&  f(x,t 
«ontimdrlich  bleibt«  von  a=.a  bLsd:=A--e  and  von  x=ssk-\-tbia  xssb 


J.fi'r.t)  Ar = F(k-t.  f)  -  F(a.i) , 
J  f(x,f)dx=F(b,f)-F{it  +  t.t)i 


folglich  ist  die  Summe  in  Nro.  (3)  gleich 

y^^FCA.-«.«)  -F(fl.t)]+y 'rft[F{6,t)  ^F(A  +  «,<)] 

=J'^dt[¥{b,t)-F{a,(j\  +J*^dt[F(k~t.t)-F{k+e,t)]    (4) 

a  a 

Hier  ist  nun  das  erste  Integral  nichts  Anderes,  ats  Dasjenige,  was  man 
bekommt  y  wenn  man  in  dem  Doppelintegrale 

r^dt  r  f{x,t)da: 

a  a 

die  Integration  nach  sc  o^ne  alles  Weitere  i^iisfifhrt,  nnd  daher  haben 
wir  durch  Vergleichung  von  (2)  mit  (4) 


==J'^dtJ**f(x,f)dt+J*^dt[F(k-B,()-F(k+t,iji\, 

a  a  _      a 

und  wenn  wir  jetzt  s  bis  zur  GrSnze  Null  abnehmen  lassen 

d.  h.  die  Resultate  der  in  verschiedener  Reihenfolge  ausgeführten  Inte- 
grationen differiren  von  einander  um  den  singulären  Werth  eines  be- 
stimmten Integrales,  worin  F(x,t)=ff(x,t)da:  ist.  .^5-  Erleidet  fixj) 
mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität  für  die  s^irisiihen  a  und  b  lie- 

10 


(5J 
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geoden  Wi^rthe  ki,k^,k^,^^kn  imd  gewisse  £uge)iSrlg«>  In  dem  I&ler 
▼alle  tf  biii  )1  begriffene  Werthe  Ton  i,  bo  wütde  rnftn  dte  nftiiili^heti 
Schlüsse  wie  vorhin  mehrmals  anwisnden,  indem  man  das  Integral  in' 
(1)  als  Gränzwerth  von 


n'dx'f^f{x,i)dt-{-r^'dx'r^f{x,t^ 

...+  r^dxf^f(x,t)dt 


K-h^       o 


*«-'       « 


ansähe  und  man  würde  eheiiso  leicht  finden 


(6) 


a  a  ad 

+  LimJ*\F(ki-t,f)-F(ki+$,t)]dt 
+  Umf\F(k^  -  s ,  i)—F{kt  +  e, «)]  dt 

a  . 

+ 

a 

wobei  ebenso  viele  singulare  Werthe  hinzuzusetzen  sind^  als  es  Unter 
brechungen  der  Cmitintiität  odet  Endlichkeit  giebt  und  F(x,t)  die  obige 
Bedeutung  besitzt 

Um  diess  an  einem    B^plele  zu  zeigen«   betrachten   wir   das 
Doppeliotegral 

/«       Pf  ar*— <* 

,.    worin  g>(f)  eine  willkührliche  Funktion  von  t  bezeichnet   Hier  ist  durch 
tJmkehrung  der  lut^grationsfolge 


^\ 


^-f\(t)dt'^^r> 


fomer  wird  die  Funktion 
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unendlich  fär  das  System  von  Werthen  xssO,  {  =  0,  mithin  ist  A;=0  und 

F(x,{)=J'f(x.t)di=-<p  (t)  ^^  ,  ^ 
folglich  nach  Nro.  (5) 

o  ' 

Die  Lhn.  auf  der  rechten  Seite  bestimmt  sich  auf  folgende  Weise. 
Wenn  g>'(t)  stetig  und  endlich  bMbt  von  <=:=0  bis  t=:y,  so  ist  fiir  alle 
diese  Werthe  von  t 

q>(t)=q>(0)  +  tip'(Xt)  ,  1>X>0, 
mithin 


'     (7) 


=  9>(0)2Arctan  J  -{-f'^^q^'iXt) 


(8) 


Da^nön  9*(Q  endlich  und  stetig  bleibt  von  <— 0  bis  f=y,  so  sind  das 

Maximum  und  Minimum,   welche  fp'(f)  während  des  genannten  Inter- 

*  vaUes  erlangt ,  gewiss  endliche  Grössen.  Heissen  diese  A^  und  B! ,  so 

ist  fiSr  das  ganze  Intervall  (p'{t)2,A'  und  (p*  {t)C.B' ,    und   da   U  so 
wie  t  selbst  innerhalb  des  liitervalles  0  bis  y  liegt,  auch 

Da  ferner  der  Faktor  ■  g,  ^  sein   Vorzeichen   nicht   ändert ,    so    folgt  * 
nach*  einem  schon  frfiher  erwähnten  Satze  ^  dass  das  Integral 

zwischen  den  Qränzen 

o 

10* 
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enthalten  ist.  Es  nähern  sieh  aber,  wie  leicht  zugehen  ist,  die  Grossen 
e/(£^+y^)  und  £f(€^)  mit  e  gleichzeitig  der  Gränze  Null,  und  hieraus 
folgt,  dass  für  unendlich  abnehmende  s 

O 

zwischen  0  und  0  liegt,  also  selbst  =0  ist.  Aus  Nro.  8.  ergiebt  sich 
jetzt  wegen  Lim.  Arctan  ^  =  Arctaux  =  2  » 

und  wenn  wir  diess  iur  die  Gleichung  (7)  benutzen,  so  gelangen  wir 
zu  der  Relation 

f'da:f'jßf-^q,iOdf=,t9(0)-rMt)dt  ^^        (9) 
i—c  «>  o 

wozu  man  leicht  zahlreiche  Beispiele  finden  wird. 

Die  Betrachtung,  auf  welche  sich  die  Formd  (5)  stfitzt,  bedarf 
übrigens  noch  in  dem  Falle  eiper  kleinen  Modi^katlon,  wo  der  Werfh 
k,  für  den/*(ar,f)  unstetig  oder  unendlich  wird,  nicht  zwischen  a  und  < 
6  liegt,  sondern  einer  der  Integrationsgränzen  gleich  ist.  Denn  hier 
würde  es  unpassennd  sein,  för  k=a  den  Werth  k — £=a— r  oder 
wenn  kzzib  ist,  den  Werth  k'{-£=zb+B  In  die  Rechnung  einzufiSfaren, 
da  X  die  Integrationsgränzen  nicht  überschreiten,  folglich  gar  nicht 
=a — €  oder  =6  +  f  werden  kann.    Ist  nun  A;=a,  so  setzt  man  einfach 

f"  dxf^  f(x,i)di=\AmP  da:pax,f)dt, 

und  findet  nun  durch  Umkehrung  der  Integrationsordnung  auf  der 
rechten  Seite  fviTff(x,t)dx=F(x,t)+C 

J    ^J     n^.()di=f^F{b,t)dt--UmPF(a-{'B,t)dt       (10) 
Ebenso  wenn  4  =  6  wäre,  setzt  man 
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und  erbSlt  ebenso  leicht 

Jdxf^fix,  i)dt=  Linif^  F(b  -^  s  ,0  dt--f^F{a,t)  dt     (11) 

a  a  a  .  « 

Als  Beispiel  för  die  Formel  (10)  kann  man  das  Doppeliotegral 

beoutzen,  wo  das  Uneodlichwerden  von  f(a:,1)  tör  :r=0,<=0  eintritt, 
also  A=a=0  ist.  Es  hat  dann  F(a:,t)  denselben  Werth  wie  im  vo- 
rigen Beispiele«  und  demnach  ergiebt  sich 

d.  i.  weil  wir  den  CrSniwerth  techt»  schon  bestimmt  haben, 

und  diess  ^mintmit  dem  unter  (9)  erhaltenen  Resultate  fibereio,  da  f&r 

die  Gleichung 

J   '^{x^dx=^'2J'^(x'^dx 

statt  finden  muss.  Bemerkenswerth  ist  noch  der  Fall  c^co.  Da  näm- 
lich qt'{f)  endlich  und  stetig  bleibt  von  1=0  bis  t=^y9  so  ist  diess 
mit  q>{i)  selbst  der  Fall  und  folglich  sind  das  Maximum  und  Minimum, 
welche  q>if)  innerhalb  dieses  Intervalles  annimmt,  endliche  Grossen. 
Bez^chnen  yvli^  eiie'mit  A  und  B^  so  liegt  der  Werth  des  Integrales 


/o  C(p(t)dt 
zwischen  den  Gräqzßp   :  ... 


i 
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and 

Beide  Grossen  conv^giren  aber^  wenn  c  unbegränzt  wächst,  gleicb- 
seitig  gegen  die  Null,  folglich  ist  auch 


himj 


und  wenn  wir  diess  fiir  die  Gleichung  (13)  benutzen,  so  ergiebt  sich 
jetzt 

oder  wenn  man  u  ßlr  x  schreibt  und  nachher  9>(0=^(4:  +  f;set2t,  wo 
X  als  willkührliche  Constante  für  beide  Integrationen  gilt 

duf  -^^^fi^+t)dt=-^f(x).         asi 

Dieses  Theorem  bietet  ein  schönes  Beispiel  zu  der  in  der  Lehre  Ton 
den  bestimmten  Integralen  nicht  seltenen  Erscheinung,  dasa  aich  zwei 
auf  einander  folgende  Integrationen  gegenseitig  gewiseerroassen  so  weit 
aufheben,  dass  ihr  Gesammtresultät  eine  willkfihrliche  Funktion  dar- 
stellt, deren  Variable  als  arbiträre  Constante  in  dem.  Doppelintegrale 
figurirte.  Hier  findet  noch  die  Eigenthümlichkeit  statt,  dass  der  Werth 
des  Integrales  unabhängig  von  der  Grösse  y  ist,  mitfiin  die  letztere 
willkührlich  gewählt  werden  darf,  wenn  nur  f'(x  +  f)  stetig  und  eidlich 
bleibt,  sobald  t  das  Intervall  0  bis  y  durchläuft. 


$29. 
Doppelintegrale  mit  variablen  GrHnzem. 

Bisher  haben  wir  die  Integrationsgränzen  für .  die  zwei  anf  ein- 
ander folgenden  Integrationen  als  unabhängig  von  einander  vorausge- 
setzt und  wir  sahen,  dass  ia  diesem  ¥alle  die  Umkehrung  der  Inte- 
grationsfolge ein  Hauptmittel  Zur  Reduktion  des  Doppelintegrales  aol 
ein  einfaches  Integral  bildete.  Dieser  Vortheil  gehl- «tber  verloren,  so* 
bald  die  Integrationsgrinzen  von  einander  abhängig  sind,  denn  in  einen 
Integrale  von  der  Form  '  ' 


Ist  die  Aufeinanderfolge  der  Integrationen  durch  die  Bedingung,  di^s 
nach  Ausföhrung  der  auf  ^  bezogenen  Integration  ^=s^(ar)  und  y=z:^(ar) 
gesetzt  werden  soll,  ganz  unabänderlich  vorgeschrieben.  Wir  müssen 
daher  zunächst  unser  Augenmerk  auf  Transfotmationen  richten,  durch 
welche  dem  Integrale  constante  Gränzen  verschafft  werden,  weil  dann 
die  Anordnung  der  Integrationen  eine  willkührliche  ist.  .  NuÄ  haben 
wir  aber  zunächst 

i^\x)  \  »PC*) 

und  wenn  wir  ferner 

/*Jt(*)  pik'^  p^{w) 

J  f(P^yy)dy\nJ  f(a:,y)dy-J  f{x,y)dy 

t^{s)  o  o 

zerlegen,  so  zerfallt  iS  in  die  vi^r  Integrale 


.&« 


0  «  o  o 

welche  sämmtlich  unter  der  gemeinschaftlichen  ^orm 

do:Jf{x,y)dj,  (2) 

stehen,  und  hierauf  können  wir'jetzt  unsere  Betrachtungen  beschränken. 

I.  Die  erste  Transformation  besteht  sehr  einfach  darin,  dass 
man  fär  y  eine  neue  Variable  t  einführt,  welche  mit  y  durch  die  Glei- 
chung yz=zq>{x)t  Verbunden  ist,  worin  (p{x)  wie  o*  selbst  als  c^nstanter 
Faktor  für  die  nach  t  zu  verrichtende  Integration  ^scheint.  Die  Inte- 
gralijQtnsgränzen  für  t  ergeben  sich  aiis.dep  Gieickimgen  0=^^=9(^)< 
und  fp(fX):;^y^(p{ai^i^  sie  sind  nämlich  t:z^(i  und  t=^\.  Afithin  wird 
letzt  r 

T=:Jdx  Jfi:e,ip(a:)t]<p{x)dt,      ^  ' 

und   da  hier  die  Integrationsgränzen  sämmtlich   constKnt  sind,  so  ist 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  f[:r,<p(x){]g>(x)  von  a:=0  bis  a;=e 
und  t=0  bis  t  =  i  endlich  und  stetig  bleibt,  die  Umkehrung  der  In- 
tegrationsfolge  erlaubt,  wobei  es  sieb  häufig  treffen  kann,  dass  in  der 
nunmehrigen  Form 


T=/^   dt  ßf[a:,g>(x)t](p(x)dx 


die  Integration  nach  x  ausführbar  wird.   —   Ein  Beispiel  hierzu  giebt 
das  Integral 

/OD           /»^^^^ 
dx   I  ^y,     -,  c-(«*'«+/r*8r') 

worin  sich  die  Integration  nach  y  nicht  in  geschlossener  Form  aus- 
fuhren lässt,  da  wir  keine  Integralformei  für 

J  VT+p 

besitzen.    Substituirt  man  nun  in  T  den  Ausdruck  yc=.V"l+««(,  so 
ergiebt  sich  sogleich 

0  0 

und  durch  Umkehrung  der  Ihtegrätionenfoige 

di  I        -7==±=rc-(«V*+i»'<*+/»***«*) 

!  •  O  •  ■  O  .  I  . 

d.  V.  w^np  man  die  Integration  in  Beziehung  auf  x  vollendet. 

und  hiermit  ist  das  Öoppelintegral  auf  ein  einfaches  ziirfidcgefShTt. 
II.    Für  die   zweite    Trausformationsm^thode    setzen  wir  c=* 

und  etwa 

/i  pg>(x) 

dxj  f{x,y)dy. 


Diese  Annahme  hat  durchans  nich|g^Beiicfar&nkiSDdes^  denn  föt 
=:c^  geht  d|us  Integral  (2)  in 


BF,  uud  wenn  man  statt  |  wieder  Xy  statt  g>(c|)  kurz  (gpt|)=9(ir) 
d  statt  f{ci,y)  schreibt  f{liy)=^f{x,y),  so  kommt  das  Integral  T 
iner  Form  nach  mit  C7  überein.  Kennt  man  nun  eine  allgemeinere 
nktion  (p(r,a;),  welche  so  beschaffen  ist«  dass  sie  für  r=l  in  die 
»ebene  <p(a:),  dagegen  für  a:=r  in  Null  übergebt*),  so  geht  ü  aus 
m  allgemeineren  Integrale  ^   ^ 

ß=J    dxj  f{x,y)dy  (4)      . 

|rc|i '  die  Spezialisining .  r  =  1  hervor. . .  Setzen  wir  noch  . ^  | .   .^ 

fflx%dy  =  F(T,x),  (5) 

thin  •  * 

R  =  f'' F(r^w)da:,       ^        /    .  (6) 

ergiebt  sich  jetzt  dnrch  partielle  Differemaatidn.iii:  Beziehung  auf 
j  Willkührliche  Gonstante  r 

eh  No.  (5)  ist  aber  .        ., 

..  ,  f(r,r)  =J'^-%,y)dy 

31»  >yeU  wir  voraufisetzen,  dass  q>(r,r)  =  0  sei,  ,....!     . 


*)  Es  ist  inoistenthcils  nicht  schwer,  eine  solche  allgemeinere  Funktion 
** ,  x)  aufzutreiben.  Für  ^  Qr)  r=lx  z  B.  setze  man  tp(r^x)=:l  f^j ,  dann 
d  in  der  That  die  Bedingungen  (p(l,x)^=:g>(x)  und  9)(r,r)=0  erfiUlt.. 
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Ktirnor  haben  wir  dntok  pi^tltlelle  DUCtf  «nziatioa  der  CÜeichuDg  (5) 


und  wenn  wir  diess  gebst  dem  Werthe  P(r,r)  =  0  in  die  Gleichung 
(7)  substitturen .  so  ergiebt  sich: 

dR 
dr 


=f'n^Mr,:c)]  [^2|^]  rf^. 


mithin 


R  =Jdrf'f[x,q,{T,x)]  \j^^'\  «to+C 


Setzt  man  Dun  r  =  1  ,  r  =  0>  subtrahirt  diese  beiden  Werthe  von 
einander  und  herficksichtigt^  dass  für  r=l^  R=U  und  für  r=0,  B=ß 
wird,  wie  man  sogleich  aus  no.  (4)  erkbnnt«  so  folgt  rermflge  der  Be- 
deutung von  U: 


(8) 


E«  ist  nicht  schwer,  hier  auch  der  ersten  Integration  die  Crfinpeii  0 
und  1   zu  verschaffen,  man  braucht  nur.  nach.  Aiisföbmpg  4eK  durch 

r  y.y  *^^"|  angedeuteten  partiellen  Differenwtion  statt  x  eine  neue 

Variable  t  einzuführen ,  welche  mit  x  durch  die  Gleichung  x=:^rt  also 
dx  =  rdt  verbunden  ist  «^ 

Eine  ziemlich  aNgemeine  Anwendung  hiervon  liefert  die  Annahme 
q>(x)  =  ^l—x^;  wir  setzen  dann  (p(r,x)  =  Vr* — a®,  wodurch  die 
Bedingungen  q>(l,x)  =  (p(x)  und  ip(r,r)  ==6  erfWIt  werden,  und  ha 
ben  jetzt 

o  o 

oder  für  x  2=  tt\ 


US 

u  o  o  o 

Bleibt  die  Funktion  '<«: 

endlich  und  fstetig  von  r  =  0  bis  r  =  1  und  f  =  0  bis  f  ==  I^  so 
giebt  die  Umkefcrang  der.  Integrattonsordnung 

y^'^^y /(^»y)eV  =  /  't?^^  /*V(r^rVTr?)rrfr.   (10) 
Um  biavyon  ^nen  spe^iedleii  Fidl  zu  haben,  setzen  wir 

CS  wird  dann  nach  No.  (9); 

=  rrdr  /'Vl-^r«<«--a«rni-<«)        dt 

o»  °     )    • 

und  dabei  können  wir  die  Integrati<^nsordnnng  umkehren^  wenn  wir  die 
Wlirtlii^r:^:!  und  <^1  dadurch  vermeiden,  das«  wir  statt  der  oberep 
IntegfatioqsgriDzeu  vorläufig  eine  Zlabi  e-^i  substituiren.  Es  ist  4an^ 
die  rechte  Seite 

o  o 

Hier  ist  die  Integration  nach  r  ausführbar;  depn  nehmen  wir  zur  Ab- 
kürzung " 

.."  ?  a^(l— f»):^/?te«^tt^ 

und  fuhren  die  Variable  z  =  r^  ein,  Rir  welche  dz  =  2r^/r  wird,  so 
gtriit  itnäer  1>oppellbt^roi  iii3r       >  -  .;    .,,..    .;.;], 
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VI 


o  o 

2^    VI=i*./      V(l-z)(l-«»,) 

über.  Vollendet  man  die  Integration  nach  z  und  iSsst  darauf  c  gegen 
die  Einheit  convergiren  ^  so  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

i/'^['+'-s^'(ia)] 

_  «   .  1    r^dt      1—««  ,  /1+m\ 

wo  statt  u  sein  durch  die  Gleichung  (12)  bestininiter  Werth  su  «etwa 
wSre.  Behält  man  aber  «  sogleich  als  neue  Variable  bei,  drficirt  ( 
durch  u  aus,  nämlich: 

und  leitet  hieraus  duyTl—fi  ab,- so  ergebt  sich  zuletzt: 

4       4J^      V(m«— ««)(/?«— ««)     V^'V 

Das  Integral  zur  Rechten  ist  aber  mit  dem  im  §.  26.  betrachtet^  Ito- 
tisch  und  daher  haben  wir  zufolge  der  dort  TorgenommenettTransfontation 

o  ■     ö 

4    i^  V  (i-«^a-/j»r*)    ■ 

^c/      ■-        V^(l-a«ra)(l-/S«r*)-*  »*' 
und  obgleich  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  nicht  unmittelbar  in  ge- 
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scillossener  Form  angeben  iHst^t,  so  wird  doch  kein  Zweifel  über  die 
Dichtigkeit  und  Brauchbarkeit  der  ausgeführten  Reduktion  obwalten*) 


§30. 

Transformation  vielfacher  Integrale, 

Eines  der  dttrchgreifeodesten  Mittel  zur  Reduktion  vielfacher  In- 
tegrale auf  einfache,  es  mpgen  jene  constante  oder  variable  Gränzen 
»esitzen«  bildet  die  Einführung  neuer  Variablen  ßtatt  der  frfiheren,  in 
Beziehung  auf  welche  ursprunglich  integrirt  werden  sollte.  Ehe  wir 
iber  die  allgemeine  Untersuchung  vornehmen,  die  uns  eine  Regel  für 
ile  erwähnte  Substitcttion  ah  die  Hand  geben  wird,  wollen  wir  erst 
siii  -paar  Worte  über  die  Transformation  der  einfacheren  Integrale  vor* 
lusiscfaicken. 

Will  man  in  das  Integral 

F{x)dx 


r 


ihie  neue  Variable  J  einführen,  welche  mit  der  früheren  x  durch  die 
irleichnng  /(;r,3=0  verbunden  ist,  so  kann  man  einen  doppelten  Weg 
anschlagen.  Entweder  löst  man  die  Gleichung  erat  nach  d?  auf,  wo- 
lurch  man  ein  ResuUat  von  der  Form  .T=if;($)  erhält,  und  hat  danä 
ir=y(S)i«|,  fofglich  F(ar)rfa:  =  F[tf;(|)]tf;'rörf|,  worauf  man  die  filr 
;  gelteMen  Integrationsgrftnzeä  aus  den  Gleichungen  /'(a,|)=0  und 
^(69£)=0  bestimmt,  oder  man  differenziii;  die  Gleichung  A^>£)=0 
otal  in  Bezug  auf  x  und  i,  wqraus  \ 

Dsf{x,\).d:-{-D^f{x,i)'d^=-^ 
olgt,  und  hat  dann 


*)  Die  direkteste  Methode  zur  Reduktion  vielfacher  Integrale  auf  ein- 
ache,  die  in  ihrem  Principe  ebenso  naturlich  aU  leicht  in  der  Ausfuhrung 
tt,  konnte  hier  nicht  mitgetheilt  werden,  weil  sie  die  Theorie  de^  Fourier-^ 
ehen  Integrale  voraussetzt.  M.  s.  hierüber  das  zweite  Heft  meiner  „  Analy^ 
ia^wStiidieii.««.  -     .         .  ■  :  •   ■     /  •     •^•..  : 
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und  hier  kann  mau  nachtrSglich  den  Werth  d?='4;(|)  snbstituiren.  Die 
letztere  Methode  ist  nun  die  einzige,  weiche  eine  allgemeinere  An- 
wendung gestattet    solmld  man  die  Aufgabe  umfassender  stellt. 

Hat  man  statt  der  Variabein  x  und  y  in  dem  Doppelintegrale 

worin  die  erste  Integration  in  Beziehung  auf  x  geschieht  und  die  Grin* 
zen  einstweilen  noch  unbestimmt  gelassen  sind^  zwei  neue  Variable 
I und  19  einzuführen,  welche  mit  x  und  y  durch  die  Gleichungen 

^=A(5>^)>y=A(S»^)  (2) 

liirt  sind,  fiM>  muss  man  sich  zuerst  darüber  entscheiden,  auf  welche 
von  den  neuen  Variablen  die  erste  Integration  des  neuen  Doppelinte- 
grales bezogen  werden  soll.  Wählen  wir  hierzu  |,  Terlangea.  wir  also, 
dass  das  transformirte  Integral  die  Form 


ff^iV^Qdfidi 


haben  solle,  so  müssen  wir  zunächst  dx  durch  c{$ dergestalt  ausdrücken, 
dass  dx:=:^d^  wird,  wo  Sl  von  ^  und  ^  abhängt.  Da  in  (I)  zuerst 
nach  X  integrirt  wird ,  so  ist  y  vorerst  al»  constant  anzusehen  und  die 
Gleichungen  (2)  enthalten  demnach  3  variable  Grossen  x,  ^,  ti^  Man 
erhält  zmiächst,  wenn  man  /^  (^,17)  und  ftÜsV)  kiprz  mit  /^  und  /^  be* 
zeichnet,  durch  Differenziation  der  Gleichungen  (2/ in  Bezug  auf ^,1,19 


oder  nach  einer  compendioseren  Bezeichnung  der  partiellen  Differen- 
zialquotienten 

dx=zDifi.di  +  D^fi.difi, 

In  dem  für  dx  gesuchten  Ausdrucke  Sld^  darf  aber  dtj  nicht  vor- 
kommen, weil  die  Integration  nach  |  die  erste,  der  früheren  nach  x 
entsprechende  ist,  und  diese  natürlich  unabhängig  von  den  folgenden 
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hti^Honefi  i^lii  moss;  wir  eliminiren  daker  c^i^atis  den  voratehendea 
zwei 'Gleichungen  und  erhalten 

oder  f 


Dfff2 


wir  habt^n.aau  noch  die  fiir  dy  eintretende  Substitution  aui|;ie 
suchen.  Nachdem  aber  in  Bezug  auf  a:  früher  und  jetat  in  Be^iehtinK 
auf  £  integrirt  worden  ist«  bleibt  dort  noch  eine  Variable  y  und  hier 
ebenfalls  nur  die  eine  17  übrig;  alles  Andere,  also  a  uad  |,  muss  jetzt 
in  den  Gleichungen  (2)  als  constant  angesehen  werden.  Differenzirt 
man  mit  dieser  Rücksicht  die  zweite  der  Gleichungen  (2)  in  Bezug 
auf  y  und  17 ,  so  wird 

dy^D^f^.dri, 

und  diese  giebt'mit  dem  Vorigen  zusammen 

dxdy={D^f^.D^U^D^U.D^f^)dldfi,     , 

Setzein  ^  endlich  statt  F(y,4r) 

so  ergiebt  sich  die  ReduiEÜonsfofmel 

4  ffF(y,a:)dydx  '       )         ^^y 

Um  den  Gebrauch  ^rselben  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  sulistituiren 
wir  In 

J   J  F(y+a:)dydx=:J    dy  /   F{y^x)dx  (4) 

^=l«?5y  =  l(l— ^)-    Es  wird  dann  für  A  =  fi^*/2=l"-l^ 

%rf;r=[— i?J— (1— iy)S]  <^i?dfj=  — Srfi^rfS; 
femer,  weil  hier  y-|-;tr=^|  wird,  das  Integra  in  (4)  gleich 

-ffFQ)idrid^=.^fdfifFmd^^ 

wo  noch  die  IntegrationsgrSnzen  zu  bestiminen  sind.    Nun  waren  die- 
selben für  x,a:^d  und  x^k^y,  mithin  haben  wir  in  Bezog,  bttf  | 
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|i;=0  nttd  |ij=i-6(l— ij);  d.  h.  1=0  und  ^=fc,  cpn  dass  das  loH" 
gral  zunächst  in  .,...•        f. 

•t#  o 

übergeht.  Ferner  warlen  für  ^  die  Gränzen  y==0,^=A,  folglich  io 
Bezug  auf  i^,f(l — iy)=0  und  f(l--iy;=jfc,  d.  i.  weil  nach  geschehener 
Integration  in  Beziehung  auf  ^9£=^  gesetzt  werden nuisste,  £(1— -i})=0 
und  A(l-*^)=^»  woraus  1^=1  und  1^=0  folgt.    DemuslGh  ist 

Ph  Pk^y  po  pis 

0.0  1  .o    .  ■•  ■  . 

wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann«  i^enn  man  fi^)  an  die  Stelle 
von  F(£)«  also  f  (^+a:)  an  die  von  Fiy-^-a:)  setztünddahn  die  Inte- 
grationen ausfährt. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall»  worin 'es  sich  darum 
handelt,  in  dem  Integrale 

Sz=zjJ^f...F(t,Sy...z,y,x)dtd$:..dzdydx  (5) 

oder  kürzer  geschrieben  ■%.. 

S^=^jjj...Fdtdt,,.thdydXy 

'  ■        '  ■■      . 

statt  der  n  Variablen  ary^,z,...««f,  in  Bezug  auf  welche  in  der  Reihe, 
wie  sie  genannt  sind ,  integrirt  wird ,  die  n  Veränderlichen  {,  17 ,  C»  •••  <f  >  ^ 
einzuführen,  die  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

ar=/o(f,i;,t,...T)  ,  ^=A(S,i?,t,...T),..,  )   g 

verbunden  sind.  —  Nennen  wir  zunächst  ä>  Das,  was  aus  JPwird,  wenn 
man  die  genannten  Substitutionen  vornimmt,  und  setzen, <2t</<...<i|y«te 
=  Sldxda.»,dridi,  so  ist 

S^fff.,.OSldxdiS...dtdridi  0) 

und  hier  handelt  es  sich  niDch  nm  die  Bestimmung  von  1^.. 
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'         Da  die  eiite  Integration  in  (5)  nach  x  geschieht,  so  sind  zti- 

ntcbst  y,  i,...t  als  Constanten  anzusehen  und  mithin  isnthalten  die 

Gleichungen  (6)  die  n-|-l  Variablen  a,  S,  ti,...t.    Durch  Differenziation 

der  genannten  Gleichungen  inBeziehong  aufdieseVariablen  ergibt  si|^  nun 

Ar  = /)f/o.rfS  +  D,/'o.dij  +  Z>c/'o.rfJ:+...+l>T/o.rfT 

0  =  Dtft . d|+  Z>,/a . rfij  +  öcA  dt+..,  +  Dift .dt 

und  aus  diesen  n  Gleichungen  wären  nun  alle  mit  dtf  -,  di, . . .  verse- 
henen Glieder  herauszuschaffen.  DIess  geschieht  mittelst  eines  Satzes, 
welcher  folgendermassen  lautet:  wenn  unter  n  Unbekannten  X,  J\  Z 
...  7  die  n  linearen  Gleichungen: 

a^X+bor+CoZ+...+hoT  =  A'o 
aiX+bg¥+CiZ  +  ...+kiT  -  kl 

statt  finden,  so  ist 


-2^ ( ±  «0 ^1  «•«  •  •  ^it-a ^it-i) 
und  hier  bedeutet  '^(db<>o&i  ^  *••  ^-2^ii-i)  die  Summe  aller  der 
Glieder ,  welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  in  dem  Produkte 
o^bie^..,ffit^hn—i  alle  möglichen  Vertauschungen  der  Indices  vornimmt 
und  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zusetzt,  jenachdem  man  eine 
gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  derartigen  Permutationen  vorgenom- 
men hat*).  Wendet  man  diess  auf  unseren  Fall  filr  ^=cf§,  ko=^da: 
kl  ^=  k^  ,,.  =  0  an,  so  folgt  unter  der  Rücksicht,  dass  fiir  ki  =  k^ 
...  =  P,  oflenbar  £{izk^biC^..,hn-^)  =  k» 2(:JibiC^. . . hm-i)  ist: 
^^-  £(±I>nh^I>^ft'-Dtfn^i)^dx 

oder 


•)  Also  z.  B.  2i±ä^by)  =  «0*1 -öl*«  »  -2'(±flo*i<?«)  =  Mi^« 
—  Oq  b^  Ci  +  «i  b^  Co  —  ö,  ^o  C%  +  <*•  *o  ^1  —  ö^  *i  ^o  •>•  ••  ^»  J^«n  Beweis  des 
obigen  Satz<M  s.  ani  Ende  clieses  Faragraphieii. 

11 
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In  des  Gleichtmgen  (6)  «ind  jetat  noch  die  n  Variablen  y>  ^^^--A 
vorhaodeii,  da  wegen  der  nun  anegefiihrten  Integrationen  in  BezMAnnig 
auf  X  und  ^,  diene  letztem  Variabela  entweder  geradezn  vefsehwon» 
den  c^er  als  conatant  zu  betrachten ,  wegen  der  jetzt  folgenden  Inte- 
gration nach  y  aber*  z,  ...  t,  <  für  Con^tanten  anzusehen  sind.  Diffe- 
renziren wir  nun  in  Bezug,  auf  y  ^i^fif^t  die  (n  — 1)  Gleichungeo 
y=fi  ,  z=^,... <=/«-;,  so  wird 

dy  =  D^fi.dti  +  Dcfi.d!;+...  +  Drfi.dr 
0  =z  D^fi,.dfi  +  Dcf^.di+...+Drft  dt 


0  =  Diffn^.dn  +  Dcf»^i.di+...+Drfu^i.dx 
und  hieraus  findet  man  durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin: 

Den  Fortgang  dieser  SchICisse  wird  man  leicht  übersehen.  Es  sind 
nämlich  jetzt  noch  die  (it— *t)  Variablen  z,  £:,  ^»•••^  vorhanden  und 
wenn  man  die  (n— 2)  Gleichungen  zzzzf^,  y~^,...|  =  /a— ^  in  Bezie- 
hung auf  diese  differenzirt  und  dann  dz  entwickelt,  so  findet  man: 

dz  =  £^g^L^e%Ö£ilp)  d£  (10) 

Fährt  man  so  fort,  so  kommt  man  gegen  das  Ende  auf 'QeGleidiqngen: 


und  zuletzt,  wo  nur  die  Variablen  t  und  %  übrig  ^ind,  also  blos' 
die  Gleichung  t  s  /»^  zu  differenziren  bt: 

rff  =  Drfn-idx. 

Multiplizirt  man  nun  rückwärts  mit  einander  dt,  ds,...dz,  dy ,  dx,  so 
bebt  sich  jeder  Zähler  gegen  den  darauf  folgenden  Nenner  und  es 
bleibt: 

dtd$...dzdydx  =  £{±D^fo.D^f^.D^f^...Dtfw^)dxdc...  dtd^dl 

oder,  wenn  man  statt  ^  ,  /i  ,  . . .  /i-j  die  ihnen  gleichbedeutenden 
Variablen  x,y,z,...t  setzt  und  diese  nunmehr  als  von  |, i} «{;,•.. t  ab- 
hängig ansieht, 

dtdt..  dzdydx  =  £(±Dia!.D^.D^...Drf)did0...d!;d^di, 


HfiriMil  sieb  das  Summenseichen  auf  die  Glieder  besieht,  welebe  atta 
dtn^rodufcte  D^x.Di^y...  Dtt  durch  alle  möglichen  Vcrtausehuii« 
gttii  der  Indioes  hervorgehen.  Wir  erhalten  demnach  Jetst  die  Trans- 
ÜMmatioiisformei:  ^ 

fff...Fdtds*..dzd9fdx  \ 

wobei  I,  i;,  t,-..T  mit  ar,  y,  3;,...f  durch  Gleichungen  von  der  Form 
X  =  ^(5,  i;,...t),  yss-^d,  iy,...T)  etc.  verbunden  sind. 

Wir  kommen  nun  unserm  Versprechen  der  Bevreisffihrung  iär 
die  benutzte  allgemeine  Eliminationsformel  nach.  «^  Wenn  man  unter 
den  Grossen  a^  b,  c,.,.g,h  die  Differenzen  zwischen  jeder  derselben 
und  allen  ihren  VorgSngern,  also  die  Ausdrücke: 

b-a 
.    c — a  ,  c-^6, 
d — a  ,  d  —  b  ,  d-^Cf 


h — a  ,  h — b  ,  h  —  c,  ....  h — g 
bildet,  so  hat  das  Produkt  aus  ihnen,  nämlich: 

P=  (6^a)X(6--a)(c-~6)X....X(Ä  — a)(A-6)...(A— (7)  (13) 
offenbar  die  Eigenschaft  sich  zu  anmilliren,  wend  man  durchweg  für 
die  eine  der  Grossen  eine  der  übrigen  setzt 4  also  z.  B^  statt  a  über*^ 
BÜ  b,  oder  statt  c  überall  g  setzt.  Denkt  man  sich  die  angedeutet®; 
Multiplikation  ausgeführt  .und  bezeichnet  man  mit  Q  Dasjenige,  was 
aus  diesem  vollständig  entwickelten  Produkte  P  hervorgeht,  wenn  man 
statt  der  Exponenten  Indices  substituirt,  wodurch  sich  z.  B.  a^b^c^  in 
a^b^c^  oder  6*c'  =  ä®6*c*  in  aöb^Cg  verwandelt,  so  hat  der  neue 
Ausdruck  Q  offenbar,  noch  dieselbe  Eigenschaft.  Sind  z.  E.  nur  3 
Grossen  a,  b,  c  Vorhanden,  so  ist 

P=  (b-a)><(c-a)(c-b)  .     . 

aü  ö«6^c*— a06*Ä^+a^6«cO-.ai60c*-J-ii*6«ci— a*6*c«, 

und  diess  reduzirt  sich  auf  Null ,  wenn  man  statt  a  schreibt  b  oder  c 
(natürlich  ohne  die  Indices  zu  stiren).  Diese  Eigenschaft  findet  aber 
auch  allgemein  statt.  Denn^das  Ansnlliren  des  P  geschieht  in  selm^ 
ooentwidLelten  Form  dadurch,  dass  P  den  Fafc<4r  Null  erhält,  sobaM 

11* 


man  irgend  eine  der  Groissen  a,  6,  c,...ff,  A  einer  der  anderen  gl<dcb 
setzt,  in  der  entwickelten  Form  dadurch,  üass  sich  sa  jedem  CMted« 
ein  anderes  findet,  weiches  blos  dem  Vorzeichen  nach  von  ihm  ver- 
schieden ist.  Die  letztere  Erscheinung  bleibt  aber  dieselbe ,  wenn  man 
die  Exponenten  in  Indices,  aiso  P  in  Q  verwandelt  Nennt  man  AqO^ 
die  Summe  aller  der  Glieder«  welche  Qq  als  gemeinschaftlichen  Faktor 
enthalten ,  Ai  a^  die  Summe  aller  mit  dem  Faktor  Oi  versehenen  Tenne 
u.  s.  w.,  so  kann  man  Q  unter  der  Form: 

Q=  ^ao+2li€ii+2l2a2-|-...  +  ^fi-^an-i  (14) 

darstellen,  und  wenn  man  der  Reihe  nach  6,  e,.,,h  fär  a  setzt,  8o 
ist  zufolge  der  vorigen  Bemerkung 

0  =  ^o6o  +  ^i*i  f  ^«&2  +  ...  fA~i6«-i  \ 

0  =  ^0^0+^1 /*i+4b^  +  - -  +  ^«-1^1^-1   ' 
Die  Gleichungen  (14)  und  (15)  lassen  sich  nun  zur  Auflosung  der  n  li- 
nearen Gleichungen: 

ai  X+bi  r+ci  Z+. . .+Ai  T  =  *i 


in  folgender  Weise  benutzen.  Man  mnitiplizire  die  erste  Gldchung 
mit  Ao,  die  zweite  mit  Ai,  die  dritte  mit  A^  etc.  und  addire  Alles, 
80  hat  man 

(Aqüo+Ai  ai+A^a^+.-.+Am^i  On-^X 
+  (^0*0  +  4*1 +^«Äa  +  ...  +  ^«-i6»-i)F 
+      . 

+  (^0^0  +  4^1+^2*2  +  ..    +^i.-lA|.-l)7'       . 

=  Aoko+  AiJii  +  A^k^  + ...  +  An-x  A^fi-i. 

Hier  verschwinden  zufolge  der  Gleichungen  (15)  die  Coeffizienten  von 
F,  Z,.. .  r  und  es  folgt  jetzt: 

X^^  ^0^  +  4^1  +4A'2  +  >..  +  An^x  fa-1 
-^0«0  + -^1  «1  + -42«2  +  •••  + -^«-1  ««-1  * 

Der  Nenner  ist  hier  zufolge  der  Gleichung  (14)  =  Q  d.  h.  Das,  was 
ans  P  durch  Verwandlung  der  Exponenten  in  Indices  henrorgieht;  der 


2ibier  aber  entsteht  aus  dem  Nenner,  indem  man  k  für  a  schreibt 
1^^4:4!^"  i^^^  ähnlich  wie  Q  durch  P  ansgedrtickt  werden.  Es  iSsst 
sich  daher  X  unter  der  Form 

(6— a)(c-a)(c-6)...(Ä-a)(A-Ä)...(A-(5^)     ^    ^ 

dlarstellen,  wenn  mau  nach  ausgeführten  Multiplikationen  überall  die 
Exponenten  in  Indices  übergehen  lässt.  Ebenso  konnte  man  F ,  Z,  etc. 
ausdrücken;  man  würde  denselben  Nenner  hinschreiben,  den  Zähler 
aber  dadurch  aus  dem  Nenner  bilden,  dass  man  nicht  wie  oben  a, 
sondern  der  Reibe  nach  b,  c  etc.  in  k  verwandelte.  •—  Nun  bedarf 
es  aber  nur  geringer  Aufmerksamkeit  auf  den  Gang  der  gewöhnlicheD 

Multiplikation,  um  einzusehen,  dß8S  aus  der  Multiplikatioip  der  ^^*^  ^ 

Differenzen 

6— a 
c— a  ,  c— 6, 


h  —  a  ,  h — b  ,  ...  h — g^ 

WQ  »  die  Anzahl  der  Grosseu  a,  6,  c..,k  bezeichnet,  lauter  Partial- 
Produkte  von  dec  Form: 

Ar  aPb9c^....h^ 

entstehen,  worin  immer  p-{-q  +  — \-s  =  der  Faktorenanzahl     ^   ^ — 7 

ist^  dass  femer  kein  Exponent  >  n — 1  sein  kann  und  endlich  die  Anord** 
nung  der  Exponenten  immer  anders  autffiiHt.  Hieraui»  folgt,  dass  p,^,»  ••i» 
abgesehen  von  ihrer  Ordnung,  mit  0,  1,  2,...(n — ])  identisch  sein 
müssen,  mithin  die  nXn-^t)  entstehenden  Partialprodukte  aus 

hervorgehen,  wenn  man  die  Exponenten  ai|£.,alle  möglichen  Weisen 
[diefen  es  nC?t  — 1)  giebt]  permutirt.  Nach  Ne.  ^16)  ist  nun  durch  Ver- 
wandlung der  Exponenten  in  Indices,  und  wenn  man  der  Reibe  nach 
a    dann  6,  c,...A  in  k  übergehen  lässt, 

-^(±«0*1  ««•••^«-i)'  Z?(±ao*iCi...Äii-i)/ 

2  ,,  £i±aobik^...i„^i)         rp_^  £i±a(fii'"ffn^kn-^) 
M±aobiC^...h»^i)'    "  £(±aoöiC2...kn^i)  ' 
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DieM  sind  die  Formeln»,  daren  erste  vorhin  benutat  wurde.  Der  wk& 
tigste  Gebrauch  de«  allf^meioen  Transfonnationstheoremee  bestehlr.moi 
darin,  dass  man  mit  seiner  Hülfe  oft  Tielfache  Integrale  auf  einfache 
zurückfuhren  kann»  wenn  nämlich  die  Gleichungen  x  =  fo,  y  =:  fi 
etc.  80  gewählt  sind»  dass  nach  ihrer  Substitution  die  neuen  Variablen 
I«  12»  {;  etc.  gesondert  auftreten  und  dadurch  das  vielfache  Integral  io 
ein  blosses  Produkt  einfacher  Integrale  zerfällt»  wie  in  dem.  vorhin 
gegebenen  Beispiele  (är  die  Transformation  eines  Doppelintegrales. 


Kap.  YII.     Analytisdie  Anwendungen. 

§31. 
Summirung  der  Taylof^schen  Reihe. 

Schon  in  $.  47  der  Differenzialrechnung  hatten  wir  bemerkt, 
dass  sich  manche  Reihen  leicht  summiren  lassen»  wenn  die  Summe 
derjenigen  Reihe  bekannt  ist»  welche  durch  Differenziation  aus  der 
erste9  hervorgeht,  zugleich  aber  auch  erwähnt»  dass  diese  Methode 
der  Reihensummirung  den  Gebranch  der  Integralrechnung  wesentlich 
erfordere.  In  der  That»  wenn  y  die  noich  unbekannte  Summe  der 
Reihe  Ao  +  4iX-{-  A%x^  +. . .  bW9ichnet»  folglich 

st  und  es  sich  nun  trifft»  dass  die  Summe  dieser  letzteren  Reihe  schon 

bekannt  und  et\^a  —  f{x)  Ist,  so  folgt  jetzt  «"»^  =  A^)  dw^c^  ^ 

legration  y  ^  ff(x)dx\  kann  man  nun  die  hier  postulirte  lotegmtiM 
in  geschlossener  Form  ausfuhren»  so  gelangt  man  damit  unmittelbar 
zur  gesuchten  Reibensumme.  Wir  wollen  als  Beispiel  ffir  diese  Me- 
thode die  Summirung  einer  Reihe  zeigen,  welche  bereits  im  §.  35.  der 
Diff.R.  vorkam,  und  wenn  uns  hierbei  auch  keine  materiell  neuen  Re- 
sultate geboten  werden»    so   hat  diese  Betrachtung  doch  wenigstens 


Vortheil,  die  schon  dort  entwfekelte  Summe  unter  einer  anderen 
rar  in  vielen  F&llen  sehr  vortheilhaften  Form  darzustellen.    Sei 
namlidi 

-  -^  i.±C.l-l)  ^'-->(c-»). 
SO  ergiebt  sieb  durch  Differenziation  in  Bezug  auf  z: 


mithin 


»  =^  -  1.2.3.  \n-i)f^'^"''^''-'^^'^^' 


Denken  wir  uns  för  die  linke  Seite  die  Reibe  in  (1)  geschrieben,  neh- 
men darauf  z  =  A,  z  =  0  und  subtrahiren  diese  beiden  Werthe  von 
einander,  so  folgt: 

o 

oder  t&T  c  =  a+h,  und  durch  Transposition  von  F(c)  =  P(a  +  h): 

Diess  ist  nichts  Anderes,  als  die  Sunimirung  der.it  ersten  Glieder  der 
Taylorschen  Reihe,  wobei  der  Rest  derscjlhen  unter  der  Form  eines 
bestimmten  Integrales  erscheint.  Man  kann  dem  letztern,  welches  mit 
Jw^  bezeichnet  werden  möge,  noch  mancherlei  andere  Gestalten  ge- 
ben; nimmt  man  z,  B.  x  =:  h—Uf  so  geht  dasselbe  in 

*  b 

Über  und  dieses  letztere  verwandelt  sich  &it  u  sss  ht  in 
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Die  letztere  Form  ist  wegen  der  constanten  Integrationsgränzen 
die  meistentheik  brauebbarste. 

Für  a  =  0  ,  Ä  =  ar  wird  ^us  (2) : 

'     F(x)  =  F(0)+f  F'(0)  +  ^2F'(0)  +  j^  ^(0)+.  . 
wobei  man  für  Jn-i  eine  der  Formen 

o  o 

» 
wählen  kann.  —    Setkt  man  noch  F{x)  =   /     f{x)  dx,  so  folgt  F(0) 

=  0  ,  P{x)=f(x)  ,  P'ix)  =fi{x)  etc.  und  mithin  erglebt  sich: 

j  Aw»^=— i~*+ -fTT      "•■  1T2T3     "'''•• 

"•+  1.2...(«-1)^        +  t.2...(«— l)' 
oder,  wenn  n+l  an  die  Stelle  von  n  geschrieben  wirfl, 

•4  ."  '  *   ■  (       (3) 

'?/r(n-l)(0)  V,  ^ 

"•+  1.2...«  ^   +1.2...« 
wobei  man  itir  Jn  einen  der  Ausdidcke 

O  U  •  . 

nacb  Belieben  wäblen  kann.  Will  man  die  Reibe  (3)  ins  Unendliclk  ^ 
fortsetzen»  so  muss  man  entweder  sieb  versiebern,  dass  für  nnendlicrV 
ivacbsende  w  "       =      , .  . 


(*) 


ts» 


^''^i:2Zi=^ 


i^t^  oder  man  wendet  das  allgemeine  Oriterium  för  die  Verv^andeftla^ 
keit  einer  Funktion  auf  F(a:)=  t    f(x)dx  an  und  bestimmt  dadurch 

a  priori  die  Gränzen  der  Gültigkeit  för  die  Gleichung  (3).    So  ludet 
man  z.  B.  ohne  Schwierigkeit 


/(^+VTÄä)=,/'^ 


a» 


—  l'^2  3  +  2.4'5  ""2.4.6  7  +  •• 
gültig    innerhalb    der    tiräDzen»j;= — 1    bis    ^— -|-1,     da    fär   F(4r) 
=  /(a;-f- Vl+Jr*)   die  Differenzialquotienten  * 

^^"^=  Vlfei '  ^^"^=- (Vife»'-" 

unendlich  Verden^  sobald  o-sV^^  oder  der  Modulus  von  a:  der  Ein- 
heit gleich  genommen  wird. 


$32.  • 

Reüiensummirungen  durch  singulare  fVerthe  bestimmter 

Integrale. 

In  vieiep  FällencJSsst  das  Integral«  welches  die  Summe  einer 
Reihe  darstellt,  keine  Werthangabe  inj|^escblossener  Form  zu  nnd 
dann  gelangt  man  zu  keiner  unmittelbaren  Summirung;  aber  es  kann 
dabei  oft  vorkommen,  dass  Spezialisirungen  jener  Reihe  summirbar 
werden,  wenn  der  entsprechende  spezielle  Werth  des  integrales- ein 
singulärer  Werth  ist,  der  sich  vollständig  entwickelt  angeben  lässt. 
Eines  der  bemerkenswerthesten  Beispiele  dieser  Art  gründet  sich  auf 
die  singulären ; Werthe  der  Integrale 

•  O 

die  fiir  r=l   hervorgeh^'to.    Dass  nfiimKch  für  f=:l  das  erste  dieser 


170 

Integrale  nicht  noth wendig  verscbwindea  müsse,  erkennt  man  leicht 
daraus,  dass  der  Nenner  in  diesem  Falle  =2(1  t- cos ;r)  wird  und  es 
nitki*  einen  Werth  von  a:  giebt,  für  weichen 

1-1 

1— 2cosar+l* 

■ieM  ==0  SU  werden  braucht,  nfimlich:  den  Wertfa  j?=0.    Has  hat 

nun  zunächst  wegen  cos  07=1  — 2  sin '^o?       ' 

,     l-2rcosa;+ra^<^)^=/   (l-r)H4rsin V''^^^'^' 

und  diess  geht  ßlr  i  x=:=2,  g^  "^  *  **°  V^  •(     g'+sin^z^^^^^J^'^'^' 

Bezeichnen  wir  9 (2z)  mit  ^(z)>  und^berficksicbtigen»  ^^i98,J^  r=l 
auch  V^r=l  und  £=0  wird,  so  ergiebt  sich,  dass  der  d^  Falle  r=l 
entsprechende  singulare  Werth  des  in  Rede  stehenden  Integrales 


1 


<*+*in«i*<'>''* 


ist,  wobei  sich  das  Zeijplien  Lim  auf  ein  bis  zur  Null  abnehmendes  i 
bezieht «  Bleibt  nun  der  Dtfferenztaiquotieut  '^^((z)  endlich  und  stetig 
von  z==Ö  bis  z=lc,  so  ist  es  für*^«|k|le  in  dem  Integrationsintervalle 
enthaltene  z  erlaubt,  ^(z)=if;(0)-|-zif;'(ilz)  zu  setzen,  wo  k  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch  bezeichnet;  dann  wird  .      , 

^      «a  +  sinaz~~^W^     e«+sin*z"'^^  V    «*+sin«z    ' 
und  wem  man  die  erste  Inl^^ration  rechts  aosiOmt  uiia  in  der  zw:eitea 

.    •      c  u 4      2sinzcosz        ^  . 
noch  den  Faktor ^|j2z —  zu«©*«* 

J       e«+sin«z 

i>  "... 

=  *<0)  y=j=p Arctan  (^^i-tl* taojc) 

*2€fliinzcosz     t       .,,  .  , 
0      e«+sin*z-"^h^^(^^>^^^ 
HMthfai,  w«in  man  i  bis  zur  Null  abnehmen  fässt, 
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,(3) 

1«^ 


Da  nufi  t(i'  (2)  der  Voraussetzung  nach  Ton  2=ü  bis  2=plc'en4lklk 
und  stetig  bleibt,  folglicli  diess  mit  '^'(Iz)  um  so  mehr  der  Fall  sein 
miiss  (wegen  iz/^z),  so  wQrde  auch  das  Produkt 

inherhalb  jenes  Intervalles  endlich  und  stetig  bleiben,  wenn  derF^^r 
j^|j^4il9SfilM|- Eigenschaft  besfisse.    Hierzu  ist  nuthig,   dass  2z  nicht 

===1^  werden  darf,  und  mithin  muss  man,  da  2.ic=c  der  grosste  Werth 
ist,  den  22  innerhalb  des  Integrationsintervaües  erhalten  kann,  voraus- 
setzen, dass  c<jr  sei.    Da  unter  dieser  Beschränkung     .    c)  ^^^  *~® 

sm  ä2 

bis  2=ic  endlich  und  continuirlich  bleibt,  diesette  Eligenschaft  dann 
auch  dem  vorhin  genannten  Produkte  zukoiiq^t,  so  können  wir  jetzt 
behaupten,  dass  das  Maximum  ilf  und  das  Minimum  N,  welche  jenes 
Produkt  innerhalb  des  Intervalles.'O  bis  leerreicht,  endlich  e€rrSss»B 
sind  und  mithin  haben  wir 

-    /•*2sln2Cos2      *      .i/t  vj 

d.  i. 

<  Jlf[e/(s«  +  sin  «4c)— «/(««)] 
und  >iV[«/(£»+sin«ic)'-t/(t«)]. 

Daraus  folgt  augeublicklich,  weil  Lim  tl(s*-i-sinHc)  und  Lim  tl(t^ 
beide  =0  sind 

und  mithin  nach  Nro.  (3> 
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Befücksichtigen  wir  endlich,  dass  wegen  tf;(z)=9C2z),^(0)==9>(0)  ist 
und  die  Bedingimg,  dass  '^' (i)  von  z=::0  bis  z=ic  stetig  und  endlich 
bleiben  soll,  nunmehr  in  die  übergeht  dass  q>'{z)  von  z  =  0  bis  2  =  c 
endlich  und  continnirlich  bleiben  muss,  so  ist  jetzt  fiir  r=l 

wobei  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  tp'  (o:)  innerhalb  der  Gränzen  ar=0 

bis  «=c  vorausgesetzt  wird. 

■*'■■■ 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  lässt  sich   der    singulare  Werth  des 

zweiten  in  Nro.  (1)  vorkommenden  Integrales  bestirnmen^  faidem 


/ 


t— r 
co8ar=2cos*iar — 1,  darauf  wieder  ar=2z  und  rrT^  =*  setzt;     Der 

selbe  ist  nämlich 

und  dafilr  findet  man  den  Werth  Null  unter«  dettseiben  Bediogungea 
wie  vorhin.  Diess  ergiebt  sich  au^^  unmittelbar  aus  der  Bemerkung, 
dass  für  r=l  der  Ausdruck 

immer  Null  ist,  sobald  q>' {x)  und  folglich  auclh  q>(ai!)  fudlich  und  ste- 
tig, zugleich  aber  I-|-cosa:  von  Null  verschieden  bleibt  Diese  letz- 
tere Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  der  grusste  Werth  des  x  d.  b. 
c  <  «  genommen  wird.    Wir  haben  daher .      . 

1— r 


/' 


l+2rcosar+r* 


9(a?)r/a:  rx  0  ,  c<jr.        '         (5) 


Von  den  beiden  Sätzen  (4)  und<5)  kann  man  nun  folgende  Anwendung 
machen.    Es  ist  für  ein  acht  gebrochenes  r 

1— 2rcos^-fr* 
=  l+?{rcosar+r*cos2a:+r'cos3ar+...}. 
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Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  f{x)dxy  integrirt  <laiiiuf  zwischen 
den  Gränzen  or  =  0  ,  or  =  »  und  setzt  zur  Abkürzung » 


/" 


f(x)eoBnxda:  =  An, 


so  ergiebt  sich 


/■ 


l^^Ls'Tr+r«^^^^^^ 


Es  kann  n^m  leicht  sein,  dass  die  Reihe  rechts  für  r  =  ±  t  noch  con- 
vergirt,  und  wenn  diess  festgestellt  i^t,  so  muss  ihre  Summe  offenbar 
dem  «ingiriären  Werthe  des  Integrales  links  gleich  sein.  >»Um  den  letk- 
t»i|n  M  finden,  müssen  wir,  da  die  Bedingung  e<»  tiicht  erfallt 
ist,  vorerst  die  Zerlegung 

_  /      ,     .^     r        _  f(x)  da:  +  /     -—gL-^t-^-j^  fix)  da: 
J       l—2r cos  a?+r*  '  ^  ^         *  J      1— 2rco8^fl-f^  v   •'' 

ö  i^        .        '      ' 

eintreten  hursen,  wobei  wir  im  zweit<^n  Integrale  rechts 'dr  i=z  n-^aef 
setzen;  es  findet  sich  dann  ohne:jElchwierigkeit: 

l-r2 


/ 


l— 2rcosa?+r* 


f{x)dx 


J        1— 2ri;osa:4r»'^  J        l+2rcosar'4r* 

^0  o 

Hieraus  ergiebt  sich  för  r  =  -f  1,  mdem  man  rechts  1  —  r^  in 
(l  +  r)(I— r)  zerlegt  nach   no.  (4)  und  (5) 

i— r* 


/ 


1 — ^2rcosa?+r* 
dagegen  für  r  =  — 1 


f{x)dx  =  nf{Q), 


r 


l-ä^Ä,+13  ''«'^  =  «'<'> 


und  somit  gelangeo  wir  zu  dem  Satze:  wenn  die  Fmiktion  f{x)  von 
X  sxf'O  bis  ar  r=;  9V  endlich  und  st^  bleibt,  so  gelten  die  Gleichungen 


174 


,  ?     (8) 


80  lange  die  Reihen»  In  welchen  An  die  frGher  angegebene  Bedeutung 
hat,  convergcnt  bleiben*). 

Ein  guten  Beispiel  hierzu  bildet  die  Annahme  f(a)  =  cosfur, 
worin  fi  keine  ganze  Zahl  sein  soll.    Es  wird  dann 

An=  /     cosnacosnxdx 

=  ^  r  /      cos  («  — |*)a:ite  +  /     cos  (n  +  f*)  arrfaTj 

o  u  . 

_irrfn(n--(^  ,    sin(n-t-  jü)  Tfi  _  (— 1)M-^  ftsin^ug^  A 
""2L      «— ^       ^        n  +  ii     J""         ««— ^«  ^ 

Die  beiden  in  (8)  vorkommenden  Reihen  sind  Jetzt: 

und  ihre  Convergenz  erhellt  leicht  aus  der  BemertoiBg,  dnui  filr 

«-=^:r7ii'  Llm[n(^-l)]=2  d.  1.  >l 
austeilt.    Die  Summe  der  ersten  Reihe  ist  d^er  -s  cosftO,     uod  die 

der  zweiten  ~  cos  »fi,    woraus  durch  MultiplikatioD  mit  2  und  Dii^iop 
mit  sinfi»  folgt 

»C08ectt»=-  +  p-:^  -  ^ITj?  +ä«-^*~-  <"^ 

*)     Man  kann  diese  Betrachtungen  noch  etwa«  aligemelDer  hpltea  mni  dabei 
die  Somnie  diejenigen'  Reihen  ermitteln,  Ton  denen 


y  ^/(jr)co««(2r— «)  dx 

irstellt,  aber  die  Untersiichi 
[  trifft  den  Nerv  der  gamc 
aageniMtenere  Behaadlangswaltt- 


das  allg^cDieine  Glied  darstellt,  aber  die  Untersiichnng  selbst  hat  auf  diesem 
Wege  wenig  WerCh  tand  trifft  den  Nerv  der  gamen  schfoev  Theorie  wMkt^ 
Reihen  nicht.    Die  aagMUMsenere  Behaadlnngswalst  bcatAt  darin,  Hiümim 


173 

Die  halbe  Diferens  beider  Gleichungen  föhrt  unter  der  R&cksicht,  dass 
cosectf  — cotic=tanltf  ist,  noch  zu  der  Formel 

Schreibt  man  die  Gleichung  (10)  in  der  Form 

1  2fA  2a  2fi 

mültipllzirt    beiderseits    mit  elfi   und  Integrirt  zwischen  den  GrSnzen 
(i=iO,fi=l,  90  findet  man 

/>'  1  \ 

..  '^        V'  {     (12) 

Bei  nnbestimmtct  Integration  ist  aber 

/(«  cot ,»»- ^ )  rf^=i/(«in»f»«)  -  i /(»»•)+ C 

und  daraus  eiliält  nuii^  wenn  fi  In  A  und  dann  In  Null  übergeht, 

.A^cot»»« -7)  «'<*=*' (^)* 
und  mithin  Ist  nach  Nro.  (12) 


rsinXjjOX« 
kn    J 


Istil<l,  so  sind  die  Grossen  sinl»,! — -pf  1*— oä^^^«  sämmtlich  po- 
sitiv und  man  kann  in  diesem  Faliß  den  Satz  anwenden,  dass  für  po- 
sitive u  die  Funktionen  ll(u^)  und  lu  identisch  sind.  Erinnert  man 
sich  noch,  daiss  aus  einer  Gleichung  von  der  Form  /^=/ik^/A-|-/!t;-f ... 
folgt  A^abc...,  so  ergiebt  sich 


snn&duii  Mt  ersten  n  Glieder  der  Reihe  «iiDiDiirt  mid  darauf  die  GrSnze  be- 
•thiilBl;«.  gegen  welolie  diese  SuMie  bei  mieiidllich  wacheenden  n  eoayergirir 
Mvii^iNiiber  daMräreilct  Ucft^Aieiaer .  ^,  Analjtbehen  fitndi«. '« : 


!• 
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4  '  ^=(»-p)(i-p)a-5)...  (13) 

Multiplizirt  man  ebenso  die  Gleichung  (11)  mit  d^i  und  integrirt  daraul 
zwischen  den  Gränzen  fi=0,|ii  =  X9  so  föhren  ganz  ähnliche  Schlüsse 
zu  der  Formel 

cosiX^=(l-p)(l-p)(l-p)...  (14) 

die  man  auch  durch  die  Relation  coslX«=a^;^  1 1,,  a«g  der  inNro.  (13) 

z  sin -4  AT» 

verzeichneten  hätte  ableiten  können.  Setzt  man  endlieh  X7t=:x,  so  er- 
geben sich  die  Gleichungen 

X*  :t^  x^ 

8iiia:  =  ar(l  — p^)(l-2äs^)(l-39^)-r  (18) 

cosiar=(l— p:^)(l-^j^)(l-p-ä).-  (16) 

deren  GOltigkeit  zufolge  ihrer  Herleitung  an  die  Bedingung  il  <  1 ,  d.  i. 
X7C<  TT  oder  ^< TT  gebunden  ist,  wobei  es  nur  auf  den  absoluten  Werth 
yon  X  ankommt«  Man  k^hn  sich  aber  leicht  überzeugen ,  dass  die  auf- 
gestellten Gleichungen,  ^abgesehen  von  ihrer  Herleitung,  allgemein 
gelten.  •  Denn  nüm  hat,  wenn  9(;i;)  die  rechte  Igelte  der.GUeichnng  (15) 
bezeichnet,  auch. 

7t — X    n+x  Stt  —  X    27t-{-x   in  —  x   ^n-^-x 

folglich  '         ^ 

,     .     V      ,     .     V — ^  2n^x    Tt—ic   3n+x    2n  —  x    in-i-x 

■  •  .  * 

oder  wenn  man  je  zwei  auf  einander  folgende  Faktoren  im  Zähler  ver- 
tauscht (nach  dem  Schema  ^6.  cd.  e/*.,.=  6«.  i/c./e...). 

gr-fa?    7t  — X    2?r-f  j?   2?r — x  Stv^x    ^n—x 

d.  i.  9>(7C-h^)r=~~9(i^)*  •  Hieraus  folgt,  wenn  wieder  if-^x  iär  x  ge- 
setzt wird,  g)(2w+a:)= — q>{7t^x)  d.  i.  9(2jr+a:)=9(a:),  dannr  wiedef 
(f  (37C  -|- ar)  ==  g)  (^  +  ar)  oder  g)  (3« + ar)  =  —  9  (ar)  u.  s.  f.  Die  Funktion 
q>{x)  ändert  sich  demnach  ebenso  periodisch  wie  sin  or,  und  da  von 
a;=0  bis  x:=in  die  Funktionen  sinor  und  q>{x)  identisdi  sind,  so  er- 
giebt   sich  jetzt  ihre  Identität  von  ar=0  bis  :r==:.sAtt^1^^  ™<^ -^^^^^^ 


i. 
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die  GleichuDg  (16)  als  eine  blose  Fol<;e  vod  ihrer  Vorgängerin  ansehen 
kann,  so  muss  auch  sie  för  alle  x  gelten. 

Giebt  man  in  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  dem  X  solche  Wer- 
the,  dass  sin  In  oder  cos  \  Xn  unmittelbar  bekannt  ist,  so  erhält  man 
unendliche  iProdukte,  aus  denen  sich  n  bestimmen  lä'sst  iSo  erhält 
mänaus  Nro.  (13)  för  X=^ 

2-Li  3.5    5.7  7.9 
^  -  2^^  •  4*  *   6*  '  8«  •  *  • 
mithin 

jt  _ 2^  4L4   6^    8.8 
2"- 1.3*3. 55. 7*7. 9*    * 

Wir  wollen  nun  noch  eine  Reihe  für  die  Sekante  nebst  der  daraus  fol- 
genaen  Produkten formel  entwickeln.  Schreibt  man  die  Gleichung  (9) 
in  der  Form 

^eosecf.«=i  +  [3p:^^~j^ 

setzt  darauf— 2"^  an  die  Stelle  von  ft  und  dividirt  dann  ilberall  mit 
2,  so  ergiebt  sich 

7t     ^         i         1         1         1    . 


^  5  +  fi  ■^5  —  ^*7'    *' 

oder  durch  Vereinigung  je  zweier  mit  gleichen  Vorzeichen  versehener 
Glieder 

"^        ,  2.1  2.3        ■     2.5 

•^sechfin^^^^^^^^^:^-^--^^^^-^-^...  (17) 

Multiplizirt  man  auch  diese  Gleichung  mit  d(i  und  iutegrirt  zwischen 
den  Gränzen  fA=0,fA=il,  so  findet  man  leicht 

i/tau«^^Ä 

12 


'if* 
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und  wenn  man  il  <  1  Toraussetst,  so  «ntspringt  daraMs  die  Produkk»- 

formel 

1  +  A        1  +  i    3-A   6  +  X    7-X 

tanT-«=r:ri-3HMi-5trxf+i  ••  (18) 

Von  bei||Mtiderem  Interesse  sind  nach  die  Resultate  >  wekhe  man  da- 
durch erhält,  dass  man  die  für  die  Tangente,  Cotangente,  Sekante 
und  Cosekante  gefundenen  Reihen  in  andere  transformirt ,  welche  nach 
Potenzen  von  ft  fortschreite».  Diese  Umwandlung  bietet  unter  An- 
wendung der  Formel 

111 


w«  — fl2~* 


"'-©' 


-"    M«    -I-    ^    -t-     „6   +    «8    i-        • 

keine  Schwierigkeit  dar,  sobald  man  (i^n,  d.  h.  weil  91  =  1,2,3,.. 
genommen  werden  muss,fi<l   voraussetzt    Benutzt   man    z.   B.  die 
Vorsteigende  Gleichung   zur  Entwickelung  jedes  einzehien  Gliedes  der 
m  Mro.  (10)  vorki^imenden  Reihe  und  ordnet  hierauf  Alles  nach  Po* 
tenzen  von  ^,  so  erhält  man 

ncotfiJt 


d.  i.  wenn  ziir  Abkiirzupg 

p^  +  2i^  +  3^  +  •  ••  = 'S« 


JS. 


und  1»=:-;; setzt,  wo  nun  ar<9r  sein  muss 

Vergleicht  man  «dress  vmt  der  schon  frfiher  für  cot  ^  gefundenen  Reihe 
[Differenzialrecliniing  S.  232,  Formel  (7)],  so  folgl^ä 
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TT*»       1.2.3...  (2n) 
oder 

l«n+  2«»  +  3«»  •••-.  1.2.3...(2«)  -        ^'"^ 

wom^  eine  Sammenformel  für  die*  geraden  Potenzen  der  reziproken 
natürlichen  Zahlen  gewonnen  ist.  So  hat  man  z.  B.  für  n  =  1 ,  Bi  =  l 
(S.  236  der  Diff.-R.)  folglich 

1     1^    1     .     1     .  1       2 

Dividirt  man  die  Gleichung  (19)  mit  2^^,  so  ist  auch 

2«»  +  3a„  +  6^  "*"  •-  2  1.2.3,..(2w) ' 
und  wenn  man  diess  von  Nro.  (19)  suhtrahirt 

l»it+3Äi  +  5a«  + <^      1.2...(2«)  ^^^ 

h  degacnterer  Form  erhält  man  nocii  diese  ReUienvergleichungen,  wenn 
man  statt  der  Beraoullischen  Zahlen  die  Ta«igentei;^oefBzienteii 
GiyG^,  G^y.,.  und  die  ihnen  analogen  SekantenkoefBzienten Gq ^  G^'O^,,, 
einführt.     Setzen  wir  vorerst  zur  Abkürzung 

Im        3m  ■*"  Ö«.        —  —  '^w» 

80  ergiebt  sich  aus  den  Gleichnngen  (17)  und  (11),  wennvoan  die  darin 
vorkomBotenden  Reihen  Hlr  |x<l  ähnlich  wie  vorhin  itraasformirt, 

|seci|X7r=2Fi+2F3|x«  +  2F5|x4+2Frfi«+... 
|tan4|x«  =  Öl7aft  +  2C74|x»+2l7e|x»+... 

CK«.  n 

oder  f&r^= — *  wo  nun  2a? <»  oder  aK.iÄ^ein  muss» 
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und  weiijjj^jnan  diess  mit  den  Reihen 

r.  seca:=Go+j;|^*+  OtI71^*  +  "* 

vergleicht 9  wobei  1.2.3...m  kurz  mit  m  bezeichnet  werden  möge,  so 
18t  vermöge  der  Bedeutungen  von   Vm  und   Um, 

(2«+iy  ""  Ji;2"+*Ll^'*+*  ^  32n+aT   52»4-2+-.  | 
Beide  Gleichungen  lassen  sich  zusammenfassen,  wenn  man 

setzt,  worin  «  eine  Grösse  bezeichnet,  die  =  —  1  oder  =  +  1  wird, 
jbnachdera  m  gerade  oder  ungerade  ist.     Setzt  man 

'   ,^  ^==-      V    2   ^       ^  (22) 

80  ist  diese' dem  e  auferlegte  Bedingung  erfüllt  und  somit  die  Dualilät 
der  Gleichungen  für  Gm :  w'  vermieden.  Der  Fall  «  =  + 1  stimmt  übrigens, 
wie  sich  von  selbst  versteht,  mit  der  Formel  (20)  überein. 

Ein  anderweites  Beispiel  für  die  Gleichung  (8)  würde  die  An- 
nahme f(a:)^eß*  bilden;  man  findet  aber  dabei  fast  nur  Resultate, 
welche  aus  den  bisher  entwickelten- durch  die  Substitution  fi=/J  V— 1 
hervorgehen  würden. 


§33.  I 

Andere  Methode  der  Reihensummimng. 
Die  eleganteste  Ausfährung  des  Gedankens,   Reihen  durch  be- 
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stimmte  Integrale  zu  summiren,  besteht  in  folgendem  Kunstgriffe.  Die 
gegebene  Reihe  sei: 

9(0)+g>(l)  +  g>(2)  +  9>(3)  +  .  .,  0) 

was  bekanntlich  die  allgemeine  Form  jeder  regelmässigen  Reihe  ist; 
gesetzt  nnn,  es  wäre  ein  bestimmtes  Integral  bekannt,  dei|4|p^*Wertb 
gerade  <p(n)  ausmachte ,  also  etwa 

/b  '      ■• 

f(a:,n)dx  =  q>{n)y  (2) 

a 

SO  wäre  die  Reihe  in  No.  (1)  auch  gleich  der  folgenden: 

a  a  a 

=y*[/'(a:,0)+A«,l)  +  A^.2)  +  Aj:.3)  +  ...]AF         (3) 

und  man  libersieht  jetzt  auf  der  Stelle,  dass  die  Summirung  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Reihe  auf  die  Summirung  einer  anderen  Reihe, 
nämlich  f(x ,  0)  +  f(x ,  1)  -|- .  • ..  reduzirt  ist  Kann  man  nan  diese  letztere 
Summe  finden  und  heisst  dieselbe  etwa  F(x)y  so  hat  man  durch  Ver- 
gleichung  von  (1)  und  (3): 

9(0)  +  g>(l)  +  (p(2)  +  9(3)  +  ...=yV(a:)ite,  (4) 

o  /*     ■  * 

und  wenn  sich  die  auf  der  rechten  Seite  postulirte  Injipation  in  ge- 
schlossener Form  ausfahren  lässt«  so  hat  man  damit  die  ursprangliche 
Reibe  summirt. 

Dieses  Verfahren  ist  z.  B.  mit  Leichtigkeit  auf  die  Reihe 

L_____+ H , 


(p+2?)0>-f29+l)...(p+29+m-l)  >(5) 


(;»+3fl')(p  +  35r+l)...(p+3y+m-l) 

+ 

anwendbar ,  worin  m  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet ,  p  und  9  be 
ebige  rationale  OrSssen  sind;   es  giebt  nämlich  ein  bestimmtes  Inte- 
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gral^  dessen  Werth  däs'sllgenieine  Glied  der  gegebenen  Reihe  dar- 
stellt   Man  gelangt  hierzu,  wenn  die  Reduktionsformel 

auf  das,  Integral 

angewendet  wird,  worin  «  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.  Man 
findet  so: 

O  0 

und  wenn  man  auf  das  Integral  rechts  die  Rednktionsformel  selbst 
wieder  anwendet,  indem  man  s — 1,  s — 2,  etc.  der  Reihe  nach  för  $ 
setzt: 

=    '-*      *-^      *-3    rJ-ia-x)>^dx 

r+»-lr+*-2  r+5-3/     "^ /         ' 


d.  i.  wenn  man  die  letzte  Integration  jetzt  ausfährt, 
Pxr-H\^x)-^dx 


,_1         ,—2  2         1      1 


r+*-l  r  +  5  — 2'    •r  +  2  r  + tr' 

Schreibt  man  m  für  «  unddividirt  beiderseits  mit  1.2.3.  ..(m — 1),  was 
kurz  mit  (m — 1)'  bezeichnet  werden  möge,  so  ist 

?r— ^,    f\i^x)^^xr-^dx=  .,     .   ,.    ,     ,i       , TT.       (6) 

(w— 1)V  r(r+l)(r  +  2)...(r+m-l) 

o 

sätest  man  endlich  p+kq  für  r  und  mulMplizirt  beiderseits  mit  ti^^  vv« 
11  constant  fUr  die  Integration  ist,  so  ergiebt  sieh: 
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nnd  hier  ist  die  rechte  Seite  nichts  Anderes,  als  das  allgeiiM^#  GiUed 
der  in  No.  (5)  verzeichneten  Reihe.  Man  erhält  letztere  d«}|i^,  in- 
dem man  k  =:0,  1,  2,  3,...  setzt  und  Alles  addirt.  Die  ^ornme  je- 
ner Reihe  ist  demnach  gleich 

o 

Hier  iässt  sich  die  eingeklammerte  Reihe  summiren,  sobald   der  ab- 
solute Werth  von  tu?9<l  ist.    Berficksichtigt  man,  dass  vermöge  der^ 
Integrationsgränzen  ^a:  nicht  ausserhalb  des  Intervidles  0  bis   1  liegen 
kann,  so  erfüllt  sich  jene  Bedingung  dadurch,  dass  man  q  positiv  und 
tf<l   nimmt.     Das  vorstehende  Integral  giebt  dann  die  Summenformel : 


pQ?+l)...(p  +  m~l)   ■    (p^q)(p^q^i).,.lp-{-q^m^\) 

Dass  nun  die  auf  der  rechten  Seite  vorkommend^.inll^|Ppii,Jederzeit 
ausfahrbar  ist,  sobald  |i  und  q  positive  rational^  Zahleb'^'iiäid ,  ergiebt 
sich  leicht  auf  folgende  Weise.  Man  entwickele  zunächst  (1 — or)"*-^ 
nach  dem  Binomialtheoreme  für  ganze  positive  Exponenten,  so  zerfällt 
das  vorstehende  Integral  in  m  andere  von  der  Form 


/ 


,  s  ganz  und  positiv. 


Bringt  man  die  beiden  rationalen    Zahlen  p  und  q  auf  gleichen  Nen- 
ner, so  kann  man  p  =  — ,  gr  =  —  setzen,  wo  A>  k,  n  sämmtlich  ganze 
'^        n     ^        n 

positive  Zahlen  bedeuten.    Mit  Hälfe  der   Substitution   o:  =  2"   geht 
jetzt  das  Integral 
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^^ 


/ 


^1    Ä, 

da: 

*       1- 

k 

tu:» 

in  das  fegende 


über^  worin  der  Faktor  von  dz  eioe  rationale  gebrochene  algebraische 
Funktion  von  z  und  dessen  Werth  mithin  nach  den  Lehren  des  Cap.  II 
jederzeit  vollständig  entwickeibar  ist.  So  findet  man  z.  B.  aus  der 
Gleichung  (7)  für  /i  =  5^  =  1  und  m  =  3, 

1        ,        u        I       M*       ,        «• 


1.2.3   ■  2.3.4  •  3.4.6  '  4.6.6  ^  "' 
4«       2tt«         2m8      *^'^'*^ 

1>M>  — 1, 

wobei  man  übrigens  auch  noch  u  =  +i  und  tt  =  — 1  setzen  darl, 
weil  die  Reihe  links  für  diese  Werthe  noch  convergirt  und  die  Funk- 
tion rechts  dabei  weder  unendlich  noch  diskontinuiriich  wird.  Nimmt  man 
m^=3,p  =  i,g  =  i  und  schreibt  u^  für  u,  so  erhält  man 

i.4.|^  i.i.i  ^|.4.|. 

3ÜS       M«  ^        «»  VI— «/ 

1  >  w  >  —  1, 

oder  nach  Division  mit  2'  =:  8, 

1.3.5^3.5.7  ^  5.7.9  ^    ■* 

__8 1     ,  (!-««)'.; /H-«N 

~  24««      8u*  ^     8u»     "    VI-«/ 

1  >  M  >  -  1. 
Schreibt  man  mV^ — l  für  u,  so  folgt  hieraus  noch: 
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1       _  _u*_  t^ 

•1  K   »r    ■  I 


1.3.5       a.5.7^5.7.9 

Da  die  Reihe  för  u  =  1  ooch  convergirt  und  die  FunktioD .  rechts  aD 
dieser  Stelle  weder  unendlich  noch  diskontinuirlich  wird,  so  gilt  die- 
ses Resultat  auch  für  tt  =  1  und  giebt: 

_j 1  1 -  !5  _1 

1.3.5       3.5.7"'"  5.7.9       8      3' 

Will  man  die  hier  auseinandergesetzte  sehr  fruchtbare  Summirungsme- 
thode  mit  Leichtigkeit  anwenden ,  so  mnss  man  im  Besitze  elo^.tfa. 
belle  der  verschiedensten  bestimmten  Integralformeln  sein,  um'n^hiie 
langes  Suchen  gleich  eine  Formel  zu  haben,  mittelst  deren  man  doa 
allgemeine  Glied  einer  gegebenen  Reihe  in  ein  bestimmtes  Integral 
verwandeln  kann*}. 


Gap.  YIII.     Geometrische  Anweniangen. 

*  §  34.  . 

Quadratur  ebener  Curven. 

In  der  Einleitung  zur  Differenzialrechnung  ist  schon  gezeigt 
worden,  dass  wenn  y  =  f(a:)  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezo« 
gene  Gleichung  einer  Curve  und  F(a:)  ihre  Fläche  bezeichnet  —  gleich- 
viel von  welcher  Ordinate  aus  man  dieselbe  rechnet,  —  zwischen  F(.i:) 
und  f(a:)  die  Relation 

A^r)  =  Lim  f(a>  +  f)-f(^)  A  i.  =  ^ 
0  ax 

statt  findet,  und  hieraus  folgt  augenblicklich 


*)     Weitere  Ausführungen  konnten   hier  nicht  gegcfbcn  werden;    man  sehe 
hieräber  meine  Analytischen  Stadien,  Utes  Heft. 


wo  die  willkuhrliche  Constante  die  Willkfihriichkelt  der  Stelle  anzeigt, 
von  wo  aus  -die  Flächen  gerechnet  werden.  Will  man  diej  enige  Fläche 
u  haben,,  welche  über  dem  Stücke  ß  —  a  der  Abscissenachse  steht, 
von  den  zu  o:  =  a  und  a:  =  ß  gehörenden  Ordinaten  der  Curve  und 
der  letzteren  selbst  begr&nzt  wird,  so  mnss  man  die  beiden  Flüchen 
subtrahiren ,  welche  von  dem  wiltikührlichen  Anfangspunkte  bis  or  =  a 
und  X  =  ß  gerechnet  sind.    Diess  giebt 


u  ^y^ydx.  (1) 


Da|^i  darf  man  jedoch  nicht  übersehen,  dass  die  vorstehende  Formel 
nujT  gilt»  wenn  die  durch  y  =  f(a;)  charakterisirte  Curve  von  ^r  =  a 
bis  x  =  ß  endlich  und  stetig  verläuft,  denn  ausserdem  ist  das  be- 
stimmte Integral  der  Differenz  zweier  spezieller  Werthe  des  unbestimm- 
ten Integrales  nicht  gleich.    So  z.  ß.  für  y  =  5 — ,  «=0,  /?=», 

cos    x 

würde  man  ohne  diese  Vorsicht 

u  =  tan» — tanO  =  0 

finden,  was  offenbar  unrichtig  ist.    Denn  die  Curve  y  =  — a*  besteht 

cos  x 

innerhalb  des  Intervalies  0  bis  n  aus  zwei  congruenten  Zweigen,  von 
denen  der  erste  sich  von  0  bis  ^  und  der  zweite  von  ^ bis  tt erstreckt 

Beide  Zweige  gehen  an  der  Stelle  x  =;:;  ^  ins  Unendliche  hinaus  und 

eine  in  di^em  Punkte  errichtete  Ordinate  bildet  die  gemeinschaftliche 
Asymptote  von  ihnen.    Daher  ist 


J      cos*jr       J       cos*:» 


00  9 


wie  man  auch  dadurch  findet,  dass  man  gemäss  den  Lehren  des  §.  24. 
das  fragliche  Integral  als  Gränze  von 


/A^~*  Ax     ,   p^    dx 
cos^ar    J       cos^a: 

•     -  «md  e'  ansieht. 
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r.    Pflr  die  Eni|we,  derea  Glcicbni^ 
ist.  findet  man  nach  der  Fonnel  (1)  wegen 


f' 


r=  ^  a:^a^—x^'\r  o    ^*  Arssin  —  +  C^ 
^=  ^ß  V5^=^  +  ^   ab  Arcsin  § 

—  o"«  Va^—  a*  +  2  *^  Arcsin  — . 

Rechnet  maAi,  wie  es  am  natürlichsten  ist,  die  Fläche  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinafen  an,  setzt  also  a  =  0  und  schreibt  ausserdem 
a:  fär  /?,  so  ist  die  über  der  Abscisse  or  stehende  Fläche 

u  =gVi5=::r»  +  ^  Arcsin  f. 

Für  a:^  a  erhält  man  die  Fläche  des  Quadranten  der  Ellipse  ss 
lab^Tty  und  mithin  ist  abn  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse. 

IL  Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  man  die  Fliehe  der  Hyperbel 
bestimmen,  nur  würde  man  hier  die  Fläche  nicht  vom  Anfangspunkte 
der  Cöordinaten  aus  rechnen  k5nnen ,  sondern  den  Scheitel  der  Hy« 
perbel  als  Anfangspunkt  der  Flächen  ansein  oder  «  =3.  a  setzen,  wo 
a  die  grosse  Halbachse  der  Hyperbel  bezeichnet.  Von  besonderem 
Interesse  Ist  noch  der  Fall  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  wenn  man 
die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  nimmt.  Die  Gleichung  dieser 
Curve  steht  dann  bekanntlich  unter  der  Form 

xy  =  Ä*  oder  y  =  — 

X 


und  hieraus  findet  man 


C9' 


vorausgesetzt,  dass  o  und  ß  zugleich  positiv  oder  negativ  sind.  Hier- 
aus folgt  i&r  «  =  1  ,  ^  =  ^,  die  sehr  einfache  Relation  u  =i  k^lx 
oder  uz^  Ixt  wenn  no^h  iE;  =  1  genommen  wird.    Die  Rolle,  welche 
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hier  die  natürlichen  Logarithmen  bei  der  Quadratur  der  Hjrperbel  spie- 
len, war  die  Veranlassung  der  frflher  üblichen  Benennung:  hyper- 
bolische Logarithmen. 

nL  Rechnen  wir  die  Goordipaten  der  Cykloide  vom  Anfangs- 
punkte der  Bewegung  aus,  wodi^h  sie  entstanden  ist,  so  gelten  die 
Gleichungen 

X  =  r{j^ — sin^)  ,  y  ==  r(l  —  cos-^), 
und  wenn  wir  ^^  als  unabhängige  Variable  ansehen, 

dx  =  r(I— cos-^)«?-^, 
mithin 

yJbc  =  r«(l— cos^)«rf^ 

=  r«(l— 2cos^  +  cos«^)rf^ 
=  r«(4  -  2cos  ^  f  icos  a^)  d^ 

und  hieraus  folgt  durch  Integration: 

fydx  =  r*(.!^-^2sin^+lsin2^)+  C. 

Rechnen  wir  die  Fläche  vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  an,  so  an- 
nuUirt  sich  u  mit  <&  gleichzeitig  und  mithin  ist  C  =  0;  die  Formel 
u  =  r*G^— 2sin^  +  Jsin2^) 

giebt  dann  die  fflier  der  Abscisse  x  stehende  Fläche,  wenn  ^  der  zu 
X  gehurende  Wäizungswinkel  ist  Für  ^z=:^n  erhalten  wir  die  Fläche 
der  ganzen  Cykloide  c=  3|^  und  diese  macht  demnach  das  Dreifache 
von  der  Fläche  des  erzeu^ndcn  Kreises  aus. 


§35. 
Rektifikation  ebener  Curven. 

Sind  wieder  x  ^=  a  und  x  =  ß  zwei  Abscissen  einer  durch  die 
Gleichung  y  =  f(x)  charakterisirten  Curve,  so  nennt  man  die  Aufgabe: 
„die  Länge  des  über  dem  Stücke  ß  —  a  der  Abscissenachse  stehenden 
Bogens  der  Curve  zu  bestimmen '*,  das  Problem  der  Rektifikation  ebe- 
ner Curven  und  man  gelangt  zur  Auflösung  desselben  durch  die  fol- 
genden Betrachtungen.  Von  .welchem  willkührlichen  Punkte  K  der 
iCürve  KPQ  aus  (fig.  1)  man  auch  die  Länge  der  Bogen  messen  möge, 
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SO  ist  der  Bogen  KP  offenbar  eine  gewisse  (noch  unbekannte) 
Funktion  der  Abscisse  OM^=:^x,  Setzen  wir  MP=zy  und  lassen  o:  um 
das  Stiick  MN:=^^x  zunehmen,  so  ändert  sich  die  Ordinate  um 
RQ^  /iy{PR\\MN)  und  der  Bogen  KP,  welcher  mit  ip{x)  be- 
zeichnet werden  möge»  um  PQ=^KQ — KP  =  q>(x+Jx) — g>(x).  Le- 
gen wir  femer  im  Punkte  P  eine  Tangente  AT  an  die  Curye  und  ver- 
längern NQ  bis  0*9  »o  ist  offenbar 

JPQ'  >  Arc.PQ  >  chord.  PQ 
d.  i.  wenn  wir  den  Winkel  MST  =  ^RPQ'  mit  cd  bezeichnen: 

^^   >  ArcPQ  >  Chord-PQ 
cos»  "^ 

d.  i.  nach  der  oben  eingeführten  Bezeichnung: 

cosco 
oder  durch  Division  mit  Jx: 

1  tp(xA-Jx)-'g>(x) 

COS(0  ^x 

Von  dem  Winkel  a  ist  aber  die, Tangente  bekannt,  nämlich  nach  §.  12 
der  Diff.  R.  tan  a>  =z  f*{a:)  =  ~f-  und  mithin  ist 

=  Vl4-tan2fii  =  V  1  +  1  ^  '^ 

COSCi) 

Die  vorige  Ungleichung  nimmt  jetzt  die  Gestalt 


^  >%(arfz/;r)-9(j:)>  V(^;r)«+(^y)ä 


>-'^^^^>>fTT(gy. 


cosw  "  1  K^dxJ 

eichung  nimmt  jetzt  die  Gestalt 

an.  Gehen  wir  in  ihr  zur  Gränze  für  bis  zur  Null  abnehmende  /ix 
über,  so  wird 

Es  fallen  mithin  die  zwei  Grossen,  zwischen  denen  der  DifferenziaK- 
quotient  von  g)(x)  enthalten  war,  in  eine  «einzige  zusammen  und  die 
vorige  Ungleichung  geht  in  die  Gl^cbnng 
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über;  hieraus  folgt  sofort: 

wobei  die  Wiiikührlichkeit  von  C  dem  willkührüchen  An&agspuokte  A 
der  Bfigen  entspricht  Um  diese  Unbestimmtheit  wegzuschaffen ,  setzen 
wir  X  =  OB  =  /J  ,  o:  =  OA  =  «  und  subtrahiren  die  beiden  diesen 
Annahmen  entsprechenden  speziellen  Fälle  der  obigen  t^teichimg.  Wir 
erhalten  dann  auf  der  linken  Seite  q>(OB)''(p(OÄ)  =  Are  KV— ArcKU 
=  Are  UV,  und  wenn  wir  diesen  über  der  Strecke  AB  =  ß — a  ste- 
henden Bogen  mit  s  bezeichnen,  so  ist 


=r^<^^(S?- 


(») 


wobei  aber  nie  im  Torigen   Paragraphen  vorausgesetzt  werden  muss, 
dass  die  Funbtioii 

innerhalb  des  Intervalles  or  =  a  bis  :r  =  /?  endlich  und  stetig  bleibt*) 


*)    Für  y  =  i/(co«*2:)  erhielte  man  z.  B.  ohne  diese  Vorsicht: 

und  wenn  man  x  =  jf  und  x  =  0  setzte: 

«  =  4/[tan«  ^]  -  4/ [tan*^]  =  0. 
Berücksichtigt  man  dagegen,  das«  die  fraglich«  Curve  aas  zwei  congraenten 
Zweigen  besteht,  4ie  bei  ^  =  ^  las  Unendliche  hinansgehen,  so  folgt: 

o     • 

wie  sich  aach  ganz  von  selbst  veralelit. 
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'I.     Für  die  Parabel,  deren  Gleichung  yzzS px  ist,  findet  man 

cos  X       T      ^  4a: 
und  folglich  

Fuhrt  man  eine  neue  Variable  t  der  Art  ein,  dass 

ist>  so  hat  man  bei  unbestimmter  partieller  Integraüon 
/  tdx^tx  —  I  xdi=ztx—'^  I  ^ — j 

d.  i.  vermöge  «les  Werthes  von  t 

folglich  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Grösse,  von  welcher  der 
Logarithmus  genommen  wird,  immer  positiv  ausföUt, 

2         ^        ''^       8     VV4a+p-2V^/ 

WUI  man  den  über  der  Abscisse  jr  stehenden  Bogen  der  Parabel,  so 
moss  man  a=0,ß=x  setzen,  und  hat  dann 

täe  Gerade  vom  Brennpunkte  -der  PAridbel.'nach  dem  Puakte  xy*.(ßidr 
RadttM  Vector)  htit  bc(kan»4lich  die  Länge 
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und  daraus  folgt  V^4ar  +  j»='2V^;  dadurch  nimmt    die  Formel  (lir  $ 
die  elegante  Gestalt  an 

die  sich,  wenn  man  die  Entfernung  des  Brennpunkts  Tom  Scheitel 
=lpm\tq  bezeichnet,  noch  in 

'=^^  +  9l{       y^       )  (2) 

fiberföbren  lässt. 

^    11.  lu  der  ÄDH-endung  unserer  Rektifikationsformel  auf  die  durch 
die  Gleichung 

charakterisirte  Ellipse^  haben  wir 

1    _  4/,,/?^v_  4rZ3«!EM? 

oder  wenn  die  numerische  Excentricität  mit  e  beseichnet,  also 

-! =$ 

a 

gesetzt  wird,    / 

c"5^=\  ^  +  V^>/  =^\    a«-a:«  (3) 

Nach  Formel  (I)  folgt  nun,  dass  fur'a=0^^=ar  das  Integral 

o 

den  über  der  Abscisse  x  stehenden  elliptischen  Bogen  angiebt.  M10 
kann  den  WeHh  dieses  Integrales  nicht  unmittelbar  durch  die  gewOho- 
lichen  logarithmischen  und  cyklometrischen  Funktionen  ausdrücken, 
sondern  nur  näherungsweis  durch  unendlicjbe  Reihen  berechnen.  Zu 
diesem  Zwecke  ist  es  am  Tortheilhaftesten ,  dem  Integrale  erst  eine 
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andere  Gestalt  zn  geben,  indem  man  a:=a  cos  ti  setzt,  mit  «einenge 
Variable  bezeichnend.    Berücksichtigt  man,  dass  für  ^=0  und  x^zzx 

jetzt  CO«  M  in  0  und  cos  u  in  —  übergeht,  d.  h.  w=  9    wnd   ?i  ==  Are 
cos —  wird,  so  erhält  man  leicht  aus  Nro.  (4) 


.=-./ 


Are  eo$  - 

du  V^l  —  B*  cos  ^u 


oder  durch  Vertauschung  der  Gränzen 


i^=a  I   du 


du  Vi— €^  cos  % ,  « = Arccos 

a 

u 


X  (5) 


Da  nun  €<1,  also  um  so  mehr  £cosu<]  ist,  so  kann  man  die  unter 

dem  Wurzelzeichen  stehende  Wurzelgrosse   idcht  in  eine  unendliche 

Reihe  venvandeln  und  dann  jedes  einzelne  Glied  integriren.    Um  den 

Quadranten  der  Ellipse  auf  diese  Weise  zu  rektifiziren,  muss  man  a:=a 

d.  h.  M=0  setzen,   und  wenn  wir  den  Quadranten  mit  S  bezeichnen, 

80  Ist  jetzt 

^  pk^-       ^ 

S—a  J    du  VI  — £2cos*M 


^£^cos%-— ö^f*cos  %  —  2  4  5  €^COS*M — ...]di«. 


Aus  dem  bekannten  Werthe  des  unbestimmten  Integrales 

C08^"%<Zt£ 


/' 


flndet  man  aber  sogleich  für  ^=i;r,i«=0 


/ 


cos'»«rf«='\ff-f^^^^>g. 


und  wenn  man  diese  Formel  zur  Integration  der  einzelnen  Glieder  in 
der  Reihe  fiir  S  benutzt 

*—   2  L*- V2^  3V2.V  ^       5^2.4.6/*       "J' 

13 
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Voraiu^  sich  durch  Multiplikation  mit  4  der-  ganze  Umrang  'der  Ellipse 
crgiebt.  -  .^ 

Zu  bemerkeD  ist  übrigens,  dass  dem  Winkel  u,  für  weichen 
acost£=a;  wird,  eine  geometrische  Bedeutung  zukommt.  Beschreibt 
man  nämlich  über  der  grossen  Achse  als  Durchmesser  einen  Kreis» 
Fig.  2,  verlängert  die  der  Abscisse  OM=^x  entsprechende  Ordinate 
MP  bis  sie  denselben  in  P'  schneidet  und  zieht  dann  OP' ,  so  ist 
^AOP*=u.  Zieht  man  den  durch  die  Formel  (5)  bestimmten  Bogen 
s=:BP  von  dem  Quadranten  S=BA  ah,  so  giebt  die  Differenz 

(6) 

/i^     ^ fl^      ^ /*«         ^ 
du  VI  — £*co8  *w  —  y    du  VT^  f  2  cos  ^u^J     du  Vi— a^cos^ 

o  u  .  o 

den  über  der  Strecke  AMz=za — x  stehenden  Bogen  AP  an.  IVIan 
kann  übrigens  die  Rektifikation  der  Ellipse  noch  in  anderer  Form  aus- 
nihren,  wenn  man  nämlich  den  Winkel  g>,  den  die  Tarigente  SP  rmi 
der  Abscissenachse  macht,  als  unabhängige  Variable  ansieht.  Man 
hat  dann  aus  *t  Gleichung  (3)  .    * 

g  sin  CD  ,   ^^  fl  (1  —  e^  cos  o  dto 

"^"^  V^^^^  '  (l-e*cos«fi>)i     ' 

mithi 

dm 


'=/    ^'^-=«^'-^'^/    (TT 


f^COS*(ö)i 

wobei  sich  die  Integrationsgränzen  aus  der  Bemerkung  ergeben,  dass 
w  mit  X  gleichzeitig  wächst  unddenWerthen  a:=0,ar=  OM  die  Werthe 
0=0,  cö  =  ^MSPzs:  CO  entsprechen.  Durch  gewöhnliche  Differenziatlon 
wird  man  sich  nun  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 

f^COS  CO  sin  CO  /*  ,  r — 

VI  — e^coe^oi     t/ 
überzeugen^  und  daher  ist 

of^cos  (0  sin 

'Vi 

Wendet  man  auf  das  Integral  rechter  Hand  die  vorhin  hei  dem  Inte- 
grale (6)  gemachte  Bemerkung  an,   so   erkennt  man  leicbt,   dass  das- 
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selbe  ebenfalls   einen  Bogen  der  Ellipse  darstellt  und  zwar  den  übär 

der  2||fecke  a— |  stehenden^  wenn  £=aeosai   ist.    Macht  man  also 

\^AOQ'  =  j^MSP=ioi,  fällt  von  e'  das  Perpendikel  QiV  auf  0^,.si) 

ist   ON=S,AN=a—]^    und   folglich  Are ^^Q    der    in   Rede  stehende 

Bogen ,  welcher  a  heissen  muge.    Die  obige  Gleichung  verwandelt  sich 

jetzt,  wegen  ^ 

asino)  g  .^^ 
~=  costo                                (7) 


V^i -«2  COSTCO       a 
in  die  folgende 

.      ^-0=^^^-  (8) 

Dabei  fi^ind  abet  x  und  £  mit  einander  durch  eine  Relation  verbunden, 
welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  die  zweite  der  Gleichungen  (7) 

und  die  daraus  folgende  sincorrzV  1 — t-j  in  die  vorhergehende  Glei- 
chung für  X  substituirt.  Man  gelangt  so  zu  dem  sehr  eleganten  zuerst 
von  Fagnano  bewiesenen  Theoreme  :  wenn  die  Äbscissen  o:  und  f  dei 
Gleichung 

befriedigen,  so  ist  die  Differenz  der  übet  den  Strecken  :c  und  a  —  $ 
stehenden    Bögen    (Are ÄP   und    Arc^Q)  eine  algebraische    Grösse, 

nämlich  e^  — . 
a 

III.     Für    die    Cykloide   mit  den   Gleichungen  a:=r(d'—8md'), 
3f=r(l — cos-^)  ist 

da:=zr(l^cosd^)dd'=2rsin%d'd&; 
folglich 

und 

,       fda:  y  1  +  r^y  =  2r /^sin4^d^==— 4rcos  4^+  C. 

Wollen  wir  den  über  der  Abscisse  x  stehenden  Bogen,    so  müssen 
wif  ^  von  0  bis  «O*  selbst  ausdebnen ,  und  daantst 
5=_4rc6si'^-f4rcosO, 

13* 
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d;  i. 

ss:8r6lo2i^,  (9) 

oder  weil  aus  der  Gleichung  fOr  y  folgt  0=Arcco8(l^  ^) 

*=8r«iD«['Arccos(l— |)].  (10) 

t 

Hieran«  ergiebt  sich  die  Länge  der  ganzen  Cykloide,  wenn  man  ^=2 9r 
setzt,  und  man  findet  so,  dass  dieselbe  das  Achtfache  Tom  Halbmesser 
des  erzeugenden  Kreises  beträgt 

Die  aligemeine  Formel,    weiche    den    Zusammenhang  zwischen 
dXfdy  und  dt  angiebt,  nämlich 

kann  auch  zur  Losung  der  umgekehrten  Aufgabe  :  „die  Gl«?ichaug  der- 
jenigen CurFe  za  finden,  deren  Bogen  eine  gegebene  Funktion  der  zu- 
gehörigen Abscisse  isfS  benutzt  werden.  Min  hat  nämHch  aus  der 
angefiSbrten  Formel  • 

und  mithin  nach  Ausziehung  der  Wurzel  und  Integration: 

Nimmt  man  z.  B.  «  =  Var* — a*,  so  findet  man: 
y  =  fdx        ^         +  C 

oder  wenn  wir  dem  x  bios   positive  Werthe  geben  wollen,   wodarck 
a:+ V^ar*— -a*  immer  positiv  ausfaMt, 

Rechnen  wir  die  B8gen  und  Ordlnaten  von  einem  und  demselben  An- 
fangspunkte aus,  so  müssen  beide  Grössen  gleichzeitig  Null   werden. 


197 

Es  ai^uUirt  sich  aber  «  für  o;  =:  a  «od  wenn  dann  auch  ^  =  0  wer- 
den soll,  so  folgt  C  '--  — /«,  mithin: 


»='"L-+ver-o 


Die  Formel  (11)  lässt  sich  übrigens  auch  auf  den  Fall  anwenden,  wo 
s  nicht  als  Funktion  der  Abscisse,  sondern  als  Funktion  der  Ordinate 
gegeben  ist.  Vertauscht  man  nämlich  die  Coordinatenachsen ,  so  ver- 
tauschen X  und  y  ebenfalls  ihre  Rollen ,  und  nachdem  man  jetzt  durch 
die  Formel  (11)  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y  gelangt,  bedarf 
es  in  der  letzteren  nur  wieder  einer  Vertauschung  zwischen  x  und  y, 
uro  sogleich  zur  ursprunglichen  Aufgabe  zurückzukommen.  So  würde 
z.  B.  die  Gleichung  derjenigen  Curve, .  worin  s  =  Vy*— «^  '^st,  durch 


— -^  E- +  \^(l)'-'] 


ausgedrückt  werden,  wo  nun  y  Mos  positive  Werthe  bekommen  darf 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter: 


'-J+VW^-' 


jp 


d.  i.  wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  Zähler  und  Nenner  der  recfi- 
ten  Seite  mit  'S-  ^y  ^S^-V— 1  multiplizirt, 

und  durch   Addition    dieser  ufid    der    zweitvorhergehenden    Gleichung 
ergiebt  sich  jetzt: 

y  =  |-(e«+c'"«), 

woraus  man  ersieht,  dass  die  gesuchte  Curve  die  Ketteniinie  ist. 
Der  über  der  Abscisse  x  stehende  Bogen  ist 
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wodurch  die  Bedingung  s  ^  V^y^— o*  erlullt  wird.  Vermöge  dpr  geo 
metrischen  Bedeutung  von  V^y*— a^  giebt  dicss  eine  sehr  einfache 
Construktion  fiir  die  Rektifikation  des  über  der  Abscisse  a:  stehenden 
Bogens. 


§  36.  * 

Complanation  gekrümmter  Flächen. 

Während  die  Aufgaben  der  Quadratur  und  Rektifikation  krum« 
Hier  iiioien  in .  der  Ebene  auf  einfache  Integrationen  föbrten ,  bekom- 
men wir  jetzt,  wo  es  sich  um  die  Grosse  eines  bestimmten  Stückes 
einer  gekrümmten  Fläche  (lan^elt,  immer  Ewei  Integrationen  auszuföh- 
ren",  die  gewissermassen  den  zwei  Dimensionen  der  Fläche  entspre- 
chen, ^evor  wir  aber  die  allgemeine  Coraplänationsformel  selbst  ab- 
leiten^ müssen  wir  ein  Lemma  beweisen^  welches  die  Basb  aller  die- 
ser Untersuchungen  ausmacht. 

Es  9ei  in  Fig.  3.  an  eiden.  Punkt '^  einer  Fläche  eine  Tangenti 
alebene  gelegt  und  in  derselben  ein  beliebiges  Parallelogramm  ABCD 
gezeichnet,  dessen  eine  Ecke  A  mit  dem  Berührungspunkte  der  Ebene 
zusammenfallt.  Denken  wir  uns  nun.  von  allen  Punkten  der  Peripherie 
des  Parallelogrammes  Gerade  gezogen,  welche  sämmtlich  einer  will- 
kührlichen  Richtung  parallel  laufen,  ^o  erzeugen  die  Durchschnitte 
dieser  Parallelen  und  der  vorhin  genannten  Fläche  auf  letzterer  eine 
krummlinig  begränzte  Figur  AUFW,  von  welcher  das  Parallelogramm 
ABCD  die  schiefwinklige  Projektion  auf  die  Tangentialebene  darstellt 
Nennen  wir  ca  die  Fläche  von  AÜVW  und   w'  die   seiner  Projektion 

ABCD,  so  Ijlsst  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  der  Quotient  — ,     gegen 

Ol 

die  Gränze  1  convergirt,  sobald  die  Dimensionen  von  co',  und  mithin 
auch  die  von  a,  beständig  vermindert  werden,  sich  also  beide  Flächen 
bis  auf  den  blosen  Punkt  A  zusammenziehen.  Legt  man  durch  den 
Punkt  A,  irgend  einen  Punkt  P  der  Peripherie  von  AÜVW  und 
seine  »cliiefwinklige  Projektion  M  eine  Ebene  AMP,  verlängert  ihren 
Durchschnitt  AM,  den   8ie  mit  der  Ebene  von  ABCD  bildet,   soweit 
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^',  dass  A3r  =  Are  AP  ist,  und,  denkt  dich  dies«  Gonstruktion 
ien  Punkt  der  Peripherie  AVVW  ausgeführt^  so   entsteht  in 
nter  liegenden  Tangentialebene    eine  gemisehtlinig  begränate 
"CD',  deren  Fläche  ebensogross  wie  die  von  AWW,^e\n 
zwar  schliesst  man  diess  aus  dem  Grundsatze,  dass   zwei 
-h  sind,  wenn  ihre  sämmtiichen  correspondirenden  Durch- 
;«   hier  z.  B.  AM  und  AP)  einander  gleich  sind.    üasVer- 
\()ii  CO  zu  co'  reduzirt  sich  jetzt  auf  das  Verhältniss  der  beiden 
'.  (len  Figuren  AB' CD'  und  ABCD,  die  wir  in  Fig.  4.  näher  be- 
trachten wollen.     Beschreiben  wir  um  die  Figur  ABfCIV  ein  ParaK 
lelograra  AB"  CD",    so  ist  offenbar: 

AB"C'D"  ^  AB'CB*  >  ABCD, 

oder  durch  Division  mit  AB  CD  =  a' 

AB" CD"  ^  _w  ^.    -  * 

ABCD      ^  a>'  ^ 

Die  Flächen  zweier  Parallelogramme  mit  demselben  Winkel  (Wer  JB^/> 
verhalten  sich  aber  wie  die  Produkte  aus  ihren  Seiten,  uo^i  daher 
ist  auch  ' ' 

Aß".  AD"  w    «  s^  1 
AB. AD   ^  ©'^ 

Ziehen  wir  nach  den  Punkten  H'  und  K',  in  welchen  das  urascbrie- 
hene  Parallelogramm  die  Figur  AB' C  D'  berührt,  die  Geraden  AH', 
AK',  60  ist 

AB'  _  AH[     AD^  _  AK 
AB  ^  A^  '    AD  '^  AK' 

oder  wenn  wir  AH  =  Ji  ,  AH'  =  <?i  ,  AK  =  Ji  ,  AK'  =  a^  set/en 
und  die  vorstehenden  .Verhältnisse  i^die  obige  Ungleichung  substituiren: 

Die  Linien  Ci  ,  ^2  und  ^|  ,  ^^  sind  aber  nur  ein  Paar  aus  eiifer  gan- 
zen Klasse  zusammengehöriger  Linien  unserer  Figur,  sie  stehen  zu 
einander  in  derselben  Beziehung  wie  z.  B.  AM'  =  <?  und  AM  =  f, 
und  was  von  diesem  willkührüch  gewählten  Paare  gilt,  muss  von  je* 
dem  anderen  gelten,  weil  alle  auf  dieselbe  Weise  entstanden  sind. 
In  Fig.  3  war  nun  die  Ebene  des  Parallelogranimes  eine  Tangential- 
ebene der  Fläche  und  mithin  berührt  jede  durch  A  gehende  Gerade    . 


200 

die  Fläche  ebenfalls  und  folgl.  auch  jede  solche  Gerade  ihren  entspre 

chenden  Schnitt.    Ks  ist  daher  AJU  die  Tangente  am  Bogen  ^P  und 

daraus  schliesst  man  nach  den  Lehren  des  vorigen  Paragraphen  Jeicht, 

dassL  «  4»    ' 

j.     AP        ,  •      . 

oder,  weil  AP  r^  AM'  =  c  ,  AM  =  £  war. 

Lim  7=1 
ist.    Daraus  folgt  nach  der  Torhin  gemachten  Bemerkung,  da^  auch 
-^  und  r^  sich  der  Gränze  1  nähern  und  dadurch  geht  die  Ungleichung 
(1)  in  die  Gieichung 

über,  worii^  sich  der  zu  )[)eweisende  Satz  ausspricht*). 


Lim  ^  =  1  (2) 


*)    Heisst-^  der  Winkel,   welchen  die   Tangente  im  Punkte  xy  mit  der 
p.  Ahscisiliuichse  macht  und^s  der  zugehörige  Bogen,  so  ist 

Lim   -7-^  =  tan^  ,  Lim—;-  =  cos^  ,  Lim -7-  =  «in<t 
•  Jx  '  Js  Js 

,*der  für  Jx '^^  ,  Jp  =  7^  ,  Js  =  a. 

Lim  %■  ==  tan-t^  ,  Lim  —  =  co«^  ,  Lim*^  =  sin^, 
§  a  a 

wie  man  sogleich  aus  den  Differenzialformeln  des  vorigen  Paragraphen  ersieht. 
Ist  die  Tangente  selbst  die  Abscissenachse  wie  in  Fig.  5 ,  so  folgt  für  AN= 
i  ,  NF  =  ti  ,  ArcÄP  =  0,^=0,  . 

Lim  i  =  1   ,   Lim  ^  =  0. 
a  «  <r 

Nun  war  aber  i.lf  =  f  d.  i,  wenn  der  constante  Winkel  PMN  =  c  gesetft 
wird,  C  =  AN --NM  =  g— lycotc,  folglich 

Lim  —  =    Lim 


1 


=  Lim 


d.  i.  unter  Berücksichtigung  des  Vorhergehenden 
wie  oben  behauptet  wurde 


Lim  c  = =  i , 

g         1-4)  cot  C  ' 
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►  -  ■ .. 

.  .  Wir  wollen  nun  zunächst  die  Grüsse  desjenigen  Sjtfickes  einer 
durch  di%  (Gleichung  z  =:  f{x,y)  charakterisirten  Fläche  bestiuinien, 
welebe%  von  vier  den  Coordinatenebenen  jcz  und  yz  parallelen  Ebenen 
beg]|[äpz^wird»  dessen  orthographische  Projektion  auf  die  Ebene  *^» 
also  j^in  Rechteck  ist ,  Fig.  6.  Die  der  Coordinatenebene  yz  parallel  lau- 
fenden zwei  Begränzungsebenen  mögen  in  den  Entfernungen  a  und  x 
davon  abstehen  und  die  der  Coordinatenebene  xz  parallelen  Begrän- 
zungsebenen in  den  Entfernungen  b  und  y ,  so  dass  also  x  ^  a  und 
h—y  die  Seiten  des  die  Projektion  unseres  FlächenstOcks  bildenden 
Rechteck«  sind.  Bezeichnen  wir  die  zu  complanirende  Fläcb^^,  die  je- 
denfalls von  X  und  y  abhängt,  mit  F(xyy),  so  geht  aus  dem  Obigen 
zunächst  hervor,  dass  sowohl  F(x,b)  als  F(y,a)  gleich  Null  ist,  weil 
sich  in  jedem  dieser  Fälle  die  Fläche  anf  eine  blose  Linie  reduzirt,  im 
ersten  auf  die  Curve ,  deren  Projektion  x—  a  und  im  zweiten  auf  die, 
deren  Projektion  y  — 6  ist.  Lassen  wir  x  und  y  um  Jx  und  Jy  zu- 
nehmen, so  erhält  die  gesuchte  Fläche  einen  Zuwachs  F(x+Jx  sy-^' 
Jy)—F(x,y),  dessen  Projektion  das  Rechteck  aus  Jx  iftid  Jy  Ist, 
und  wenn  wir  die  Senkrechten  in  den  Ecken  desselben  (die  Pjr'ojekti- 
onsstrahlen)  verlängern,  bis  sie  die  Tangentialebene  im  Punkte  xyz 
schneiden,  so  erzeugen  sie  auf  der  Tangentialebene  ein  Parallelogramm, 
das  als  schiefwinkliche  Projektion  des  Flächeninkrementes  angesebefl 
werden  darf.    Die  Grosse  des  Flächeninkrementes  sei  nun  o,  also 

o  =  F{x  +  Jx,y  +  Jy)—F(x,y) 

die  schiefwinkliche  Projektion  desselben  auf  die  Tangentialebene  habe 

die  Fläche  a>',  so  ist  offenbar 

it 
F(x  +  Jx ,  y + Jy)  —  F(x .  y)  _  c»       o 

4dx,4dy  w'  ädxAy 

Aber  Ax.Ay  ist  die  Fläche  des  aus  -Ja:  und  zfy  construirten  Rechtecks 
und  diese  =  w'cost,  wenn  wir  x  den  Neigungwinkel  nennen,  den  die 
Ebenen  von  o'  und  Ax  .  Ay  mit  einander  einschliessen ;  mihin  haben 
wir  auch 

F(x.\Ax,y\Ay^--F(Xyy)  _  co       1 

Ax,Ay  co'    cosr* 

Lassen  wir  nun  Ax  und  Jy  bis  zyr'Gränze  Null  abnehmen,  so  nähert 
sich  der  Ausdruck  links   dem  nach  x  und  y  genommene^   Differenzial- 
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qaotienteD  — /'  .'^^ ,  rechts  ändert  sich   t  nichts    weil  es   den   Nei- 
dxdy 

gongsviinkel    der   Coordinatenebene  xy  nnd   der    Tangentialebene  im 

Punkte  wyi  bezeichnet;  bringen  wir  endlich  n&h  das  vorhin  bewiesene 

Lemma  in  Anwendung^  so  ist  jetzt: 

^^pLüä  =  «ecr.  (3) 

dxdy 

Daraus  £ulgt  nun  zunächst  durch  Integration  in  Beziehung  auf^, 

oder  wenn  wir»  um  die  Constante  w^zuschaffen,y=y  >  y  =  6  setzen, 
^      beide  Werthe  subtrahiren  und  die  Gleichung  iP(ar »  6)  =  0,  also  auch 

^^^'^^  1=  0  beröcksicbtigen , 

.  dF{x,y)       py ,  ,.. 

fr 
Ute  Integration  in  Beziehung  auf  x  giebt  nun  weiter: 

^(P^^y)  =  I  dx  I  ^dyBecr  +  C,    . 

oder  durch  Subtraktion  der  für  x  =^  und  a?  =  a  entstehenden  Crlel- 
chungen,  wegen  F(a,y)  =  0 


F(x,y)  =  I    dx  I     tlysect. 


(5) 


Der  Werth  von  secr  tet  leicht  zu  bestimmen;  t  nämlich  ist  nictts 
Anderes,  als  das  Supplement  desjenigen  Winkels,  den  die  Senkrech- 
ten auf  der  Tangentialebene  und  auf  der  Ebene  xi/  mit  einander  ma- 
chen, d.  h.  er  ist  das  Supplement  des  Winkets,  den  die  Normale  im 
Punkte  xyz  mit  der  Axe  der  z  macht;  dieser  letztere  ist  bekannt  aus 
S.  326.  der  Differenzialrechnung ,  und  daher  haben  wir  nach  dortiger 
Bezeichnung  secr  =  — secy  oder 


2oa 

i  ■     I     — 

""  =  V<+(^)'+(|)"        "" 

worin  /t- J  pnd  (  t—  ).^^  partiellen  Differenzialquotienten  von  z=zf{x,y) 

bezeichnen. 

Man  kann  die  Aufgabe  der  Complanation  in  noch  allgemeinerer 
Form  lösen,  wenn  man  zuvor  berücksichtigt^  dass  aus  der  Gleichung 
(4)  folgt:  *  ^ 


v,y)—F(x,y)       Py  ^ 


F(x-\-Ax,y)-^F{x,y)  ^ 

'    6 


oder 


F{x\Ax,y)'—F(^x,y)-=iAx\j    %secr+€]  (7) 

wo  t  eine  mit  Ax  gleichzeitig  bis  zur  Null  abnehmende  Grösse  be- 
deutet. Suchen  wir  jetzt  dasjenige  Stück  der  Fläche  z^f^x^y)  zu 
bestimmen^  dessen  Projektion  atif  xy  eine  viereckige  Figur  ist,  be- 
gränzt  von  zwei  in  den  Entfernungen  a  und  x  zur  Achse  der  y  paral- 
lelen Geraden  und  durch  zwei  Curven,  deren  Gleichungen  y^=^g>(x) 
und  y::=iif(x)  sein  mögen.  Sehen  wir  das  fragliche  Fiächenstück  als 
eine  Funktion  O (x)  von  ^  an,  so  hat  das  Inkrement  0(x  +  Jx)  —  0(x) 
desselben  zur  Projektion  einen  von  zwei  parallelen  Geraden  und  zwei 
Bögen  der  genannten  Curven  begränzten  Streifen.  Beschreibt  man  iu 
und  um  letzteren  Rechtecke,  so  kann  man  die  Formel  (7)  leicht  an- 
wenden, wenn  man  berücksichtigt,  ^ass  dort  Fix  +  Ax^y)  —  F{x,y) 
ein  Flächeninkremcnt  bedeutet ,  dessen  Projektion  auf  die  £bene  xy 
ein  rechtwinklicher  Streifen  ist.  Das  Flächeninkremcnt  ti^(ar+  Jx)—  0(x) 
ist  nämlich  offenbar  kleiner  als  dasjenige,  dessen  Projektion  der  aus 
f>(x)  und  'iff^x+Jx)  rechtwinklich  construirte  Streifen  ist,  dagegen 
grösser  als  dasjenige,  welches  den  aus  (3p(.r+ ^^)  und  if;(ar)  rechtwink- 
lich construirten  Streifen  zur  Projektion  hat.  Bestimmt  man  die  Grössen 
der  Flächeninkremente,  welche  über  den  so  eben  genannten  zweitecht- 
winklichen,  um-  und  eingeschriebenen  '  treifen  stehen,  mit  Hülfe  der 
Formel  (7),  so  gelangt  man  jß,n  der  Benö^erkung  f  dass 

0(x  +  Jx)  —  ^(x) 
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zveischen 

Jx  [    I  c/ysecT  +  €]und  2/;r[  /   ^secr  +  e] 

enthalten  ist,  und  hieraus  folgt  durch  Division  mit  ^io;  und  nachherigen 
(Jebergang  zur  Gränze  für  abnehmende  ^x  die  Gleichung 


dx      —J    dysect 

q){x) 


und  durch  Integration 

<P(a?)=/   dxj    dv8ecr+  Cy 

WO  wir  um  die  Constante  wegzuschaffen  X'=^x iX-=-a  setzen  und  be- 
rücksichtigen, dass  <Z>(a)  <0  ist.     So  wird 

^  px  pMf{x) 

0{x)^=z  I     dx  I  dysect.  (8) 

Nennen  wir  also  Sl  die  Grosse  des  Fiächenstflckes ,  dessen  Projektion 
auf  xy  begränzt  wird  von  zwei  in  den  Entfernungen  x=:a,x:=zß  der 
Achse  der  y  parallel  gezogenen  Geraden  und  von  zwei  Gurven,  deren 
Gleichungen  y  =  g>(ai),y=z'ilß(x)  sind,  so  haben  wir  vermöge  des  Wer- 
tbes  von  sec  r 

a  g){x)  " 

und  diess  ist  die  allgemeine  Complanationsformel,  welche  nur  x^oraus- 
setzt,  dass  sec  f  iünerhalb  der  Integrationsgränzen  endlich  und  stetig 
bleibt. 

Die   Fläche  des   Octanten  von   einem  aus  den  Achsen  a,b,c 
eonstruirten  Ellipsoide  Ondet  man  hiernach,  indem  man  aus  der  Gleichung 


e)*+(l)'+(0= 


1 


2W 

zunächst 


V 


-f^'-ar- 


'      und  darauf  die  partiellen  Differenzialquotienten 


4 

/dz  \ — ex • 

^=^>'-..Vt-(f)'-Ö)"' 


entwickelt.    Ist  femer  a>6>c  und  zur  Abkürzung 

so  sind  a  und  /3  die  beiden  Excentricitäten  des  £ilipsoids  und  zwar 
ist  er  die  kleinere.     Man  findet  jetzt  leicht 

Die  Projektion  des  Octanten  auf  die  Ebene  der  xy  ist  ein  Eliipsen- 
quadrant  mit  den  Halbachsen  a  und  b,  daher  ist  in  Nro.  (9)  das  dor- 
nige a=QyX—aycp{x)=0,t\>{x)=b^  1— ^-Vzu  setzen  und  so  wird 

/    ./.         ^  .-(f)*-(ix 


oder  für  drc=a^,y=6i} 


.^^f^jf^-i^yß^^ 


-"*"'  (10) 


2»6 

Dieses  Doppelintegral  ist  wegen  der  Willkührlichkeit  der  Buebstaben, 
wodurch  in  einem  bestimmten  Integrale  die  Variablen  bezeiebnet  wer- 
den, mit  demjenigen  identiseb,  welches  wir  schon  in  §.  29  betrachtet 
und  auf  ein  einfaches  Integral  reduzirt  haben. 


Die  doppelte  i^päration^  welche  im  Allgemeinen  zur  Complana- 
tion  einer  Fläche  nüthig  ist»  wird  übrigens  in  ^wei  Fällen  zu  einer  ein- 
fachen, wenn  nämlich  die  Fläche  .entweder  eine  cylindrische  oder  eine 
R6tationsfläche  ist.  Im  ersteil  Falle  hat  die  Gleichung  2=:f(x,y)  die 
einfache  Form  ^ 

2 =/*(ar),y  ad  libitum,  >  •'^  . 

wobei  die  Achse  des  Cylinders  der  Coordinatenachse  parallel  liegt  und. 
jeder  auf  dieser  senkrechte  Schnitt  eine  ebene,    durch   die   Gleichung 

z=:f(a:)  char^kterisirte  Curte  bildet.  Man  hat  hier  ;^  =/'(^)  »;/~  =  0 
und  folglich,  wenn  man  die  Integration  in  Beziehung  auf  y  ausföhrt. 


Ä  =y*'' da:[^{ai)  -  <p (x) ]  Vl+t? (x) ]» 


(11) 


wozti  man  Mthi  Beispifle  finden  wird. 

-  ;  Lässt  l^mn  aweitens  eine  in  der  £bene  a:y  gezeichnete,  durch 
die  Gleichung  y=zf(a:)  repräsentirte  Curve  sich  um  die  Achse  der/r 
herumdrehen,  so  entsteht  eine  Rotationsfläche,  deren  Gleichung 

ist,  wora(Q9  ma^ 

C^\^.JMCM=,    (^\  =  -  —    y    _ 

findet.  Will  man  mm  denjenigen  Theil  der  Rotationsfläche  complaniren, 
der  zwischen  den  zwei  Coordinatenebenen  xy^xx  und  zwei  in  den  Ent- 
fernungen u  und  /5  vom  Anfangspunkte  der  Coordiifmiefi  »«nkreefct  Ä«f 
xy  errichteten  Ebenen  enthalten  is^so  hat  man  Kp(x)'=SS  ,i\f{x)z=zf(x) 
zu  setzen,  uimI  erhält  jelzf 
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d.  i.  ffeDD  man  die  Integration  in  Beziehung  aiqf :|f  QU9liihrt. 

Sl^T^fUxfix)  V  l;+[/"(a;)p,  (12) 

a 

wooach  es  z.  B.  sehr  leicht  ist^  die  Oberfläche  eineg»Rotationsellipsoides 
oder^ifbch  spezieller  die  einer  Kugel  zu  bestimmen. 

Statt  der  recbtwinklichen  Coordinaten»  welche  hier  benutzt  worden 
sind,  kann  man  auch  Polarkoordinaten  einführen;  setzen  wir  nämlich 
in  Fig.  8.  OM=a:,MN=y,NP=z,  den  Radius  Vjektor  OP=r, 
jLJSOP=u  und  ^NOM=t,  so  ist 

ar  =  rco$?icosf  ,^=:rcos«sin^,  z=rsin«,     ,         (13) 

und   die  Transformation  der  Complamationsformel  geschieht  jetzt  mit 
Hülfe  der  Gleichung 

wenn  man  zunächst  x  und  y  gegeneinander  vertauscht  (weil  hier  zuerst 
nach  y  integrirt  wird)  und  darauf  5=:<,i2  =  *  setzt;  so  wird  für 


ffdxdyF=J*j^dudt{DuX.Dty-Dtx.Daf)Oy 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

W=zDnX,Dty-Dtx.Du  .     "  (15) 

setzt, 

ffdx  dy  F=ffdudi  PFa>,  (16) 

wobei   noch    O  durch   r,M  und  t  auszudrucken  ist.     Substituiren   wir 
nun   statt   x,y,i   die  obenangegebenen  Werthe,    so  verwandelt   sich 
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die  Gleichung  z:^f(x9y)  dßr  Fläche  in^  eine  Gleichung  zwischen  r,?<,^ 
woraus  man  r  als  Funktion  von  u  und  t  entwickelt  darstellen  kann, 
und  nun  kommt  es  offenbar  darauf  an»  statt  der  DiffereqzialquotieDten 

(  Tx7  ""^  V  ^/  ^'®'  ""'^M^^^g^'*  (  7" 7  "^^  (^  }  *^  Rechnung  zu  brin- 
gen.    Berücksichtigt  man»  dass  z  von  or  und  y  abhängt,  also  auch  dtae   ' 
Funktion  der  jetzigen  unabhängigen  Variablen  u  und  t  ist»  so  hat  iwn*  | 

duj^  K^dxJ  y^duj  +  \,dyj  \JiuJ  ' 

\^dtJ-\^dxJ\MJ^KJd^JySdtJ' 

oder 

Eliminirt  man  hieraus  f  j-  J  und  f  ;j~  J  >  wobei  zur  Abkürzung 

V:=:Duz.Dty-Dtz,Duy,  (17) 

V^zDuX.Dtz-Dtx.DuZ  (18) 

♦  ■  '■ 

sein  möge,  so  findet  man  vermöge  der  Bedeutung  von   W 


r^£\  -  z  r^o  __  IL 


^dy 
und  mithin 

oder 

Sl=  rr  dudt  yXß+WTW^- 

Durch  Differenziatioii  der  Gleichungen  (13)  hat  man  nun 


(W) 
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Du  x=  (D^r  •  cos  u — r  siD  ti)  cos  t , 
Dtx  =zJ(J}tr.  cos  t  — r  sin  t)  cos  u, 
Dujf^^(DuT.cosu — rsiDtf)8in<9  \ 

Dtff=(Dtr.Bwt-^TCQMi)caBU,\  \ 

J[>MZ  =  Z>^r.8inu-f'rcoitt,        '  ■     .- 
DtZ'=Dtr.siuu; 
und  daraus  ergiebt  sich  zunächst  nach  (15) ,  (17)  und  (18) 
17= — rDtr,co8t-{'r{DuT,Hinu+rco8Ü)Q08U8mti 
F=s     rDtr .  sin^-f  r  (Z>iir .  sintt+rcostt)cosiccosl» 
fF=  r(DuT.co8u — rcosu)cosu, 

ü*+  F»+  »F*=r«[(Z>fr)*+(Z)br)*cos«tt+r«cos»iiJ. 

Die  Substitution  hiervon  giebt»  wenn  manf^  ^  j  ^^^  K^di)   ^'  ^^^ 
und  />tr' schreibt, 

^vo  nun  in  jedem   spezieilen  Falle  die  Int^grationsgränzen  besonders 
zu  bestimmen  sind. 

Das  einfachste  Beispiel  ist  das  der  Kugel »  wo  r  constant,   also 

von  u  und  t  unabhängig  ist;  dehnt  man  hier  u  und  t  von  0  bis  tt 

^  ans, 
OS  wird  Sl  zur  Oberfläche  des  Kugeloktanten  and 

.P=r*/      cosuc^ti     /      dt=zr^,in  , 

o  o 

und  folglich  ist  8.r'l»=4r^»   die    Oberfläche  der  ganzen  mit  dem 
Halbmesser  r  beschriebenen  Kugel. 


14 
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-     §37.         ^        .    _ 
Cubaiur  hegränztef  Räume. 
^"X         Um  4ie  Ap%abe  voficfer.Bestinunung  des  körperlichen  lohaltes 
eines  allseitig  htegränaten  Raumes  in  möglichster  Allgemeinheit  aufzu; 
(kssen^  denken  wir  uns  in  ^r  Coordinateiiebene  xy  zwei  in  den  Ent- 
^feriLungeQ  jp='a,«=ia:  zu  Achse  der  y-parallel  gezogene  Gerade,  welche 
-mit  zwei  ebendaselbst  construirten ,    durch  die   Gleichungen  y=^^(f) 
und  yz='ti;(a:)  chürakterislrteo  Curveo  eine  ebene  viereckige  Figur  AwSÜf 
(Fig.  9)  bilden.   Von  allen  Punkten  der  Peripherie  dieser  Figur  lassen 
wir  Gerade  parallel  zur   Achse  der  z  aufsteigen,   bis   sie  zwei  durch,*, 
die  Gleichungen  a;=^(df,y)  tind  i=:^''(ar>y)  bestimmte  Flächen  schnei- 
den; es  entsteht  dann  ein  begränzter  körperlicher  Raum  CDQPP'  Q'  />'  C, 
dessen  Projektion  auf  xy  die  Figur  AßNM  darstellt,  und  jener  Raum 
ist  es,  deissen  Crrösse  wir  ansuchen  wollen. 

Ertheilen  wir  dem  OM'=^a:  einen  Zuwachs  Jxy  so  ändert  sich 
dcrr  fraglidie  Raum,  der  F(x)  hetssen  möge,  um  eine  Schicht,  die 
sich  leicht  in  zwei  Gränzen  einschliessen  lässt.  Nennen  yv\xf{x)  die 
obere  Fläche  PQQ'P' ,  so  ist  diese  Schicht  ein  fast  cylindrischer 
Körper,  Vf sicher  zwischen  ^en  Ebenen  f{sc)  und  f(x+ Jx)  enthalten 
ist.  Eine  von  diesen  Flächen  muss  nun  offenbar  die  grössere  sein; 
ist  dless  etwa  fix^Ax);-  so  beträgt  jene  Schicht  gewiss  weniger 
als  ein  Cylinder  mit  der  Basis  f{x  +  Ax^  und  der  Höhe  Axj  dagegen 
nehr  als  ein  Cylinder.  mit  der  Basis  /(or)  und  der  Höhe  Ax,  Da  man 
den  kubischen  Inhalt  eines  beliebigen  Cylinders  immer  durch  Multipli- 
kation der  Grundfläche  mit  der  Höhe  findet"^),  so  folgt  hieraus,  das« 
die  Schicht,  welche  das  Inkrement  von  F{x)  bildet,  also  die  Differenz 
F{x-\-Ax)  —  F{pc)y  jederzeit  zwischen  f{x)Jx  und  f(x+Jx)Jx  oder 


*)Hei88t  ö  die  Fläche  der  Basis  eines  Cylinders  und  A  seine  Höhe,  so 
beschreibe  man  ein  72  Eck  in  die  Curve,  welche  die  Basis  bildet  nnd  ebeiMo 
ein  nEck  am  dieselbe.  Nennen  wir  /?n  die  Fläche  des  erstcren  und  Bn  die 
des  zweiten ,  so  ist  der  Cylinder  grösser  als  das  Prisma  aas  ßn  und  der  Hohe 
A,  dagegen  ileiner  als  das  Prisma  mit  der  Grundfläche  Bn  and  derselben 
Höhe.  Also  liegt  der  kubische  Inhalt  des  Cylinders  zwischen  ßnA  und  Bnh. 
Für  anendlich  wachsende  n  ist  aber  Lim  ß  =LimÄn  =  ^  and  folglich  der 
Inhalt  unseres  Cylinders  =/^^. 


2U 

j^ ^  zivischen  f{a:)  und  f{x-\-4^x) 

enthalten  ist.     Diess  gieBt  durcb  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlich 
AoehnienSc  *Jx '  '■        ,  , 


dFja:) 


da; 


==fix).mmn  F(x)f:zff(a!)ii^+a  . 


Da  aber  F(x)  sich  auf  Null  reduzir|,  w^ttjf,^  in  fl  üb^iveht»'  i^h.j^f 
Projektion  ABNM  zu  einer  Geraden  AB  zusammeniifi|^milzt^  ao  fst '  ' 

F{x)^f'nx)dx  (l) 

a 

^zu  setzen.  Um  nun  noch  f{x)  zu  bestimmen  >  bedarf  es  blos  der  An. 
Wendung  der  bekannten  Formel  für  die  Quadratur  ebener  Corvien;  ittiem 
hat  nämlich  offenbar 

z'dy  ,  MNQP==J  zdy, 

M'M  M'M  , 

wo  2'  und  z  Ordinaten  bedeuten,  w^Jche  irgend  einer  von  M'  aus  nach 
M'N  hin  gezogenen  Absetsse  <y  etofcsprecben.  Da  f(x)  =  PQQ'P* 
=MNQ'P'  -  MNQP  ist,  so  folgt 


(z'^z)dy. 


M'M 

oder  weil   i  =  XP (x^y)  ,  i*=^(x,y), M'M— q) (x) , M'N=  if; (x)  war , 
n'^)^J'T^(a:,y)^0(x,y)]dy, 

9/(jr) 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

f(x)=J  dyj     dz. 

Nach  Nro.  (l)  folgt  jetzt 

il,(x)  p^{fyy) 


m 


dxj    dyj    dz 

Nennen  wir  6  den   kultischen  Inhalt  desjenigen   begr&nzten  Raumes, 
dessen  Projektion  auf  xy  eine  aus  den  in  den  Entfernungen  a:=a,a:=/J 
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III.  «  *«,.-.: 

gesogenen  Geraden  OF  und  den  swei  schon  i^enannteii  'Iq^tarvei»  gebil- 
dete viereckige  Figur  iUi,  so  haben  wir  endlich        .4^ 

«=y     Ar/  rfy7    dx  '     *    •       -  ^# 

id  di^ss  ist  die  aflgemein^' Formel  der  Cabator. 
., .        Wdllen  wir  diess  beispielsweis  auf  den  OctaAten  eines  mit  den 
Ualbkchs^n  alb,c  beschriebenem  Ellipsoids  anwenden»  so  fait 

a=0,/5=a,g>(jr)=0,'^(a:)  =  6  y  J-TO^' 
und  mithin 

d.  I.  fifr  ^=a£,y^6i} 

o  o 

Führen  wir  eine  neue  Variable  r  der  Art  ein,  dass  iy=VT— -^.r  ist, 
so  folgt  ohne  Schwierigkeit 

e^aJbeJ'^diJ'^dz yfl^  ^l-£«-(l_|«)r« 

0  o 

A      2   «      1    . 
=aoe  •  *5*  "J  =  -^aocn, 

4 
und  das  Achtfache  hiervon,  nämlich ^a6en;,  giebt  jetzt  den  kubischen 

Inhalt  des  ganzen  Ellipsoides. 

Ffir  Rotationskörper  vereinfacht  sich  die  Formel  (3)  wesentlich; 
denn  man  hat  dann  zur  Bestimmung  desjenigen  Volumens,  welches 
von  den  zwei  in  den  Entfernungen  a  und  ß  rechtwinklich  auf  oy  ste- 
henden Ebenen  (ll^z)  und  den  Coordinatenebenen  arjy  und  xz  begr&nzt 
wird. 


v>-- 
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'   «(*,y)=0.  «P(ar,y)  =  *=V"(/(«>]«-»« 

xtt  setzen,  wobei  ^(x)  dieselbe   Bedeutung  hat,  wie  im  vorigen  Pa- 
.xagrapbeD.    Es  folgt  dann 

oder  Cur  y=/'(ar).i?,  wo  iy  die  neue  Variable  ist, 

a  o 

d.  i. 

e=^J*\nx)-\*dx.  (4) 

a 

Diess  giebt  z.  B.  fär  das  paraboliscbe  CoDoid,  wo  f{x)—yfpx  ist, 

.  Will  man  den  Isubischeo  Inhalt  der  ganzen»  vom  Scheitel  an  gerech- 
neten Kappe,  welche  die  Hohe  ß  hat,  so  mass  man  o=0  setzen  und 
den  Vorstehenden  Ausdruck  viermal  nehmen;  der  fragliche  Inhalt  ist 
dann  \pß^7t,  also  die  Hälfleeiues  Cylinders,  welcher  die  Höhe /»und/} 
zum  Halbmesser  der  Grundfläche  hat 

Auch  hier  kann   man    statt    rechtwinklicher   Coordinaten   Polar- 
koordinaten einfuhren,  indem  man 

a7=rcos«cos^,  ^y  =  rcos«sin<,  2;  =  rsinM  (5) 

und  gemäss  der  Formel  für  die  Transformation  vielfacher  Integrale 

dx  dydz'=L2Ar{DuX .  Dty  *  Drz)dudtdr 

setzt,  wobei  r^Uyi  die  drei  neuen  Variablen  sind.  Führt  man  die  mehr 
langweilige  als  schwere  Rechnung  aus,  so  ergiebt  sich 

dx  dy  dz  =  i* cos  u du  dt dr , 
und  mithin 

&==  ij  1  r^cosududtldr 
oder 

Ö=  /  cos  tidu  f  dt  Jr^dr  (6) 
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^o  noch  die  GrSnzen  tdr,  Ttt,u  in  bestimme^'suid.    Mfai  iq^  die- 

^  selben  dadurch,  dasa  man  die  Gleichungen  (5)  audi  in  die  Gleichnngen 

'X^O(x,2/)pi=^(^9y)  einfuhrt  und  zunächst  r  als  Funktion  von  u und  ^ 

bestimmt,  worauf  mau  im  speziellen  Falle  die  Gränzeo   fOr  i  und  u 

^Hich  besonders  zu  bestimmen  hat.   Z.  B.  für  das  dreiachsige  EIHpsoid 

-^ 1 _, 

cos*MOOS^<    ,    cos  ^M  sin '^^      sin%* 
a«  ^  6«  +     c* 

und  mithin  ist,  wenn  es  sich  um  «inen  Octanten  handelt,  nach  Aus- 
führung der  Integration  in  Beziehung  auf  r,  fiir  r  dasjenige  zu  setzen, 
was  sich  hier  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergiebt;  also 

©=  :  /    cos  u  flu  dt  .  -«  /•' 
\   P  j      /*  ,^rcos%cos2^  .  cos*Msin«<  .   sinJuT-l 

Die  Gränzen  f&r  t  sind  t:=:0,t^s:{n,  die  für  u  ebenso  u=0,«=iff 
und  somit  ist  Alles  bestimmt.  Der  einfachste  Fall  wäre  der  der  Kugelt 
wo  a=6=c  ist;  SS  wird  dann  sehr  einfach 

COS  udu  i   dt=ja^y 

u  0 

und  das  Achtfache  hiervon  giebt  den  Inhalt  der  ganzen  Kugel. 
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